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PRÉFACE. 


Cette  nouvelle  édition  ne  diffère  pas  essentiellement 
de  la  première.  Toutefois,  la  distinction  des  matières 
y  est  rendue  plus  sensible  par  la  division  en  livres,  et 
en  chapitres  assez  nombreux.  Des  développements 
nouveaux  ont  été  introduits  sur  plusieurs  points  im- 
portants, particulièrement  sur  le  mouvement  relatif 
produit  par  des  forces  données;  et  sur  le  mouvement 
considéré  en  lui-même,  et  indépendamment  des 
causes  qui  le  produisent. 

Quant  à  la  marche  générale,  et  aux  divisions  prin- 
cipales, elles  sont  restées  entièrement  les  mêmes. 
Nous  traitons  d'abord  de  l'équilibre,  puis  du  mouve- 
ment des  systèmes  de  points,  soit  rigides,  soit  va- 
riables de  figure;  ce  qui  constitue  la  Statique  et  la 
Dynamique  proprement  dites. 

Il  nous  a  paru  qu'il  était  convenable  de  présenter 
sans  interruption  tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  Sta- 
tique, afin  que  Ton  saisît  mieux  la  liaison  des  diffé- 
rentes parties.  Mais,  dans  la  pratique  de  l'enseigne- 
ment,  on  peut,  sans  inconvénient,  interrompre  la 
Statique  avant  la  démonstration  de  ses  principes  les 
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pliis  généraux,  et  commencer  Tétude  de  la  Dyna- 
mique ;  puis  revenir  ^  la  Statique  et  achever  ensuite 
la  Dynamique  :  les  théories  de  l'équilibre  précédant 
toujours  les  correspondantes  dans  Pétude  du  mouve- 
ment. Le  professeur  rétablira  facilement  Tenchaîne- 
ment  que  ces  interruptions  pourraient  rendre  moins 
sensible. 

Cette  subordination  de  la  Dynamique  à  la  Statique, 
adoptée  le  plus  ordinairement  dans  renseignement 
de  la  Mécanique  rationnelle,  n'a  point  été  choisie  ar- 
bitrairement ;  elle  tient  au  fond  même  des  choses,  et 
l'étude  de  l'équilibre  doit  naturellement  précéder 
celle  du  mouvement.  Qu'on  nous  permette  quelques 
réflexions  à  ce  sujet. 

Remarquons  d'abord  que  c'est  dans  cet  ordre  que 
la  science  a  été  formée.  Dix-huit  siècles  séparent  l'ori- 
gine de  la  Statique  de  celle  de  la  Dynamique,  c'est-à- 
dire  Archimède  de  Galilée.  Mais  cette  considération, 
quelque  importante  qu'elle  soit,  ne  suffirait  pas  dans 
une  question  aussi  grave,  et  qui  a,  même  en  ce  mo- 
ment, une  certaine  opportunité.  Elle  demande  à  être 
examinée  en  elle-même;  et  c'est  ce  que  nous  allons 
faire  en  peu  de  mots. 

Et  d'abord,  l'équilibre  est-il  simplement  une  con- 
ception de  notre  esprit,  propre  à  faciliter  l'accès  à  la 
science  du  mouvement,  ou  bien  est-il  utile  à  étudier 
en  lui-mêmie?  A-t-il  des  applications  importantes  et 
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nombreuses  dans  la  vie  ordinaire?  Quelques  exem- 
ples suffiront  pour  rendre  la  réponse  bien  facile. 

Dans  les  relations  des  hommes  entre  eux,  la  mesure 
des  poids  est  aussi  nécessaire  et  aussi  usuelle  que  celle 
des  quantités  géométriques.  Or  cette  mesure  s'opère 
au  moyen  de  divers  instniments  dont  l'emploi  est 
fondé  sur  les  conditions  d'équilibre  des  forces  parai** 
lèles.  C'est  même  là  la  première  question  de  Statique 
dont  Archimède  ait  donné  la  solution. 

La  considération  de  l'équilibre  se  trouve  encore 
dans  les  voûtes  et  les  charpentes,  qui  forment  une 
partie  si  essentielle  des  édifices  de  tout  genre.  Elle  se 
trouve  dans  la  construction  des  vaisseaux,  des  ponts 
de  toute  espèce  et  d'une  foule  d'appareils  qu'il  serait 
impossible  d'énumérer.  On  comprend  facilement  de 
quelle  importance  il  est  de  calculer  les  efforts  exer- 
cés en  chaque  point  et  d'y  proportionner  les  ré- 
sistances qui  assurent  la  solidité  de  l'ensemble.'  Or, 
dans  toutes  ces  questions,  il  n'y  a  que  des  conditions 
d'équilibre;  les  lois  du  mouvement  n'y  jouent  aucun 
rôle. 

L'équilibre  des  fluides  présente  encore  des  applica- 
tions de  la  plus  grande  utilité.  Nous  nous  bornons  à 
indiquer  Taréométrie,  la  théorie  du  flottement  des 
corps  à  la  surface  des  eaux,  et  la  mesure  des  hauteurs 
par  le  baromètre. 

Enfui,  les  conditions  de  l'équilibre,  dans  irs  ma- 
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chines  de  tout  genre,  nous  offrent  des  applications 
dont  on  ne  peut  méconnaître  l'importance.  Les  ma-^ 
chines  sont  destinées  sans  doute  à  être  mises  en  mou^ 
vement;  mais  c'est  déjà  beaucoup  que  de  connaître 
les  relations  entre  les  forces  qui  s'y  font  équilibre.  On 
peut  alors  proportionner  les  différentes  parties  de  la 
machine  que  l'on  considère,  de  manière  à  ce  que  les 
forces  dont  on  dispose  puissent  exactement  balancer 
l'effort  que  l'on  veut  vaincre.  On  sait  ainsi  quelle 
grandeur  il  faudrait  donner  à  une  force  pour  déter- 
miner le  mouvement  de  la  machine  dans  le  sens  où 
elle  agit;  car  il  suffirait  qu'elle  fut  supérieure  à  celle 
qui  établit  l'équilibre. 

Il  est  bien  entendu  qu'on  tiendra  compte  de  ta 
force  que  produit  le  frottement,  et  qui  entre  quelque- 
fois pour  beaucoup  dans  le  maintien  de  l'équilibre. 
Dans  l'exposition  de  la  théorie,  on  suppose  d'abord 
qu'on  en  fasse  abstraction,  et  Ton  cherche  les  condi- 
tions d'équilibre  de  l'appareil  que  l'on  considère,  en 
ne  tenant  compte  que  des  liaisons  géométriques  qui 
le  définissent,  et  en  lui  supposant  appli([uées  des 
forces  quelconques.  Lorsqu'ensuite  on  veut  traiter 
les  machines  telles  qu'elles  sont  dans  la  pratique,  il 
suffit  de  joindre  aux  forces  données  celles  qui  pro- 
viennent du  frottement,  et  même  d'autres  résistances 
dont  nous  ne  parlons  pas  ici. 

I^s  conditions  d'équilibre  conduisent  encore  à  une 
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notion  de  la  plus  grande  importance  dans  la  théorie 
des  machines;  celle  de  TégaUté  entre  la  quantité  de 
travail  dépensée  et  la  quantité  de  travail  produite 
lorsque  le  mouvement  est  uniforme,  c'est-à-dire 
lorsque  les  forces  appliquées  à  la  machine  y  sont  en 
équilibre.  Le  travail  produit  se  composant  du  travail 
utile  et  de  celui  des  résistances  que  Ton  ne  peut  en- 
tièrement éviter,  il  en  résulte  qu'une  machine  fournit 
toujours  moins  de  travail  utile  qu'elle  n'en  consomme. 
Il  manque  sans  doute  quelque  chose  à  la  démonstra- 
tion générale  de  ce  théorème,  parce  que  le  mouvement 
ne  peut  pas  toujours  être  rendu  uniforme,  quoiqu'on 
y  tende  le  plus  possible;  mais  les  cas  simples  où  Ton 
peut  l'établir,  suffisent  pour  prévenir  les  illusions  fâ- 
cheuses que  Ton  pourrait  se  faire  sur  l'utilité  des  ma- 
chines, et  pour  bien  faire  comprendre  qu'elles  ont 
pour  objet  de  transformer,  mais  non  d'augmenter,  la 
quantité  de  travail  qu'on  y  introduit. 

Sans  entrer  dans  de  plus  grands  développements, 
nous  croyons  qu'on  admettra  comme  incontestable 
l'utilité  de  l'étude  de  l'équilibre,  indépendamment  de 
toute  application  à  celle  du  mouvement.  Ajoutons 
que  celle-ci  est  beaucoup  plus  difficile  que  la  pre- 
mière, et  qu'elle  s'y  ramène  immédiatement  au  moyen 
du  principe  de  d'Alembert.  Mais  une  considération 
plus  puissante  encore  est  celle  des  principes  sur  les- 
(^uels  ces  deujç  sciences  sont  fondées.  Elles  dépendent 
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Tune  et  l'autre,  à  des  degrés  différents,  des  lois  as- 
signées au  monde  matériel.  Leurs  bases  doivent  donc 
être  des  résultats  de  l'observation,  ou  des  hypothèses. 
Or  la  science  du  mouvement  en  exige  un  plus  grand 
nombre  que  celle  de  l'équilibre;  et,  si  certaines  lois 
de  la  nature  étaient  modifiées,  la  Dynamique  serait 
entièrement  changée,  tandis  que  la  Statique  reste- 
rait encore  ce  quelle  est.  Ce  serait  donc  renverser 
Tordre  naturel  des  choses  que  de  présenter  la  théorie 
des  mouvements  produits  par  les  forces,  avant  celle 
de  leur  équilibre.  Toute  tentative  de  ce  genre  serait, 
à  nos  yeux,  un  pas  rétrograde  ;  et  le  succès  qu'elle 
pourrait  avoir  ne  saurait  être  durable. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  GÉNÉRALES. 

l*-On  dit  qu'un  point  est  en  repos  lorsqu'il  occupe  con- 
stamment'la  même  position  dans  l'espace  ;  et  qu'il  est  eu 
mouvement  lorsque  cette  position  change  d'une  manière 
continue.  Nous  ne  pouvons  par  aucun  moyen  reconnaître  , 
si  un  point  est  en  repos  ou  en  mouvement ,  parce  que  nous 
ne  connaissons  pas  d'objets  fixes  auxquels  nous  puissions 
rapporter  sa  position  :  seulement  nous  pouvons  affirmer 
que  si  la  position  relative  de  plusieurs  points  n'est  pas 
restée  la  même,  il  y  en  a  un  certain  nombre  dont  la  posi- 
tion absolue  a  changé. 

Lorsqu'un  grand  nombre  d'objets  conservent  la  même  po- 
sition relative,  on  est  porté  à^  les  juger  en  repos 5  et  si  l'un 
d'eux  change  de  place  par  rajj^port  au  système,  c'est  à  lui 
qu'on  attribue  le  mouvementij.  C'est  ainsi  que  l'on  a  cru 
pendant  si  longtemps  la  terre  immobile  dans  l'espace.  Une 
étude  approfondie  des  phénomènes  peut  modifier  cette  pre- 
mière impression;  mais  on  ne. peut  jamais  avoir  (\c  certi- 
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tude  à  cet  ëgard ,  et  les  principes  sur  1^  mouvement  absolu, 
auxquels  on  est*^  conduit  par  l'obsçryatron  des  mouvements 
rel£|tifs,  ne  sont  que  des  inductions  qui  peuvent  avoir  une 
grande  probabilité,  mais  qui  ont  toujours  besoin  d'être 
vérifiées  par  l'accord  entre  les  conséquences  logiques  aux- 
quelles elles, conduisent  et  les  phénomènes  observés  direc- 
tement. 
.  2.  jRorceJ.— Le  principe  le  plus  simple  auquel  on  parvient 
de  cette  manière  consiste  en  ce  qu'un  point  qui  est  en  repos 
absolu  y  resterait  indéfiniment  s'il  ne  survenait  certaines 
causes  en  dehors  de  lui  qui  le  missent  en  mouvement.  Ces 
causes  se  nomment  des  forcée  y  et  la  direction  d'uiie  force 
est  celle  de  la  ligue  suivant  laquelle  le  point  se  mouvrait 
en  vertu  de  son  action,  s'il  était  en tièr^ement libre. 

La  notion  des  forces  est  une  des  plus  simples  et  des  plus 
incontestable3  5  elle  nous  vient  de  l'expérience  de  tous  les 
instants.  Nous  ne  pouvons  déranger  un  corps  de  la  position 
qu'il  occupe  sans  avoir  le  sentiment  d'un  effort;  nous  l'é- 
prouvons de  même  pour  soutenir  un  corps  pesant,  et  nous 
avons  bientôt  l'idée  d'un  effort  plus  graiid  ou  plus  petit, 
avant  d'avoir  de^  moyens  précis  de  comparaison.  U  faut 
donc  bien  se  garder  de  dire  que  la  notion  des  forces  ait  rien 
d'hypothétique.  Elle  est  aussi  certaine  que  tout  ce  qui  nous 
'  .  vient  de  l'expérience.  Quant  à  leur  nature  intime ,  elle  ne 
sera  pas  plus  l'objet  de  nos  études  que  ne  le  sera  l'essence 
de  la  matière  elle-même.  En  cela,  con^me  en  tout  ce  qui 
dépend  de  notre  système  du  mondé ,  nous  partirons  de  don- 
nées expérimentales  bien  constatées ,  et  nous  n'emploierons 
lé  raisonnement  qu'à  en  développer  les  conséquences. 

On  dit  que  des  forces  sont  égales  lorsque,  appliquées  en 

sens  contraires  à  un  même  point  libre  et  en  repos ,  elles  ne 

lui  font  prendre  aucun  mouvement.  La  notion  de  l'égalité 

conduit  à  celle  du  rapport  quelconque ,  en  entendant  par 

•  somme  de  plusieurs  forces  la  force  qui  peut  remplacer  l'en- 
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semble  des  premières  sollicitant  le  même  point  dans  la 
même  direction.  Les  forces,  pouvant  ainsi  être  évalnëes  eu 
nombres,  peuvent  aussi  être  représentées  par  des  longueurs; 
et  il  sera  commode  de  prendre  ces  longueurs  sur  la  direc- 
tion suivant  laquelle  elles  agissent ,  et  à  partir  du  point  au- 
quel elles  sont  appliquées. 

3,  Masse. —  L'expérience  montre  que  la  même  force  ne 
produit  pas  toujours  un  mouvement  identique  quand  elle 
est  appliquée  à  des  corps  différents.  Ce  fait  donne  lieu  à  une 
notion  nouvelle  qui  est  celle  de  masse. 

On  dit  que  deux  corps  d'espèce  quelconque  ont  même 
masse  lorsque  des  forces  égales  produisent  des  mouvements 
identiques  sur  ces  corps  libres  et  partant  du  repos.  Si  on 
lie  ensemble  deux  corps ,  on  en  forme  un  nouveau  dont  la 
masse  est  dite  la  somme  des  masses  des  deux  autres.  L'idée 
de  massés  égales  conduit  à  celle  de  masses  dans  un  rapport 
quelconque;  et  les  masses  de  tous  les  corps  peuvent  être  re- 
présentées par  des  nombres ,  si  on  les  rapporte  à  celle  d'un 
volume  connu  d'une  matière  déterminée. 

On  voit  par  là  que  des  corps  formés  d'une  même  sub* 
stance  homogène  ont  des  masses  proportionnelles  à  leurs 
volumes,  et,  par  conséquent,  aux  quantités  de  matière  qu'ils 
renferment.  Mais,  comme  on  ne  pourrait  attacher  aucun 
sens  précis  à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  de 
deux  substances  différentes,  ni  surtout  en  tirer  aucunes 
conséquences  relativement  aux  eifets  des  forces ,  on  n*a  du 
admettre  d'autres  caractères  distinctifs  entre  les  différents 
corps  et  les  différentes  substances ,  que  ceux  qui  dépendent 
delà  manière  dont  ils  se  comportent  sous  l'action  des  forces 
qui  les  mettent  en  mouvement. 

La  notion  de  la  masse  offre  donc  cette  différence  essen- 
tielle avec  celle  de  la  force,  qu'elle  ne  saurait  s'acquérir 
comme  elle  par  l'équilibre,  et  qu'elle  ne  peut  se  déduire 
que  de  la  considération  du  mouvement. 
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4,  Densité, —  La  rfe/wiVé  d'un  corps  homogène  est  la  masse 
renfermée  sous  Tunité  de  volume;  elle  est,  par  conséquent, 
le  rapport  de  la  masse  renfermée  sous  un  volume  quel- 
conque à  ce  volume. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  homogène,  la  densité  en  un 
quelconque  de  ses  points  est  la  densité  moyenne  d'une  por- 
tion infiniment  petite  du  corps  dans  laquelle  se  trouve  ce 
point;  ou,  en  d'autres  termes,  la  limite  du  rapport  de  la 
masse  renfermée  dans  cette  portion  à  son  volume,  quand  il 
tend  vers  la  limite  zéro. 

Lorsque  des  forces  sont  appliquées  à  un  système  Av 
points,  ayant  entre  eux  des  liaisons  quelconques,  il  est  pos- 
sible qu'elles  produisent  un  mouvement,  comme  il  est  pos- 
sible aussi  qu'elles  s'entre-délruisent ,  et  que  le  système 
reste  en  repos;  dans  ce  dernier  cas,  on  dit  que  ces  forces 
sont  en  équilibre. 

L'ensemble  des  lois  de  l'équilibre  forme  ce  que  l'on  ap- 
pelle la  statique^  les  lois  du  mouvement  forment  ce  que 
Ton  appelle  la  dynamique;  et  la  réunion  de  ces  deux  bran- 
ches constitue  la  science  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  d(î 
mécanique. 

Remarques  générales. 

5.  Lorsqu'un  système  de  points  est  en  équilibre ,  on  ne 
détruit  pas  cet  état  en  fixant  un  ou  plusieurs  de  ces  points, 
ou  en  établissant  entre  eux  des  liaisons  nouvelles. 

On  peut  encore,  sans  rompre  l'équilibre,  introduire  de 
nouvelles  forces  telles,  qu'elles  se  détruiraient  si  elles  agis- 
saient seules  sur  le  système  de  points  donné  ;  ou  supprimer 
des  forces  qui  se  détruisent  effectivement  par  les  efforts 
qu'elles  exercent  sur  ce  système. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'il  ne  suffirait  pas  que  ces 
dernières  fussent  en  équilibre  dans  le  cas  où  elles  agiraient 
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seules  sur  le  système.  Si  elles  ue  produisent  pas  réellenieiit 
les  efforts  qu^ellcs  produiraient  si  elles  étaient  seules,  elles 
ne  se  détruisent  pas  entre  elles,  et,  dès  lors,  on  ne  saurait 
affirmer  que  l'équilibre  ne  sera  pas  rompu  si  on  les  sup* 
prime. 

Enfin  on  peut,  sans  détruire  l'équilibre,  supprimer  un 
groupe  de  forces  telles,  que  des  forces  respectivement  égales 
et  appliquées  aux  mêmes  points  en  sens  contraire  seraient 
en  équilibre  si  elles  existaient  seules  sur  le  système.  En  ef- 
fet, on  ne  dérange  pas  l'équilibre  primitif  en  introduisant 
ces  dernières  forces  ;  mais  chacune  d'elles  détruisant  la  force 
égale  et  contraire  appliquée  au  même  point,  on  peut  les 
supprimer  l'une  et  l'autre  en  chaque  point  sans  déranger 
l'équilibre,  et  il  ne  reste  plus  que  les  forces  primitives, 
moins  le  groupe  en  question. 

Ces  principes,  bien  simples,  sont  d'une  grande  utilité,  à 
cause  des  transformations  sans  nombre  qu'ils  permettent 
de  faire. 


Clianyement  du  point  (Inapplication  d'une  force. 

6.  Lorsqu'une  force  P  est  appliquée  à  un  point  libre  A, 
on  peut,  sans  changer  son  effet,  quel  qu'il  soit ,  l'appliquer 
à  tout  autre  point  B  de  sa  direction,  pourvu  que  ce  point 
soit  lié  invariablement  au  premier.  Si  le  point  6  est  situé 
par  rapport  à  A  du  côté  où  s'exerce  l'action  de  la  force  P, 
il  suffit  que  la  distance  A6  ne  puisse  augmenter-,  ce  qui  sera 
le  cas,  par  exemple,  où  ces  deux  points  seraient  liés  par  un 
corps  extrêmement  délié,  éminemment  flexible  et  inexten- 
sible. Nous  donnerons  dorénavant  le  nom  dejil  à  un  pareil 
corps,  et  nous  le  considérerons  comme  n'ayant  de  dimen- 
sion que  dans  le  sens  de  la  longueur.  Si  le  point  B  était  de 
l'autre  côté  de  A ,  il  suffirait  que  la  distance  AB  n»  pût  di- 
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minuer,  comme  cela  arriverait  si  le  point  B  était  posé  contre 
un  obstacle  inflexible  lié  invariablement  au  point  A. 

Pour  le  démontrer,  dans  le  premier  de  ces  deux  cas, 
appliquons  aux  extrémités  de  la  droite  inextensible  A6 
{fis*  ^)  ^®^x  forces  égales  à  P,  et  agissant  suivant  la 
droite  AB  dans  les  directions  AP',  BP'';  elles  se  détruiront 
évidemment ,  à  cause  de  la  symétrie  dans  les  deux  sens ,  et 
le  système  ne  sera  pas  changé.  Mais  les  deux  forces  égales  P, 
P',  appliquées  au  même  point  en  sens  contraires,  se  détrui- 
sent ,  et  il  ne  reste  plus  que  la  force  P'',  qui  n'est  autre  que 
la  force  P  transportée  au  point  B  de  sa  direction.  On  rai- 
sonnerait d'une  manière  analogue  si  le  point  B  était  situé 
de  Tautre  côté  du  point  A. 

7.  Mais  il  est  important  de  remarquer  que  la  force  ne  sau- 
rait être  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  un  point 
qui  ne  serait  pas  sur  sa  première  direction ,  et  plus  généra- 
lement qu'une  force  ne  peut  être  remplacée,  sur  un  système 
libre,  par  une  autre  qui  n'agirait  pas  suivant  la  même  ligne 
droite. 

Pour  cela,  on  observera  d'abord  que  deux  forces  qui  ne 
sont  pas  directement  opposées  ne  peuvent  jamais  se  dé- 
truire, sur  un  système  de  points  entièrement  libre.  En  ef- 
fet ,  si  elles  étaient  en  équilibre ,  elles  y  seraient  encore  lors- 
que l'on  fixerait  le  point  d'application  de  l'une  d'elles,  ce 
qui  détruirait  son  action.  Il  ne  resterait  donc  plus  qu'une 
seule  force  dont  la  direction  ne  passerait  pas  par  le  point 
fixe  autour  duquel  le  système  peut  tourner  :  or  nous  ad- 
'  mettons,  comme  une  des  données  premières  de  l'expérience, 
que,  dans  ce  cas,  la  force  le  mettra  en  mouvement.  D'où 
il  résulte  que  les  deux  forces  en  question  n'étaient  pas  en 
équilibre. 

Cela  posé,  soient  A  [fig*  2)  le  point  auquel  est  appli- 
quée une  force  P,  et  B  un  point  lié  invariablement  au  pre- 
mier. L'effet  de  la  force  P  ne  serà  pas  changé,  si  nous  ap- 


f- 
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pliquons  en:  B  deux  forces  P',  P''  égales,  parallèles  à  une 
certaine  direction  quelconque  et  de  sens  contraire.  Or,  pour 
que  le  système  se  réduisit  à  la  .force  P'^  il  faudrait  que  P 
et  P'  se  détruisisseift ,  ce  que  nous  venons  de  démontrer  im-' 
possible.  Donc 'la  force  Pne  peut  être  remplacée  par  au- 
cune force  appliquée  en  un  point  situé  hors  de  sa  direction 
primitive.  Et,  par  conséquent,  toutes  les  foisqu*on  pourra 
prouver  qu'une  force,  agissant  sur  un  système  libre',  peut, 
sans  changer  d'effet,  être  remplacée  par  une  autre,  appli- 
quée en  un  certain  point,  on  en  conclura  nécessairement 
que  sa  direction  passait  par  ce  point.  Il  est  facile  de  recon- 
naître, en  outre,  que  cette  nouvelle  force  doit  être  égale  h 
la  première;  car  il  a  été  démontré  que,  dans  la  position  où 
elle  se  trouve,  elle  pourrait  remplacer  la  première  si  elle 
lui  était  égale;  donc,  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite, 
elle  ne  produirait  pas  le  même  effet  que  la  première,'  ce  qui 
est  contre  Fhypothèse. 

8.  Avant  d'aller  plus  loin ,  nous  allons  mon;trer,  par  un 
exemple  très-simple,  combien  il  est  nécessaire  d'avoir 
égard  à  l'observation  que  nous  avons  faite  au  sujet  d'un  des 
principes  précédents. 

Soient  Â  et  B  (fig*  3)  deux. points  liés  de  telle  sorte, 
qu'ils  ne  puissent  s'éloigner  l'un  de  l'autre ,  mais  qu'ils 
puissent  se  rapprocher.  Que  l'on  appliquç  au  point  A  deux 
forces  égales  et  contraires  P,  P'  dans  la  direction  de  la 
droite  AB,  et  que  l'on  applique  h  B  deux  forces  Q,  Q'  égales 
aux  premières,  et  agissant  en  sens  contraire  suivant  la  li- 
gne AB.  Il  y  aura  équilibre  dans  le  système,  puisqu'il  y* a 
équilibre  en  chaque  point.  Or  les  deux  forces  P,  Q'  seraient 
eu  équilibre  si  elles  agissaient  seules  sur  le  système  AB',  et 
cependant  on  ne  peut  les  supprimer  sans  rompre  l'équilibre 
des  quatre  forces;  car  il  resterait  les  deux  forces  P'et  Q, 
qui. ne  se  détruiraient  pas,  puisque  les  deux  points  A  et  B 
peuvent  se  rapprocher  par  hypothèse.  Or  il  est  facile  de  re- 
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connaitre  que  le  groupe  P,  Q'  ne  rentre  dans  aucun  des  deux 
cas  que  nous  avons  indiqués  précédemment. 

En  premier  lieu,  les  deux  forces  P  et  Q'  ne  se  détruisent 
pas  effectivement,  et  ne  produisent  pas  sur  ÂB  Teffort 
qu'elles  produiraient  si  elles  y  étaient  seules  appliquées.  La 
force  P  est  détruite  par  P',  et  n'agit  que  sur  le  point  A;  il 
en  est  de  même  des  forces  Q  et  Q'en  B,  et  il  n'en  résulte 
auccme  action  entre  les  points  A  et  B,  qui  ne  cesseraient 
pas  d'être  en  équilibre  quand  même  il  n'existerait  aucune 
liaison  entre  eux. 

En  second  lieu ,  les  forces  P'  et  Q,  égales  et  opposées  à  P 
et  Q^,  ne  seraient  pas  en  équilibre  si  elles  agissaient  seules 
sur  le  système,  puisque  les  points  A  et  B  peuvent  se  rap- 
procher. 

Dune  enfin,  ou  ne  pouvait  affirmer  qu'en  supprimant 
les  fortes  P  et  Q'  on  ne  détruisait  pas  l'équilibre-,  et  nous 
avons  vu  qu'effectivement  il  se  trouverait  détruit  par  cette 
suppression. 

Composantes  et  résultante. 

9.  Considérons  un  système  de  points  liés  entre  eux  inva- 
riablement et  entièrement  libre  dans  l'espace  5  si  des  forces 
appliquées  à  ce  système  sont  telles ,  qu'il  y  aurait  équilibre 
en  introduisant  une  nouvelle  force.  P,  l'ensemble  des  pre- 
mières pouvait  être  remplacé  par  une  seule  force  égale  et 
directement  opposée  à  P.  En  effet,  on  ne  changera  pas 
l'effet  des  premières  forces  en  introduisant  la  fprce  P  con- 
jointement avec  une  autre  égale  et  opposée.  Or,  par  hypo- 
thèse, P  détruit  l'ensemble  des  premières-,  donc  il  ne  reste 
que  la  force  égale  et  opposée  à  P.  Cette  force  unique ,  qui 
peut  en  remplacer  plusieurs  autres ,  s'appelle  leur  résul- 
tante,  et  les  premières  s'appellent  ses  composantes  :  on 
voit  que  la  recherche  de  la  résultante  rentre  dans  le  pro- 
blème dé  l'équilibre. 
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10,  Remarques  diverses.  —  Lorsque  plusieurs  forces  sont 
appliquées  à  un  mèoie  point,  et  qu*elles  ne  sont  pas  eu  équi- 
libre, elles  ont  toujours  une  résultante;  car  le  point  tend, 
par  leur  action,  à  se  mouvoir  dans  une  certaine  direction 
déterminée,  et,  si  Ton  appliquait  en  sens  contraire  une 
force  d'une  intensité  convenable,  on  empêcherait  évidem- 
ment le  mouvement  de  se  produire,  et  Téquilibre  aurait 
lieu.  Donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  forces 
proposées  avaient  une  résultante. 

H.  Lorsqu'un  point  est  sollicité  par  trois  forces  en  équi- 
libre, et  qui  agissent  sur  lui,  par  exemple  par  Fintermé^ 
diaire  de  fils  flexibles,  on  ne  voit  aucune  raison  pour  que 
Tune  quelconque  d'entre  elles  soit  d'un  côté  du  plan  des 
deux  autres  plutôt  que  du  côté  opposé;  et  l'expérience 
montre,  en  effet,  que  les  directions  de  ces  trois  forces,  qui 
sont  celles  des  fils  eux-mêmes,  sont  toujours  dans  un  même 
plan.  On  peut  reconnaître  de  plus  qu'elle  est  dirigée  dans 
l'intérieur  de  l'angle  formé  par  les  directions  des  deux  for- 
ces ,  ce  qui  revient  à  dire  que  le  point  sollicité  par  ces  forces 
se  mouvrait  dans  l'intérieur  de  cet  angle.  En  effet,  si  le 
point  n'était  sollicité  que  par  Tune  des  forces,  il  se  mouvrait 
dans  sa  direction  même-,  mais  l'autre  force  tendant  à  Té- 
carter  de  cette  ligne,  on  doit  admettre  qu'il  se  mouvra  du 
côté  où  est  située  cette  seconde  force.  Eu  raisonnant  de  la 
même  manière ,  en  sens  inverse ,  on  voit  que  le  point  ne 
peut  se  mouvoir  que  dans  la  partie  du  plan  qui  se  trouve 
comprise  entre  les  directions  des  deux  forces.  Donc  la  force 
unique  qui  remplacerait  ces  dernières  a  sa  direction  dans 
l'angle  qu'elles  forment  entre  elles.  On  peut  ajouter  que 
Texpérienoe  confirme   cette  induction  en  montrant  que 
quand  trois  forces  appliquées  à  un  point  libre  se  détruisent', 
l'une  quelconque  d'entre  elles  a  son  prolongement  dans  l'an- 
gle des  deux  autres. 
On  lire  de  là  celte  conséquence,  que  la  résultante  de  deux 


s.  . 
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forces,  appliquées  à  un  même  point,  est  toujours  comprise 
dans  le  plan  et  dans  Tangle  de  ces  forces. 

Dans  le  cas  où  les  deux  forces  sont  égales,  la  direction  de 
leur  résultante  ne  peut  être  que  celle  de  la  droite  qui  divise 
Içur  angle  en  deux  parties  égales  ',  et  c'est  aussi  ce  que  donne 
l'expérience. 

12.  Lorsque  deux  forces  égales  sont  appliquées  à  un  même 
point,  elles  peuvent  être  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque  de  la  bissectrice  de  leur 
angle,  pourvu  qu'il  soit  lié  invariablement  au  premier. 
Car  ces  forces  peuvent  être  remplacées  par  une  seule,  di- 
rigée suivant  cette  bissectrice,  et  qui  peut  être  appliquée  en 
un  quelconque  de  ses  points  ;  or,  en  ce  point,  elle  peut 
être  décomposée  comme  au  premier  point  d'application,  et 
Ton  aura  ainsi  deux  forces  égales  et  parallèles  aux  premières, 
appliquées  efi  un  point  quelconque  de  la  bissectrice. 

CHAPITRE  II. 

COMPOSITION    ET   ÉQUILIBRE    DES    FORCES    APPLIQUÉES 

A   UN   MÊME   POINT. 

13.  Résultante  de  deux  forces.  —  Nous  considérerons 
d'abord  deux  forces  commensurables.  Soient  P,  Q  [fig*  4) 
ces  forces,  A  leur  point  d'application*,  AM,  AN  des  lon- 
gueurs proportionnelles  à  ces  forces*,  m,  n  deux  nombres 
entiers,  tels  que  Ton  ait  P  :  Q  ::  m  :  «  ::  AM  :  AN;  parta- 
geons les  longueurs  AM ,  AN  en  parties  égales  AB,  BC, 
AH, etc.,  dont  les  nombres  soient  respectivement  m^  n\  ces 
diverses  parties  représenteront  des  forces,  dan^  lesquelles 
on  pourra  décomposer  les  premières.  Menons  par  les  points 
B,  C,  etc.,  des  parallèles  à  AN,  et  par  les  points  H,  K,  etc., 
des  parallèles  à  AM  \  ces  droites  p£(rtageront  le  parallélo- 
gramme AMIN  en  losanges  égaux.  Cela  posé,  les  deux 
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forces  ^ales  AB',  AH  peuvent  élre  transportées  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  au  point  D  de  la  bissectrice  de  leur 
angle;  elles  seront  alors  dirigées  suivant  les  deux  cotés 6D, 
HD  qui  les  représenteront  aussi  en  longueur.  En  agis- 
sant de  la  même  manière  sur  les  deux  forces  BD ,  BC , 
on  les  transportera  sur  DE,  CE;  et,  en  continuant  ainsi, 
la  force  AH  sera  transportée  en  MF,  et  AM  en  HF,  De 
même ,  les  forces  HK,  HF  pourront  être  transportées  en 
FG,  KG,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  les  deux  forces  AM , 
AN  seront  transportées  en  NI,  MI,  sans  que  leur  eâet 
soit  changé.  Or  elles  donneraient  en  I  une  résultante  égale 
et  parallèle  à  celle  qu^elIes  donnaient  en  A;  donc,  d'après 
ce  que  nous  avons  démontré  précédemment ,  le  point  I  ap- 
partient à  la  direction  de  cette  dernière. 

Il  suit  de  là  que  /a  résultante  de  deux  forces  commen- 
surables  est  dirigée  suiv^ant  la  diagonale  du  paraUélo-^ 
gramme  construit  sur  les  lignes  qui  représentent  ces  forces 
en  grandeur  et  en  direction, 

14.  On  peut  passer  delà  au  cas  des  forces  incommensu-* 
râbles  par  la  considération  des  limites.  Ou  peut  encore  em- 
ployer la  réduction  à  Tabsurde ,  comme  il  suit. 

Si  la  diagonale  AI  {fig»  5)  n'est  pas  la  direction  de  la 
résultante  des  forces  incommensurables  AM,  AN,  soit  AH 
cette  direction.  Par  le  point  H,  où  elle  rencontre  l'un  des 
deux  côtés  du  parallélogramme ,  menons  la  parallèle  HK.  à 
l'autre  côté  ;  nous  pourrons  prendre  entre  M  et  K  un  point 
6^  tel  que  AB  soit  commensurable  avec  AN,  etalor$]a 
diagonale  AC  du  parallélogramme  NABC  donnera  la  direc- 
tion de  la  résultante  des  forces  AN,  AB.  Il  faudrait  donc 
qu'en  la  composant  avec  la  force  représentée  par  BM ,  et 
qu'on  peut  supposer  appliquée  au  point  A,  on  trouvât  la 
résultante  des  deux  forces  données,  qui  est  dirigée  suivant 
AH  par  hypothèse  ;  ce  qui  est  absurde ,  puisque  celte  direc- 
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lion  n'est  pas  comprise  dans  l'angle  CAM  des  deux  forces 
composantes. 

Donc ,  quel  que  soit  le  rapport  des  forces ,  leur  résul- 
tante est  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  droites  qui  les  représentent. 

15,  Il  reste  encore  à  déterminer  l'intensité  de  la  résul- 
tante des  deux  forces  P,  Q.  Pour  cela  nous  observerons 
•  que  si  nous  appliquons  suivant  la  direction  AX  [fig^  6) , 
opposée  à  celle  de  la  diagonale  AI,  une  force  R  égale  à  la 
résultante,  il  y  aura  équilibre  entre  les  trois  forces  P,  Q,  R. 
La  force  Q,  par  exemple ,  sera  donc  égale  et  opposée  à  la 
résultante  des  deux  autres  P,  R  5  et,  par  conséquent ,  si  par 
le  point  P  nous  menons  une  parallèle  à  AX ,  qui  coupe  en 
B  le  prolongement  de  AQ,  et  que,  par  le  point  B,  nous 
menions  BC  parallèle  à  AP,  la  longueur  AC  représentera 
la  force  R  \  car  toute  autre  grandeur,  conjointement  avec 
AP,  donnerait  un  parallélogramme  dont  la  diagonale  serait 
différente  de  AB.  Mais  AC  =  BP  =  AI  ;  donc  la  résultante 
des  deux  forces  P  et  Q  est  égale  à  AI  ;  et ,  par  conséquent , 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
forces  représente,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  résul- 
tante de  ces  forces. 

Les  deux  forces  P,  Q,  et  leur  résultante  R,  sont  donc 
les  trois  côtés  d'un  triangle  dont  les  angles  sont  respective- 
ment ceux  que  la  direction  de  la  résultante  forme  avec 
celle  des  deux  autres ,  et  le  supplément  de  Tangle  que  for- 
ment entre  elles  ces  deux  dernières.  Chaque  force  peut 
donc  être  représentée  par  le  sinus  de  l'angle  des  deux  au- 
tres 5  ce  qui  s'exprimera  ainsi  : 

P  :  Q  :  R  ::  sIqQR  :  sin  pr  :  sIq  pq; 

on  a ,  de  plus , 

R=  z=  P'  -+.  Q   H-  a  PQ  cos  PQ. 


phemièrs  année.   —  statique.  i3 

Si  Faiigle  PQ  est  droit,  ces  relations  devîcnnciii 

P  =  R  ces  PR,     Q  =  R  cosQR,     R'  =  P'  4-  Q'. 

Toutes  les  questions  que  Ton  peut  se  proposer  sur  la 
composition  de  deux  forces  appliquées  à  un  même  point, 
ou  sur  la  décomposition  d'une  force  en  deux  autres  ,  sont 
donc  ramenées  à  la  construction  ou  à  la  résolution  d'un 
triangle  ]  et  il  serait  3uperflu  d'entrer  dans  plus  de  détails 
à  cet  égard. 

Composition  et  équilibre  de  forces  en  nombre  quelconque 

appliquées  à  un  point  libre. 

16.  La  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un  même 
point  étant  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  droites 
qui  représentent  ces  forces  en  grandeur  et  en  direction,  il 
s'ensuit  que  pour  avoir  la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque des  forces  P,  P',  P'',  etc. ,  appliquées  à  un  point  A, 
et  représentées  par  les  droites  AP,  AP',  AP'^  etc. ,  on 
pourra  composer  d'abord  les  deux  forces  P  et  P',  puis  leur 
résultante  avec  P",  cette  nouvelle  résultante  avec  P'",  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  force.  D'où  il  suit  que 
si  l'on  construit  un  polygone  APBCD  (Jig*  7),  dont  les 
côtés  soient  égaux  et  parallèles  aux  droites  AP,  AP',  etc. , 
et  que  l'on  joigne  le  point  A  au  dernier  sommet  D,  la  ligne 
AD  représentera,  en  grandeur  et  en  direction,  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces. 

On  conclut  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  forces  appliquées  à  un  point  libre  soient 
en  équilibre,  consiste  en  ce  que  le  point  extrême  D  se  con- 
fonde avec  le  point  A  ;  c'est-à-dire  que  le  polygone  APB. .  .D 
soit  fermé.  Lorsque  les  forces  sont  au  nombre  de  trois, 
et  que  leurs  directions  ne  sont  pas,  dans  un  même  plan,  il 
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est  facile  de  voir  que  la  construction  indiquée  donne ,  pour 
la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante ,  celles  de  la  dia- 
gonale du  parallélipîpède  construit  sur  ces  trois  forces. 

17.  Les  polygones  fermés,  plans  ou  gauches,  jouissent 
de  cette  propriété ,  que  si  on  les  parcourt  entièrement  dans 
Tun  ou  Tautre  sens ,  la  somme  des  produits  de  chaque  côté 
par  le  cosinus  de  Tangle  que  fait  la  direction  suivant  la- 
quelle il  est  parcouru ,  avec  une  direction  fixe ,  est  égale  à 
zéro. 

Donc,  lorsqu'un  système  de  forces  appliquées  à  un  point 
libre  est  en  équilibre,  la  somme  des  produits  de  ces  forces 
par  les  cosinus  des  angles  formés  par  leurs  directions  avec 
une  même  direction  quelconque  est  nulle.  Réciproquement, 
si  cette  propriété  avait  lieu  relativement  à  une  direction 
quelconque,  le  polygone  serait  nécessairement  fermé;  et, 
par  conséquent,  il  y  aurait  équilibre.  Mais  il  est  facile  de 
voir  qu'il  suffit  pour  cela  qu'elle  ait  lieu  pour  trois  direc- 
tions partant  d'un  même  point  et  non  comprises  dans  un 
même  plan;  car,  si  le  polygone  n^était  pas  fermé,  la  somme 
dont  il  s'agit  ne  pourrait  être  nulle  que  pour  les  directions 
perpendiculaires  à  la  droite  qui  joindrait  les  deux  sommets 
extrêmes  ;  or  cette  droite  ne  peut  pas  être  perpendiculaire 
à  trois  directions  partant  d'un  même  point,  et  non  comprises 
dans  un  même  plan.  Donc ,  si  la  somme  est  nulle  pour  ces 
trois  directions ,  le  polygone  est  fermé,  et  il  y  a  équilibre. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  des  forces  appliquées  à  un  point  libre  se  dé" 
truisent,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  sommes  des 
projections  de  ces  jorces  sur  trois  directions  non  corn- 
prises  dans  un  même  plan,  soient  séparément  égales  à  zéro. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  dans  cet  énoncé 
nous  regardons  comme  positives  les  projections  des  forces 
qui  font  un  angle  aigu  avec  la  direction  fixe ,  et  comme  né- 
gatives ,  celles  des  forces  qui  font  un  angle  obtus.  Le  plus 
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ordinairement, on  prend  ces  trois  directions  perpendicu- 
laires entre  elles.  Si  donc  on  désigne  par  a,  6^  y  les  angles 
formés  par  la  direction  d'une  force  quelconque  P,  avec  les 
directions  des  axes  positifs  X,  Y,  Z,  et  que  Ton  désigne  par 
le  signe  Z  la  somme  des  termes  semblables  relatifs  à  toutes 
les  forces,  les  conditions  de  l'équilibre  seront  exprimées 
par  les  équations 

2Pcosa  =  o,     2Pcos6=:o,     2PcoS7  =  o. 

18.  Si  les  forces  ne  sont  pas  en  équilibre,  désignons 
par  R  leur  résultante ,  et  par  a ,  & ,  o  les  angles  formés  par 
sa  direction  avec  les  axes  :  il  y  aura  équilibre  en  introdui- 
sant dans  le  système  une  force  égale  à  R  et  directement 
opposée ,  c^est-à-dire  faisant  avec  les  axes  les  angles 
71  —  a  y  71  —  i,  TT  —  c,  dont  les  cosinus  sont  égaux  et  de  si- 
gnes contraires  à  ceux  de  a,  £,  c;  on  aura  donc 

îPcosa  —  Rcosfl=o,     2Pcos6  —  Rcos^=:o, 
2PCOS7  —  Reosc  r=  o, 

ou 
Rcosfl  =r  2Pcosa,     R  cos  ^  ==  2P  cos6,     Rcosc  =  2Pcos7. 

Ces  équations  s'obtiendraient  immédiatement  par  la  consi- 
dération du  polygone  APBDA ,  qui  montre  que  la  projec- 
tion de  la  résultante  sur  une  direction  quelconque  est  égale 
à  la  somme  algébrique  des  projections  des  composantes. 
Elles  déterminent  la  direction  et  la  grandeur  de  la  résul- 
tante. Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

2Pcosa=X,     2Pcos6=Y,     2Pcos7  =  Z, 

on  trouvera  R  =  v^X'  -h  Y*  4-  Z% 

X  Y  Z 

'cos«  =  — î     cosb=:-^     cosr=r--- 
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19.  L'expression  de  la  résultante  peut  être  rendue  indé- 
pendante de  la  direction  des  axes.  En  effet,  si  on  forme  les  car- 
rés de  X,  Y,  Z,  en  observant  que  cos*  a  -h  cos'  S  -f-  cos'  7  =  1, 
et  que  pour  les  directions  de  deux  forces  P  et  P'  faisant 

entre  elles  un  angle  désigné  par  PP',  on  a 

CCS  a  cos  a'  -h  cos  ê  cos  6'  -h  ces  7  ces  Y  =  cos  PP' , 

on  obtiendra 

R»  =  2P^  4-  a  2PP'  cos  PP' . 

20.  On  peut  obtenir  ces  résultats  par  des  considérations 
différentes.  Si,  suivant  la  règle  du  parallélipipède  des 
forces ,  on  décompose  chacune  des  forces  P,  P',  etc.,  suivant 
les  trois  axes  rectangulaires ,  les  composantes  de  la  force 
quelconque  P  seront  Pcosa,  Pcosê,  Pcosy,  et  l'on  remar- 
quera que ,  d'après  les  signes  des  cosinus ,  ces  composantes 
seront  positives  quand  elles  agiront  dans  le  sens  des  axes 
positifs,  et  négatives  quand  elles  agiront  en  sens  contraire. 
Donc ,  si  Ton  fait  la  somme  algébrique  des  composantes  qui 
sont  dans  le  même  axe ,  on  aura  la  grandeur  et  le  signe  de 
la  force  à  laquelle  elles  se  réduisent.  Ainsi  toutes  les  forces 
seront  remplacées  par  trois  autres ,  agissant  suivant  les  axes, 
et  ayant  pour  valeurs  respectives 

2  P  cos  a,     zPcosê,     2PCOS7. 

Or  il  ne  pourrait  y  avoir  équilibre  si  elles  n'étaient  pas 
nulles  séparément ,  car  elles  se  composeraient  en  une  seule 
qui  ne  serait  pas  nulle;  les  conditions  nécessaires  et  en 
même  temps  suflSsantes  pour  l'équilibre  sont  donc 

SPcOSarrO,       2PC0S6  =  0,       2PCOS7  =  O. 

'   S'il  n'y  a  pas  équilibre,  ces  trois  forces  donneront  pour 
résultante  du  système,  la  diagonale  du  parallélipipède  dont 
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elles  seront  les  arêtes.  Si  donc  on  pose 

îPcosa  =  X,      2Pcose=:Y,      2PC0S7  =  Z, 

on  aura 

R  ==  v'X'  -}-¥»-+-  Z% 
et 

X  Y  Z 

cos  a  =  —  ?       ces  é  =:  ~-  j       ces  c  =  —  • 
B.  R  R 

21 .  6W  général  oit  les  axes  sont  obliques,  '■ —  Si  les 
trois  directions ,  choisies  pour  la  décomposition  des  forces , 
ne  sont  pas  rectangulaires ,  il  sera  toujours  nécessaire  et 
suffisant  que  les  sommes  algébriques  des  composantes  soient 
nulles  suivant  chaque  axe,  en  affectant  de  signes  contraires 
celles  qui  sont  en  sens  opposé.  Les  trois  équations  de  l'équi- 
libre n'ont  pas  la  même  forme,  parce  que  les  parallélipi- 
pèdes  sont  obliques;  mais  elles  constituent  un  système 
équivalent  à  celui  que  donneraient  trois  axes  rectangulaires, 
puisque  Tun  et  l'autre  système  sont  nécessaires  et  suffisants 
pour  l'équilibre.  Si  Ton  désigne  par  Xi,  Yj,  Z^  les  compo- 
santes positives  ou  négatives  de  Tune  quelconque  des  forces 
données,  toutes  ces  forces  pourront  être  remplacées  par 
trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  et  représentées ,  en 
grandeur  et  en  signe,  par  les  trois  sommes 

Les  trois  forces  qu'elles  représentent  sont  donc  les  compo- 
santes de  la  force  qui  peut  remplacer  les  forces  données , 
c'est-à-dire  de  leur  résultante,  et  les  conditions  d'équilibre 
do  ces  forces  seront  exprimées  par  les  équations 

2X,  =  0,       2Y,  =  0,       2Z,  =  0. 

On  arriverait  aux  mêmes  conséquences  par  la  considé- 
ration des  projections  des  côtés  du  polygone  fermé ,  parallè- 
lement à  trois  plans  non  parallèles  à  une  même  droite,  et 

pouvant  former  un  système  de  plans  coordonnés. 
I.  2 
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22.  Nous  appellerons  quelquefois /brce  estimée  suivant 
une  direction  y  la  projection  de  celle  force  sur  celle  direc- 
tion 5  c'est  la  composante  déterminée  que  Ton  trouve  en  dé- 
composant la  force  en  d'autres ,  dont  Tune  soit  dans  celle 
direction  elles  autres  dans  le  plan  perpendiculaire.  Ainsi , 
dans  les  formules  précédentes,  Pcosa,  Pcosê,  Pcosy  sont 
respectivement  les  valeurs  de  la  force  F  estimée  suivant  les 
axes  des  a:,  des  j:  et  des  z, 

» 

Equilibre  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une  surface 

ou  une  courbe  fixe. 

23.  Si  un  point ,  situé  sur  une  surface  qu'il  ne  peut  quit- 
ter, est  sollicité  par  une  force  normale  à  cette  surface ,  il 
restera  en  équilibre;  car  toutes  les  directions  suivant  les- 
quelles il  pourrait  se  mouvoir  étant  àemblablement  placées 
par  rapport  à  la  force,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il 
prenne  l'une  plutôt  que  l'autre,  et,  par  conséquent,  il  n'en 
prendra  aucune  :  ce  principe  est  confirmé  par  toutes  les 
expériences.  Mais  si  le  point  est  sollicité  par  une  force 
oblique ,  on  peut  la  décomposer  en  deux  autres,  dont  l'une 
soit  normale  et  Tautre  dans  le  plan  langent  ;  la  première  est 
détruite  par  la  résistance  de  la  surface ,  mais  rien  ne  s'op- 
pose à  ce  que  la  seconde  mette  le  point  en  mouvement,  si 
l'on  suppose  qu'il  puisse  se  mouvoir  librement  sur  la  sur- 
face dans  toutes  les  directions.  C'est  ce  qui  n'aurait  pas  né- 
cessairement lieu  s'il  y  avait  ce  que  l'on  appelle  un  frotte- 
ment -,  mais  nous  en  faisons  abstraction  pour  le  moment , 
et  nous  supposons  tous  les  mouvements  entièrement  libres 
sur  la  surface. 

Une  surface  ne  pouvant  donc  détruire  que  les  forces  qui 
lui  sont  normales,  produit  toujours  le  même  effet  qu'une 
force  égale  à  la  somme  de  celles  qu'elle  détruit  et  agissant 
dans  la  direction  normale  opposée.  Il  en  est  de  même  de  la 
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résistance  d'une  courbe  sur  laquelle  un  point  peut  se  mou- 
voir librement.  Elle  détruit  les  forces  dont  la  direction  est 
comprise  dans  le  plan  normal  mené  au  point  d'applica- 
tion ,  et  n'en  détruit  aucune  autre.  Sa  résistance  pourrait 
donc  toujours  être  remplacée  par  une  force  normale, 
égale  et  contraire  à  la  résultante  de  celles  qu'elle  détruit. 

24.  Cela  posé,  soit  F  (x,  j^,  ^)  =  o  Téquation  d'une 
surface  sur  laquelle  doit  rester  un  point  sollicité  par  des 
forces  quelconques,?,  P'jetc,  il  n'est  plus  nécessaire,  pour 
son  équilibre,  que  ces  forces  se  détruisent 5  il  suffit  que 
leur  résultante  soit  normale  à  la  surface,  et,  par  consé- 
quent ,  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  par 
la  direction  de  la  résultante  soient  proportionnels  à  ceux 
qui  se  rapportent  à  la  normale.  Or  les  premiers  sont  entre 
eux  comme  les  quantités  désignées  précédemment  par  X, 
Y,  Z.  Les  autres  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  x,  y^  z 
au  moyen  de  l'équation  de  la  surface 5  désignons-les  par 
cos  a ,  cos  b ,  cos  c. 

Les  conditions  d'équilibre   sont  donc  exprimées  par  les 

équations 

X  Y  Z 

COS  a       cos  b       cos  c 

Si  ces  équations  n'étaient  pas  satisfaites,  il  n'y  aurait  pas 
équilibre  5  et  si  Ton  voulait  savoir  en  quel  point  de  la  sur- 
face les  forces  proposées  seraient  détruites,  il  faudrait 
trouver  les  valeurs  de  a: ,  y^^z^  qui  satisferaient  à  ces  deux 
équations  et  à  celle  de  la  surface. 

Si  la  surface  ne  résistait  que  dans  un  sens,  il  faudrait 
s'assurer  si  la  résultante  des  forces  agit  dans  le  sens  con- 
traire,  sans  quoi  elle  ne  serait  pas  détruite.  Ce  cas  est 
celui  d'un  point  qui  ne  serait  que  posé  sur  une  surface 
qu'il  ne  pourrait  pénétrer,  mais  dont  il  pourrait  être  dé- 
taché. 

25.  Si  le  point  était  assujetti  à  rester  sur  une  courbe 

2. 
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donnée,  il  faudrait,  pour  qu'il  fût  en  équilibre ,  que  la 
résultante  fût  perpendiculaire  à  la  tangente.  Or  cette  der- 
nière ligne  fait  avec  les  axes  des  angles  a ,  & ,  c  dont  les 
cosinus  sont  déterminés  en  fonction  de  x,  y ,  z  par  les  équa- 
tions de  la  courbe.  La  condition  d ^équilibre  sera  donc 
exprimée  par  l'équation 

X  CCS  a  -h  Y  ces  ^  4-  Z  cos  c  =  o. 

Si  cette  équation  n'était  pas  satisfaite  pour  le  point 
donné,  il  n'y  aurait  pas  équilibre.  On  déterminerait  le 
point  de  la  courbe  où  les  forces  données  seraient  détruites, 
en  cherchant  les  valeurs  de  jc,  j^,  z  ,  qui  satisferaient  à  cette 
équation  et  aux  deux  équations  de  la  courbe. 

Autre  manière  d'avoir  égard  à  la  résistance  des  surfaces 

ou  des  lignes, 

26.  La  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  produi- 
sant toujours  une  force  normale,  on  pourrait  substituer 
cette  dernière  à  la  surface  ou  à  la  courbe,  et  considérer 
alors  le  point  comme  entièrement  libre.  La  grandeur  do 
celte  force  sera  une  des  inconnues  de  la  question;  sa  di- 
rection sera  dans  l'un  ou  l'autre  sens  de  la  normale,  s'il 
s'agît  d'une  surface,  et  ne  sera  assujettie  qu'à  être  perpen- 
diculaire à  la  tangente,  s'il  s'agit  d'une  courbe. 

27.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  surface  dont  l'é- 
quation soit F(j:,  y^  z)  =  o\  soient  N  l'intensité  de  la  force 
normale  qui  la  remplace ,  et  a ,  £ ,  c  les  angles  qu'un  des 
deux  sens  de  la  normale  fait  avec  les  axes  *,  les  composantes 
de  N  seront 

dt  N  cos  a,     ±  N  cos  b  ,     zt  N  cos  c , 

les  signes  supérieurs  correspondant  à  l'un  des  sens  de  la 
normale,  et  les  signes  inférieurs  à  l'autre.  Maintenant,  le 
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point  devant  être  considéré  comme  libre,  les  deux  forces 
qui  le  sollicitent  doivent  être  égales  et  opposées ,  ainsi  que 
leurs  composantes  respectives  ;  les  équations  d'équilibre 
seront  donc 

XzbNcosfl  =  o,     Y±Ncos^  =  o,     Z±Ncosc=o, 
d'où ,  en  éliminant  N , 


CCS  a       CCS  b       ces  c 

Ces  deux  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'é- 
quilibre ,  parce  qu'elles  en  remplacent  deux  des  précé- 
dentes, et  que  la  troisième  sera  toujours  satisfaite  en  pre- 
nant une  valeur  convenable  de  N  et  un  signe  convenable 
pour  le  second  terme. 

Mais  on  calculera  plus  facilement  N  en  observant  que, 
puisqu'elle  est  égale  et  opposée  à  la  force  donnée ,  sa  valeur 
sera 

28.  Considérons  maintenant  un  point  assujetti  à  rester 
sur  une  courbe  dont  les  équations  soient 

F(j7,/,3)  =  o,    /(.r,/,  z)=o.    . 

La  force  N  ,  qui  remplace  la  résistance  delà  courbe,  peut 
avoir  une  direction  normale  arbitraire.  Les  angles  a ,  £ ,  c  ^ 
que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  les  axes,  sont  des 
fonctions  de  j: ,  y,  z  données  par  les  deux  équations  précé-- 
dentés.  Si  l'on  désigne  par  a ,  S  ,  y  les  angles  que  fait  av€o 
les  axes  la  direction  de  la  force  N,  on  aura 

cos  a  ces  a  -h  cos  b  cos  €  -+-  cos  c  cos  7  r=  o  , 
et  les  équations  de  l'équilibre  seroni 

X  4- N  cosa  =±:  o,     Y-hNcos6  =  o,     Z -h  N  C0S7  ==:  o; 
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On  éliminera  les  inconnues  a,  6,  y,  N  en  multipliant 
ces  équations ,  respectivement  par  cos  a ,  cos  b ,  cos  c ,  et  les 
ajoutant;  on  trouve  ainsi ,  en  vertu  de  la  précédente , 

X  cos  rt  -f-  Y  cos  ^  +  Z  cos  f  =  o , 

équation  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  équa- 
tions puissent  avoir  lieu  en  même  temps.  Les  trois  précé- 
dentes détermineront  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes N  cos  a  5  N  cos  6 ,  Ncos  y,  qui  sont  égales  et  de  signes 
contraires  à  X ,  Y,  Z,  et  donneront  pour  la  résistance  de  la 
courbe  une  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces 
données,  comme  cela  devait  être  évidemment. 

CHAPITRE  m. 

COMPOSITION   ET    ÉQUILIBRE    DE    FORCES    PARALLÈLES. 

29.  Résultante  de  deux  forces  parallèles,  —  Soient  deux 
forces  P,  Q  [fig'  8)  parallèles,  et  agissant  dans  le  même 
sens  sur  deux  points  A ,  B  liés  invariablement  entre  eux. 
Appliquons  en  A  et  B  deux  forces  égales  et  contraires, 
agissant  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deux  points;  elles  se 
détruiront,  et  la  résultante  totale  ne  sera  pas  changée. 
Soient  AM,  BN  les  longueurs  qui  représentent  ces  forces. 
On  pourra  remplacer  P  et  AM  par  la  force  représentée  par 
la  diagonale  AC5  et  de  même  Q  et  BN  par  BD.  Ces  deux 
directions  se  rencontrent  en  un  point  I,  que  l'on  suppo- 
sera lié  au  système,  et  auquel  on  appliquera  les  deux 
forces  AC,  BD.  Or,  si ,  par  ce  point  I,  on  mène  des  paral- 
lèles à  AB  et  aux  forces,  on  pourra  décomposer  chacune 
des  dei^x  forces  qui  y  sont  appliquées ,  de  la  même  manière 
qu'elles  étaient  décomposées  en  A  et  B,  et  Ton  aura  les  deux 
parallélogrammes  EIHG,  IFLK  respectivement  égaux  à 
MAPC,  BNDQ.  Les  deux  forces  El,  IF,  égales  et  opposées, 
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se  détruiront^  et  U  ne  restera  que  les  deux  forces  ÏH,IK, 
ou  P  et  Q,  qui  s'ajouteront.  D'où  l'on  conclut  d'abord  que 
les  deux  forces  ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle  y 
de  même  sens  y  égale  à  leur  somme ^  et  dont  la  direction 
passe  entre  ^  et  B.  Pour  déterminer  entièrement  sa  posi- 
tion ,  cherchons  le  point  0  où  elle  rencontre  AB.  Les  trian-* 
gles  semblables  donnent 

aO:Gh::io:  m,    kl:bo  ::iK:io. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  observant 
que  l'on  a  ^ 

IH  =  P,     IK  =  Q,     GH  =  KL, 
il  vient 

ao:bo::q:p, 

ce  qui  montre  que  les  deux  segments  dans  lesquels  la  résul* 
tante  divise  AB  sont  réciproquement  proportionnels  aux 
deux  forces  5  ou  que  les  produits  de  chaque  force  par  le 
segment  adjacent  sont  égaux. 

Les  deux  forces  P,  Q  pouvant  être  représentées  par  céâ 
deux  segments ,  leur  résultante ,  qui  est  leur'  somme ,  le 
sera  elle-même  par  la  longueur  AB  5  de  sorte  que  chacune 
des  trois  forces  sera  représentée  par  la  partie  de  la  droite 
AB,  comprise  entre  les  directions  des  deux  autres. 

Le  point  O  jouit  de  la  propriété  remarquable  de  ne  dé- 
pendre nullement  de  la  direction  absolue  des  deux  forces; 
il  reste  le  même ,  pourvu  que  celles-ci  restent  parallèles  et 
de  même  sens,  et  que  les  points  d'application  restent  les 
mêmes  5  les  deux  forces  peuvent  même  changer  de  grandeur, 
pourvu  qu'elles  conservent  le  même  rapport.  Ce  point  est 
celui  que  nous  appellerons  spécialement  le  point  d^ appli- 
cation de  la  résultante. 

Si  Ton  désigne  par  R  la  résultante,  la  proposition  qui 
vient  d'être  démontrée  est  exprimée  par  les  relations  sui- 
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vantes  : 

P:Q:R::OB:OA:  AB. 

Elles  équivalent  à  trois  équations  diistiticteS)  et  donnent 
lieu  à  divers  problèmes  très-simples  que  nous  nous  dispen- 
serons d'examiner.  Il  suffira  toujours ,  pour  les  résoudre , 
que  l'on  connaisse  trois  des  six  quantités  P,  Q,  R,  OA, 
OB,  AB. 

30.  Supposons  maintenant  les  deux  forces  P^  Q  dirigées 
dans  dés  sens  différents ,  et  soit  P  >  Q. 

Décomposons  la  force  P  {fig,  g)  en  deux  autres  paral- 
lèles et  de  même  sens ,  dont  Tune  soit  égale  et  directement 
opposée  à  Q  ^  cela  est  possible,  d'après  la  proposition  pré- 
cédente ,  et  l'une  de  ces  composantes  détruisant  la  force  Q, 
Ja  seconde  restera  seule,  et  sera,  par  conséquent,  la  résul- 
tante cherchée.  Son  point  d'application  sera  en  dehors  de 
AB ,  et  du  côté  de  la  plus  grande  force  P  5  elle  sera  égale  à 
P  —  Q,  et  son  point  d'application  X  sera  déterminé  par  la 
proportion 

ax:ab::q:R; 


et  comme 


on  aura 


R==P-Q, 


AX  =  ^^XAB. 

Ainsi,  en  exceptant  le  cas  où  P  =  Q,  deux  forces  paral- 
lèles, et  de  sens  contraire,  ont  toujours  une  résultante,  qui 
leur  est  parallèle ,  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande ,  en 
dehors  des  directions  des  deux  forces,  et  du  côté  de  la  plus 
grande^  elle  est  égale  à  leur  différence,  et  chacune  de  ces 
trois  forces  est  proportionnelle  à  la  distance  des  deux 
autres.  Le  point  X,  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  points 
d'application  des  deux  forces,  est  encore  indépendant  de  la 
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direction  et  de  la  grandeur  absolue  de  ces  forces  ;  el  c'est 
encore  lui  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de  point  (V ap- 
plication de  la  résultante. 

Si  les  deux  forces  étaient  égales ,  Finconnue  AX  devien- 
drait infinie ,  ce  qui  annonce  une  impossibilité.  Il  n'y  a  donc 
pas  alors  de  résultante ,  et  il  est  facile  de  s'en  convaincre  di- 
rectement. En  effet ,  supposons  que  les  deux  forces  égalés 
P  et  Q  [fig*  I o)  aient  une  résultante ,  et  faisons  tourner  le 
système  entier  de  deux  angles  droits  autour  du  milieu  O 
de  AB,  de  manière  que  les  deux  forces  P  et  Q  se  remplacent 
l'une  l'autre,  et,  par  conséquent,  donnent  encore  la  même 
résultante.  Leur  résultante  primitive  sera  transportée  symé- 
triquement par  rapport  au  point  O,  si  elle  est  dans  le  plan 
des  forces^  et,  dans  le  cas  contraire ,  elle  ne  sera  pas  dans 
un  même  plan  avec  sa  première  position.  Or,  si  ces  deux 
forces  pouvaient  se  remplacer  l'une  l'autre,  il  y  aurait 
équililn^  entre  l'une  des  deux  et  l'autre ,  prises  en  sens  con^ 
traire,  ce  qui  est  absurde,  puisque  ces  deux  dernières  ne 
seraient  pas  directement  opposées. 

Un  pareil  système  de  forces  a  été  nommé  couple  par 
M.  Poinsot,  qui  en  a  fait  un  élément  essentiel  de  la  méca- 
nique. 

31 .  Les  coordonnées  du  point  d'application  de  la  résul- 
tante peuvent  facilement  être  calculées,  d'après  celles  des 
points  d'application  des  deux  forces  parallèles. 

Supposons  d'abord  ces  deux  forces  de  même  sens ,  dési- 
gnons-les par  P',  P'^;  soient  M',  M''  [fig.  ii)  leurs  points 
d'application ,  Mi  celui  de  la  résultante  qui  sera  situé  entre 
les  deux^  et  z\  z",^z^  les  coordonnées  parallèles  à  l'axe  des 
z,  de  ces  trois  points. 

On  aura ,  par  ce  qui  précède , 

P'.M.M'=P'MVI"M.. 
Or,  quels  que  soient  les  signes  des  coordonnées,  on  a  la  pro- 
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portion  générale 

M'M,  :  M.M"  :  :  3.  —  z'  :  2"  —  2.. 

L'équation  ci-dessus  devient  donc,  en  remplaçant  M'M  1 
et  M|  Ml^'  par  les  quantités  proportionnelles  j 

ou 

ou  euCn ,  en  désignant  par  R  la  résultante , 

R3,  =  PV4-P"2". 

Celle  équation  fait  donc  connaître  Zi'^  et  Ton  trouverait 
semblablement  les  deux  autres  coordonnées  Xi  et  jTi  du 
point  d'application  de  la  résultante. 

Si  les  deux  forces  P',  P''  sont  de  sens  contraire ,  soit ,  par 
exemple,  P^  la  plits  grande,  le  point  d'application  Mi 
(fig.  12)  sera  en  dehors  de  M'M'',  et  du  côté  de  M'';  on 
aura  alors 

P'.MiM'  =  P".M,»r. 

Mais  on  a  généralement 

M,M':M,M"::z.  —  z':z,  — 2"; 

donc 
ou 

et,  en  désignant  par  R  la  résultante  qui  est  dans  ce  cas 
P"— F, 

Rz,  =  P"2"  — P'3'. 

On  aurait  deux  équations  semblables  ,  pour  les  coordon- 
nées parallèles  aux  deux  autres  axes;  et  Ton  connaîtra 
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encore  les  coordonnées  a:,,  ^i,  z'i  du  point  d'application  de 
la  résultante. 

32.  Moments,  — Les  équations  d'où  nous  venons  de  tirer 
les  coordonnées  du  point  d'application  de  la  résultante, 
expriment  un  théorème  qui  sera  généralisé  tout  à  l'heure, 
et  qui  est  d'une  application  continuelle.  Chacun  des  termes 
qui  les  composent  est  le  produit  d'une  force  par  la  coor- 
donnée positive  ou  négative  de  son  point  d'application ,  par 
rapport  à  un  pli|n  quelconque.  Un  pareil  produit  se  nomme 
le  moment  de  cette  force  par  rapport  au  plan. 

D'après  cela ,  les  équations  précédentes  expriment  que  le 
moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  est  égal 
à  la  somme  des  moments  des  composantes  quand  elles  agis- 
sent dans,  le .  même  sens  ;  et  à  leur  différence  quand  elles 
sont  de  sens  contraire.  Dans  ce  dernier  cas ,  le  moment  qui 
a  le  signe  — ^  est  celui  de  la  force  qui  est  de  sens  contraire  à 
la  résultante. 

Pour  réduire  ces  deux  énoncés  à  un  seul ,  il  suffit  d'em- 
ployer la  considération  de$  signes  pour  les  forces  parallèles, 
et  de  regarder  comme  positives  celles  qui  agissent,  par 
exemple ,  dans  lé  sens  de  la  résultante ,  et  comme  négatives 
celles  qui  agissent  en  sens  contraire» 

Cela  posé,  en  appelant  moment  le  produit  d'une  force, 
positive  ou  négative,  par  sa  coordonnée,  de  signe  quelcon- 
que ,  on  aura  la  proposition  générale  suivante  : 

Le  moment  de  ïa  résultante  de  deux  forces  parallèles 
quelconques  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments 
des  composantes, 

33.  Cas .  d'un  nombre  quelconque  de  forces  paral- 
lèles, — -Coïisidérons  maintenant  un  nombre  quelconque  de 
forces  parallèles,  non  situées  dans  un  même  plan^  et 
d'abord  supposons-les  toutes  de  même  sens.  En  composant 
deux  d'entre  elles  en  une  seule,  puis  cette  nouvelle  force 
avec  une  troisième,  et  continuant  ainsi  jusqu'à  la  dernière 
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des  forces  données ,  on  obtiendra  une  résultante  parallèle 
aux  forces  et  égale  à  leur  somme.  Sa  direction  passera  par 
un  point  qui  ne  dépendra  que  de  la  position  des  points 
d'application  des  forces  données  et  du  rapport  de  ces  forces , 
mais  nullement  de  leur  grandeur  absolue  ni  de  la  direction 
à  laquelle  elles  sont  parallèles.  Tout  cela  résulte  immédia- 
tement de  ce  qui  a  été  démontré  sur  la  composition  de  deux 
forces  parallèles. 

Si  les  forces  ne  sont  pas  toutes  dirigées  dans  le  même 
sens ,  on  composera  en  une  seule  toutes  celles  qui  sont  dans 
un  même  sens ,  et  le  système  sera  réduit  d'abord  à  deux 
forces  respectivement  égales  à  la  somme  de  celles  qui  tirent 
dans  chacun  des  deux  sens.  Elles  se  composeront  générale- 
ment en  une  seule  égale  à  la  différence ,  tirant  dans  le  s^is 
de  la  plus  grande,  et  dont  le  point  d*  application  ne  dépen- 
dra que  des  positions  des  points  d^ application  de  toutes  les 
forces  et  du  rapport  de  ces  forces.  Ce  point  remarquable  se 
nomme  centre  des  forces  parallèles. 

Si  les  deux  résultantes  partielles  étaient  égales,  mais  non 
directement  opposées ,  le  système  n'aurait  pas  de  résultante^ 
il  se  réduirait  à  un  couple ,  et  il  n'existerait  plus  de  centre 
des  forces  parallèles.  Si  elles  sont  égales  et  opposées,  il  y  a 
équilibre. 

34.  Théorème  des  moments  des  forces  parallèles,  —  La 
proposition  que  nous  avons  démontrée  tout  à  l'heure  pour 
deux  forces  parallèles  s'étend  facilement  à  un  nombre  quel- 
conque. Pour  pFus  de  simplicité ,  partageons  le  système  de 
toutes  ces  forces  en  deux  autres ,  dont  le  premier  renferme 
toutes  les  forces  P',  P",  P''',  etc.,  qui  sont  dirigées  dans  un 
même  sens  -,  et  le  second,  toutes  les  forces  Q^iQ'\  Q''^  etc. , 
dirigées  dans  le  sens  opposé.  Soient  R  la  résultante  des  for- 
ces P',  P"',  etc.,  et  S  celle  des  forces  Q',  Q",  etc. 

En  composant  d'abord  P'  et  P",  on  a  une  résultante  Pi 
dont  le  moment,  par  rapport  à  un  plan  quelconque,  est 
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égal  à  la  somme  des  mon^ents  de  P'  et  P'',  d'après  ce  qui  a 
été  démontré  précédemment.  Composant  ensuite  Pt  et  P'" 
en  une  nouvelle  insultante  P,,  le  moment  de  cette  dernière 
sera  égal  à  la  somme  de  ceux  de  Pi  et  P'^^,  et,  par  consé- 
quent, à  la  somme  des  moments  de  P',  P'',  P'".  En  conti- 
nuant ainsi,  on  arrive  évidemment  à  cette  conséquence, 
que  le  moment  de  la  résultante  R  est  égal  à  la  somme  de 
*  ceux  des  forces  du  premier  groupe  P',  P",  etc.  De  même, 
le  moment  de  la  résultante  S  est  égal  à  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  Q',  Q'',  Q"',  etc.,  du  second  groupe,  qui 
sont  toutes  dirigées  en  sens  contraire  des  premières. 

Or,  si  les  deux  forces  R,  S  ne  forment  pas  un  couple,  elles 
se  réduisent  à  une  seule  force  qui  sera  la  résultante  défini- 
tive du  système  proposé ,  et  dont  le  moment  sera  égal  à  la 
somme  algébrique  des  moments  de  R  et  S,  en  considérant 
comme  positive  celle  qui  est  dirigée  dans  le  même  sens  que 
la  résultante ,  et  comme  négative  celle  qui  est  dirigée  en  sens 
contraire.  Supposons,  par  exemple,  que  cette  dernière 
soit  S ,  et  que  les  coordonnées  des  points  d'application  de  R 
et  S  soient  respectivement  r,  ^  ^  le  moment  de  la  résultante 
du  système  sera 

Rr  — Sj; 

c'est-à-dire  qu'il  sera  égal  à  la  somme  des  moments  des 
forces  qui  sont  dirigées  dans  le  même  sens  que  la  résul- 
tante, moins  la  sonmie  des  moments  des  autres.  D'où  Ton 
voit  que  cet  énoncé  se  simplifiera ,  en  attribuant  implicite* 
ment  le  signe  —  aux  forces  dirigées  en  sens  contraire  de  la 
résultante ,  et  l'on  obtient  ce  théorème  général  : 

Le  moment  de  la  résultante  d'un  système  quelconque  de 
forces  parallèles  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  mo-- 
ments  de  ces  forces  par  rapport  à  un  plan  quelconque. 

On  peut  remarquer  qu'on  peut  aussi  bien  convenir  de 
donner  le  signe  implicite  —  aux  forces  dirigées  dans  le  sens 
de  la  résultante,  en  y  comprenant  cette  dernière,  pourvu 
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qu'on  donne  le  signe  -f-  à  celles  qui  sont  de  sens  contraire  5 
car  cela  ne  ferait  que  changer  de  signe  tous  les  termes  des 
équations. 

35.  Coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles.  —  Le 
théorème  des  moments  donne  immédiatement  Texpression 
des  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles  y  au  moyen 
^e  celles  des  points  d'application  des  forces  données ,  et  des 
valeurs  positives  ou  négatives  de  ces  forces.  Il  suffit  de  con- 
sidérer successivement  les  moments  par  rapport  aux  trois 
plans  coordonnés  rectangulaires  ou  obliques.  Soient  P,  P', 
P'',  etc.,  les  valeurs  algébriques  des  forces  du  système^ 
x,  /,  -2,  «^S  jrS  ^''i  ^^^'5  ^^®  coordonnées  de  leurs  points 
d'application  ^  R  la  valeur  de  leur  résultante  générale ,  et 
Xi,  ji,  -z^i  les  coordonnées  de  son  point  d'application,  c'est- 
à-dire  du  centre  des  forces  parallèles  ;  on  aura  les  quatre 
équations  suivantes  poui'  déterminer  R  et  .r^,  j^j,  Zi  : 

R  =  P-|-P'4-P"-I-..., 

Rx,  =  Pa:  4- P'^' -H  P'' j:".4-.  .  .  , 
R  j,  =  Pj  4-  Py  -h  Vf  H- .  . .  , 

Rz,  =P2  4-  P'2'  +  P"3"+.... 

Il  faut  excepter,  comme  nous  l'avons  dit ,  le  cas  où  le  sys- 
tème se  réduit  à  un  couple  j  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  a 
R  =  o,  sans  qu'il  y  ait  équilibre.  Nous  nous  bornons ,  pour 
le  moment,  à  cette  simple  indication;  noua  aurons  bientôt 
l'occasion  d'entrer  dans  plus  de  détails  à  cet  égard. 

CHAPITRE  IV. 

COMPOSITION    ET   ÉQUILIBRE  DES  COUPLES. 

3G.  La  considération  des  couples  est  due  à  M.  Poinsot, 
qui  a  fait  connaître  les  lois  remarquables  de  leur  composi- 
tion e^  leur  usage  dans  la  mécanique.  Nous  ne  ferons,  à 
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cet  égard  ,  que  reproduire  la  théorie  de  cet  illustre  géo- 
mètre.- 

On  nomme  bras  de  /ewerd'un  couple  la  perpendiculaire 
comprise  entre  les  directions  des  deux  forces  qui  le  com- 
posent, et  aux  extrémités  de  laquelle  on  peut  supposer  ces 
forces  appliquées.  Le  moment  d'un  couple  est  le  produit  de 
l'une  de  ces  forces  par  le  bras  de  levier. 

Il  y  a  à  distinguer  deux  sens  pour  les  couples  qui  sont 
dans  Un  mèm^plan.  A  cet  effet,  on  imaginera  que  l'on  fixe 
le  milieu  du  bras  de  levier  de  chacun  d'eux,  et  que  ces  bras 
de  levier  prennent  le  mouvement  que  tendent  à  leur  impri- 
mer les  forces  qui  sont  appliquées.  Il  peut  y  avoir  deux  sens 
diflférents  pour  ces  mouvements,  et  les  couples  pour  les- 
quels ils  seront  le^  mêmes  seront  dits  couples  de  même 
sens. 

Pour  désigner  d'une  manière  commode  le  sens  d'un  cou- 
ple .j  nous  concevrons ,  par  le  milieu  de  son  bras  de  levier, 
une  perpendiculaire  à  son  plan ,  du  côté  où  un  observateur, 
placé  le  long  de  cette  ligne ,  les  pieds  contre  le  plan ,  verrait 
le  mouvement  s'exécuter  de  gauche  à  droite.  La  direction  de 
cette  perpendiculaire,  prise  à  partir  du  plan,  est  ce  que 
nous  nommerons  la  direction  de  Vaxe  du  couple. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  ce  premier  théorème* 

37.  Un  couple  peut,  sans  changer  d'action  y  être  trans^ 
porté  d'une  manière  quelconque  y  poun^u  que  son  axe 
reste  parallèle  et  de  même  sens,  et  que  son  nouv^eau  bra,s 
de  levier  soit  lié  ini^ariablement  au  premier. 

Le  plan  du  couple  reste  alors  parallèle  à  lui-même, 
mais  les  forces  peuvent  changer  de  direction.  Nous  exa- 
minerons d'abord  le  cas  où  elles  restent  parallèles  à  elles* 
mêmes. 

Soient  AB,  A'B'  {Jig*  i3)  les  deux  bras  de  levier,  qui  sont 

alors  parallèles ,  et  P,  AB  le  couple  proposé  5  appliquons 
en  A',  ainsi  qu'en  BVdeux  forces  P',.  P'' égales  et  parai- 
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lèles  à  P  et  de  sens  opposés  \  Tensemble  de  ces  six  forces 
produira  évidemment  le  même  effet  sur  k  système  que.  les 
deux  premières,  puisque  les  quatre  autres  se  détruisent 
deux  à  deux.  Or  les  deux  forces  égales  et  de  même  sens, 
appliquées  en  A  etB',  donnent  une  résultante  parallèle  et 
de  même  sens  égale  à  leur  somme,  et  appliquée  au  milieu 
O  de  AB',  qu'on  supposera  lié  invariablement  à  ces  deux 
points  ^  de  même  les  forces  appliquées  en  B  et  A'  donnent 
une  résultante  appliquée  au  milieu  de  A'B,  supposé  lié 
aux  points  B  et  A^  Ces  deux  résultantes  sont  égales,  de 
sens  opposés,  et  appliquées  au  même  point  ;  car  les  lignes 
AB',  BA',  diagonales  du  parallélogramme  ABA'B',  se  cou- 
pent en  leur  milieu  :  elles  se  détruisent  donc,  et  il  ne  reste 

que  le  couple  P',  A'B',  qui  n'est  autre  chose  que  le  couple 
primitif  transporté  parallèlement  à  lui-même. 

Considérons  maintenant  le  cas  on  le  second  bras  de  le- 
vier A'B'  ne  serait  pas  parallèle  au  premier.  Nous  pour- 
rons, d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  transporter  le 
couple  proposé  parallèlement  à  lui-même,  de  manière.que 
le  milieu  de  son  bras  de  levier  coïncide  avec  le  milieu  O  de 


A'B'  {Jig»  14)5  et  il  reste  à  démontrer  que  le  couple  P,  AB 
aurait  la  même  action  sur  le  système,  si  on  le  faisait  tour- 
ner dans  son  plan ,  de  manière  que  son  bras  de  levier  AB 
vînt  coïncider  avec  A'  B'  qu'on  supposerait  lié  invariable- 
ment avec  le  système.  Pour  cela,  appliquons  en  A'  ainsi 
qu'en  B'  deux  forces  P',  P''  perpendiculaires  à  A'B',  égales 
à  P  et  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre;  ces  quatre  forcés 
ne  changeront  rien  à  l'action  du  couple  proposé,  puis- 
qu'elles se  détruisent  deux  à  deux.  Mais  le$  deux  forces 
égales  P,  P",  que  Ton  peut  supposer  appliquées  au  même 
point  D  lié  au  système,  donnent  une  résultante  dirigée  sui- 
vant la  bissectrice  DO  de  leur  angle,  qui  est  égale  et  op- 
posée à  celle  des  forces  P,  P",  appliquées  en  C  :  il  ne  reste 

donc  plus  que  le  couple  P',  A'B'. 
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Donc  ractiou  d'un  couple  reste  la  même  quand  on  le 
transporte  de  manière  que  son  axe  reste  parallèle  à  lui- 
même  et  de  même  sens,  et  que  son  nouveau  bras  de  levier 
soit  lié  invariablement  au  premier. 

38.  Un  couple  peut  toujours  être  remplacé  par  un 
autre  de  même  sens,  situé  dans  le  même  plan  et  ayant 
même  moment. 

Soit  un  coupk  quelconque  P,  AB  (fig*  i5);  prolon- 
geons son  bras  de  levier  d'Une  longueur  quelconque  6C,  et 
appliquons  aux  points  B^  C  des  forces  égales  et  opposées  Q^ 
Q',  telles  que  l'on  ai  t  Q  X  BC  =  P  x  AB  •,  ces  quatre  forces 
ne  changeront  rien  à  l'action  du  couple  proposé.  Mais  leâ 
deux  forces  P,  Q'  appliquées  en  A  et  C,  auront  une  résul- 
tante ^àle  à  leur  somme,  et  appliquée  en  B,  en  vertu  dé 
Tégalité  précédente.  Cette  résultante  sera  égale  à  la  somme 
des  forces  P,  Q'  appliquées  à  ce  même  point  en  sens  con- 
traire^ ces  forces  se  détruisent,  et,  par  conséquent,  il  ne 

reste  plus  que  deux  forces  formant  un  couple  Q ,  BC  dé 
même  sens  et  de  même  moment  que  le  couple  proposé.  Et 
comme  on  peut  ensuite  le  transporter  de  manière  que  son 
axe  reste  parallèle  à  lui-même,  on  arrive,  en  réunissant 
ûes  divers  résultats,  à  la  proposition  suivante  : 

Un  couple  peut  être  remplacé  par  tout  autre  dont  Vaxc 
est  parallèle  au  sien,  et  de  même  sens,  et  dont  le  moment 
est  le  même. 

L'action  d'un  couple  est  donc  complètement  déterminéfe 
par  la  direction  de  son  axe  et  par  son  moment.  Nous  sup- 
poserons dorénavant  que  le  moment  soit  représenté  par  une 
longueur  portée  sur  la  direction  de  l'axe,  à  partir  de  soin 
origine^  de  cette  manière,  les  couples  seront  figurés  géomé- 
triquement ,  comme  les  forces ,  par  une  ligne  donnée  en^ 
grandeur  et  en  direction.  Seulement,  dans  le  cas  des  cou- 
ples, cette  ligne  pourra  être  transportée  parallèlement  à 
elle-même  d'une  manière  quelconque,  tandis  que,  dans  le 
I.  3  _ 
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cas  des  forces ,  elle  ne  peut  l'èlrc  que  le  long  de  sa  propre 
direclipn. 

Si  le  moment  d'un  couple  est  égal  à  zéro ,  il  faut  que  la 
force  ou  le  bras  de  levier  soit  nul ,  et,  dans  les  deux  cas,  il 
y  a  équilibre. 

Composition  des  couples, 

39.  Cas  ou  leurs  axes  sont  parallèles.  —  Ces  couples, 
ayant  leurs  plans  parallèles,  peuvent  être  tous  ramenés  dans 
un  seul  plan 5  et,  en  leur  conservant  respectivement  les 
mêmes  moments,  on  peut  leur  donner  à  tous  un  bras  de  le- 
vier égal,  et  les  placer  de  manière  que  tous  les  bras  de  le- 
vier coïncident.  Les  forces  relatives  aux  couples  de  même 
sous  coïncideront  alors  en  direction ,  et  celles  qui  se  rap- 
portent aux  couples  de  sens  différents  seront  directement 
opposées  aux  premières.  A  chacune  des  extrémités  du  bras 
de  levier  commun,  elles  se  composeront  en  une  seule  égale 
à  la  diiTérencc  entre  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans 
un  sens  et  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  contraire, 
et  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux  som- 
mes. Ces  deux  résultantes  formeront  donc  un  couple  ayant 
le  bras  de  levier  commun ,  et  pour  moment  le  produit  de 
Tune  de  ces  résultantes  par  ce  même  bras  de  levier  :  ce  mo- 
ment sera  donc  évidemment  égal  à  la  différence  entre  la 
somme  des  moments  des  couples  agissant  dans  un  sens  et  la 
somme  des  moments  des  couples  de  sens  opposé ,  et  il  agira 
lui-même  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux  som- 
mes ;  ce  que  nous  exprimerons  en  disant ,  pour  abr^er,  que 
son  moment  est  la  somme  algébrique  des  moments  des  cou- 
ples composants ,  en  regardant  comme  positifs  ceux  des  cou- 
ples qui  agissent  dans  un  sens,  et  comme  négatifs  ceux  des 
couples  qui  agissent  en  sens  contraire.  Ce  couple  résultant 
pourra  «  d*  ailleurs ,  èlre  transporté  et  transformé  d'après  les 
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principes  précédents.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Pour  composer  des  couples  dont  les  axes  sont  paral- 
lèles, on  tra^ispùrtera  tous  ces  axes  de  manière  quils  aient 
leur  origine  en  un  même  point ^  on  les  composera  comme 
s'ils  représentaient  des  forces  en  grandeur  et  en  direction; 
et  la  résultante  ainsi  obtenue  représentera  en  grandeur 
et  en  direction  Vaxe  du  couple  résultant. 

40.  Cas  des  axes  non  parallèles, — Considérons  d'abord 
deux  couples  seuleQient,  et  ramenons  leurs  axes  à  avcnr 
leur  origine  en  un  même  point  A.  Soient  AB,  AC  [fig.  i6) 
ces  axes  en  grandeur  et  en  direction.  Les  plans  de  ces  cou- 
ples couperont  le  plan  BAC  suivant  deux  droites  AM,  AN 
i^spectivement  perpendiculaires  à  AB,  AC  et  passant  au 
point  A.  Donnons  aux  deux  couples  des  bras  de  levier  AM, 
AN  .respectivement  égaux  à  AB,  AC,  qui  représentent 
leurs  moments  *,  les  forces  appliquées  à  ces  bras  de  levier 
auroat  alors  une  même  intensité  égale  à  Funité.  Enfin, 
transportons  ces  couples  de  manière  qu'ils  ai6nt  chacun 
une  force'de  même  sens  appliquée  en  A.  Les  droites  MA, 
NA,  qui  représentent  les  moments  des  couples,  sont  dis- 
posés de  manière  que  si  Ton  fait  tourner  leur  système  dVn 
angle  droit,  autour  de  A,  de  manière  que  AM  vienne 
coïacider  avec  AB,  AN  coïncidera  alors  avec  AC5  et  la 
diagonale  AO  du  parallélogramme  construit  sur  AM  et  AN 
coïncidera  avec  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  BACD. 

Cela  posé,  transportons  le  couple  qui  est  sur  AB  de  ma- 
nière que  son  bras  de  levier  soit  le  côté  ON-,  une  de  ses 
forces  détruira  celle  qui  est  appliquée  en  N,  et  les  quatre 
forces  se  réduiront  à  un  couple  ayant  pour  bras  de  levier 
OA,  et  dont  Taxe  sera  dirigé  suivant  la  diagonale  AD  du 
parallélogramme  BACD,  qui  est  perpendiculaire  au  plan 
du  couple  et  située  du  côté  convenu.  De  plus ,  les  forces  qui 
constituent  ce  couple  résultant  étant  égales  à  celles  des 

3. 
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deux  autres,  son  moment  devra  aussi  être  représenté  par 
son  bras  de  levier  AO ,  ou  par  son  égal  AD  ;  d'où  résulte  ce 
théorème  : 

Deux  couples,  dont  les  axes  ne  sont  pas  parallèles,  se 
composent  en  un  autre  dont  l'axe  est  représenté  en  gran* 
deur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  axes  des  deux  couples  composants. 

On  pourra  composer  ainsi  un  nombre  quelconque  de 
couples ,  et  Ton  renfermera  les  deux  cas  dans  une  seule 
proposition  qui  s'énoncera  comme  il  suit  : 

Pour  composer  un  nombre  quelconque  de  couples  dont 
les  axes  ont  des  grandeurs  et  des  directions  quelconques , 
il  faut  transporter  ces  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  de 
manière  qu'ils  aient  tous  leur  origine  en  un  même  point,  et 
les  composer  comme  s'ils  représentaient  des  forces  en  gran- 
deur et  en  direction.  La  résultante,  ainsi  obtenue,  sera, 
en  grandeur  et  en  direction ,  l'axe  du  couple  résultant. 

Toutes  les  questions  relatives  à  la  composition  et  décom« 
position  des  forces  appliquées  en  un  même  point  se  repro- 
duiraient ici  pour  les  couples.  On  aurait  le  théorème  du 
parallélipipède  des  axes  comme  on  a  eu  celui  du  paralléli- 
pipède  des  forces ,  et  les  relations  entre  les  axes  composants 
et  Taxe  résultant  seraient  les  mêmes  qu'entre  les  trois 
arêtes  d'un  parallélipipède  et  sa  diagonale  ^  nous  ne  croyons 
pas  nécessaire  de  revenir  sur  ces  détails. 

Conditions  d'équilibre  des  couples. 

il.  Si  les  axes  des  couples  sont  parallèles,  c'est-à-dire  si 
ces  couples  sont  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  pa- 
rallèles y  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  leur  équi- 
libre est  que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments  soit 
nulle ,  puisque  cette  somme  est  le  moment  du  couple  ré- 
sultant. 

Si  les  axes  des  couples  ne  sont  pas  parallèles,  il  faudra, 
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d'après  Fideniité  de  la  coniposîlion  des  axes  et  de  celle  des 
forces ,  que  les  sommes  algébriques  des  projections  des  axe^ 
sur  trois  droites  non  situées  dans  un  mèaie  plan,  soient 
séparément  nulles.  Si  tous  les  axes  étaient  dans  un  même 
plan ,  il  suffirait  que  cçs  sommes  fussent  nulles  relative- 
ment à  deux  droites  non  parallèles  situées  dans  ce  plan.  Ce 
cas  est  celui  où  les  plans  de  tous  les  couples  sont  perpen- 
diculaires à  un  même  plan. 

CHAPITRE  V. 

CONDITIONS   ET   ÉQUATIONS  d'ÉQUïLIBRE  d'uN  SYSTÈME 
RIGIDE   QUELCONQUE,    ENTIÈREMENT   LIBRE. 

42.  Réduction  générale.  —  Toute  force  peut  être  rem- 
placée par  une  force  égale  appliquée  en  un  point  quelconque 
lié  à  son  point  d'application ,  et  par  un  couple  formé  d'une 
force  égale  et  opposée  à  cette  dernière  et  de  la  force  pra- 
posée.  Car  cela  revient  à  introduire  deux  forces  qui  se  dé- 
truisent. 

Si  l'on  fait  cette  décomposition  pour  toutes  les  forces 
d'un  système,  en  choisissant  le  même  point  pour  toutes ^ 
on  aura  toutes  ces  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  ,  eh  un  même  point ,  et  de  plus  autant  de  couples 
situés,  en  général,  dans  des  plans  différents. 

En  composant,  d'une  part,  toutes  les  forces,  et,  d'une 
autre,  tous  les  couples,  le  système  se  trouvera  réduit  à 
une  seule  force  et  un  seul  couple. 

Or,  un  couple  ne  peut  être  détruit  par  une  force,  car 
alors  il  pourrait  être  remplacé  par  une  force  égale  et  op- 
posée. Donc  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  système  rigide  soit  en  équilibre ,  sont  que  la  force  et 
le  couple  soient  séparément  nuls.  Chacune  de  ces  condi- 
tions s'exprime,  en  général,  par  trois  équations.  L'équi- 
libre du  système  est  donc  exprimé  par  six  équations. 
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Avant  de  passer  au  cas  général ,  nous  considérerons  en 
particulier  celui  où  les  forces  sont  parallèles.  U  se  dédui- 
rait facilement  du  cas  général  ;  mais  il  est  plus  simple  de  le 
traiter  directement. 

Equilibre  et  composition  des  forces  parallèles, 

43.  Supposons  d^abord  les  forces  situées  dans  un  même 
plan ,  et  d'un  point  quelconque  O  abaissons  une  perpen- 
diculaire sur  leurs  directions  :  elle  les  rencontrera  en  des 
points  que  nous  rapporterons  au  point  0  comme  origine, 
et  qui  seront  donnés  par  leurs  abscisses  positives  ou  né- 
gatives. 

Soient  P  une  quelconque  des  forces ,  et  x  l'abscisse  cor- 
respondante; on  la  remplacera  par  une  force  égale  et  de 
même  sens  agissant  en  O,  et  un  couple  ayant  pour  mo- 
ment Vx, 

Or,  si  l'on  considère  successivement  des  forces  dans  des 
sens  diflTérents  et  des  abscisses  positives  et  négatives,  on 
reconnaît  facilement  que  le  sens  du  couple  change  lors- 
qu'une seule  des  quantités  P  et  o:  change  de  sens,  et  que 
le  sens  du  couple  ne  change  pas  lorsque  ces  deux  quantités 
restent  de  même  sens  ou  en  changent  à  la  fois.  Donc,  si  les 
forces  sont  considérées  comme  positives  dans  un  sens  et 
négatives  en  sens  contraire,  le  produit  Vx  est  de  même 
signe  pour  les  couples  de  même  sens ,  et  de  signe  contraire 
pour  des  couples  de  sens  opposé.  La  somme  algébrique  de 
ces  produits,  faite  pour  toutes  les  forces  du  système ,  et  que 
nous  exprimerons  par  2  Vx ,  donne  donc  la  valeur  du  mo- 
ment du  couple  résultant ,  et  le  sens  de  ce  couple.  Si  elle 
est  positive,  ce  couple  est  dans  le  sens  de  ceux  qui  corres- 
pondent à  une  force  positive  et  une  abscisse  positive  :  il  est 
de  sens  contraire  si  la  somme  est  négative.  D'après  cela, 
les   conditions  nécessaires  cl  suffisantes  pour  l'équilibre 


PREMIERE   ANNEE.     —    STATIQUE.  89 

seront 

2:P  =  o,      2P.r  =  o. 

44.  On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  à  un 
point  le  produit  de  cette  force  par  la  distance  de  ce  point 
à  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit.  En  employant  cette  dé- 
nomination ,  on  énoncera ,  de  cette  manière ,  les  conditions 

.  de  l'équilibre  qui  viennent  d'être  établies  : 

Pour  que  des  forces  parallèles  situées  dans  un  même 
pian  et  appliquées  à  un  système  de  points  liés  invaria- 
blement entre  eux  et  libres  dans  V espace ^  soient  en 
équilibre  y  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  somme 
algébrique  de  ces  forces  soit  nulle  ^  ainsi  que  la  somme 
algébrique  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  point 
quelcojique  du  plan. 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies  relativement  à  un 
certain  point  du  plan ,  l'équilibre  aura  lieu ,  et ,  par  consé- 
quent ,  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  tout 
autre  point  du  plan  sera  nulle.  C'est,  au  reste,  ce  qu'on 
vérifierait  immédiatement  en  faisant  usage  des  deux  équa- 
tions données. 

45.  Si  l'équilibre  n'a  pas  lieu ,  c'est-à-dire  si  Ton  n'a 
pas  à  la  fois  2P==o,  SPa:=:  o,  on  peut  se  proposer  de 
déterminer  la  résultante ,  s'il  y  en  a  une  :  soient  R  sa  valeur 
positive  ou  négative ,  et  Xy  l'abscisse  qui  lui  correspond  ; 
il  y  aura  équilibre  dans  le  système ,  en  y  joignant  une  force 
égale  et  directement  opposée ,  d'où  résulte 

—  R-h2P~0,      —  R.r,  +2Pa7=:  o, 

ou 

2Pa: 


R  =  2P,      Ra:,  z=2;P^,      .r,  = 


SP 


On  peut  donc  toujours  établir  l'équilibre  en  introduisant 
une  force  —  R ,  et ,  par  conséquent ,  le  système  proposé 
peut  être  remplacé  par  la  fora»  R  égale  et  opposée  à  —  R*, 
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excepté  dans  le  cas  où  l'on  aurait  S  P=o  sans  avoir2Pa:=ro; 
on  trouverait  alors  Xi  infini  ;  et ,  en  elTet ,  c^est  le  cas  où  le 
système  se  réduit  à  un  couple.  Dans  tout  autre  cas ,  il  existe 
uqe  résultante  égale  à  la  somme  algébrique  des  compo- 
santes ,  et  située  à  une  distance  du  point  O  égale  à  la  somme 
algébrique  des  moments  des  forces  par  rapport  à  ce  point, 
divisée  par  la  somm^  des  forces. 

46.  Supposons  maintenant  que  les  forces  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan;  menons  un  plan  quelconque  perpen- 
diculaire à  leurs  directions,  et  deux  autres  plans  parallèle^ 
aux  forces  et  faisant  entre  eux  un  angle  quelconque  ]  ils 
couperont  le  premier  suivant  deux  droites  que  nous  pren- 
drons pour  axes  des  xety^  et  nous  supposerons  que  l'on 
donne  les  coordonnées  des  points  où  les  forces  percent  le 
plan  XY. 

Cela  posé,  soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  I  {Jign  17)? 
où  une  force  quelconque  P  perce  le  plan  XY,  coordonnées 
qui  sont  égales  à  celles  du  point  d'application  de  la  force. 
On  pourra  remplacer  cette  force  par  une  autre,  égale  et  de 
même  sens ,  appliquée  en  A ,  et  un  couple  ayant  pour  br^is 
de  levier  AI.  Menons  par  le  point  1  deux  parallèles  IB,  IC 
aux  axes  des  x  et  des  j",  et  par  le  point  C  concevons  deux 
forces  égales  et  parallèles  à  P  et  de  sens  contraires;  nous 
aurons  ainsi,  au  lieu  du  premier  couple,  deux  autres  cou- 
ples ayant  pour  bras  de  levier  AC  et  CI,  et  P  pour  force. 
Le  premier  sera  dans  le  plan  ZY,  le  second  dans  un  planl 
parallèle  à  ZX ,  et  pourra  être  transporté  dans  ce  dernier 
plan ,  où  AB  sera  son  bras  de  levier.  Leurs  moments  seront 
respectivement  Pj-,  Px,  et  l'on  verrait  comme  dans  le  cas 
précédent  qu'en  prenant  avec  des  signes  contraires  les  forces 
et  les  coordonnées  qui  sont  en  sens  contraires,  les  couples 
situés  dans  les  plans  ZX,  ZY  se  réduisent  à  deux  couples 
situés  respectivement  dans  ces  ménies  plains  et  ayaQt  pour 
moments  SPo:,  2Pj'. 
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Us  se  composent  en  un  seul  qui  ne  peut  être  nul  que  s'ils 
soni  tous  les  deux  nuls  séparément.  Les  conditions  de  Téqui- 
libre  du  système  sont  donc 

ZP  =  o,     2Pjf  =  o,     2Pj  =  o. 

47.  Si  les  forces  ne  sont  pas  en  équilibre ,  et  qu'elles  aient 
une  résultante  R ,  qui  perce  le  plan  XY  en  un  point  dont 
les  coordonnées  soient  ^i  5  J^i  5  il  y  aura  équilibre  si  Ton  in- 
troduit une  force  — R  appliquée  au  même  point-,  et  réci- 
proquement, si  l'équilibre  a  lieu  de  cette  manière,  R  sera 
la  résultante  du  système.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que  R ,  Xi ,  j^i  puissent  être  déterminés  par  les  équations 
suivantes  : 

—  R-4-2P  — o,     — Rx,-t-2P^  =  o,     — Rri-t-2P/=o; 
îl'ou 

R  =  2P,      Rjt,  =:2Pj:,      Rj,  =  2P7. 

Ces  équations  ne  sont  incompatibles  que  quand  Xi  ou/i 
deviennent  indéfinis,  c'est-à-dire  quand  on  a  ZP  =  o,  sans 
avoirenmême  temps£Pa:  =  o,  2Py  =  05  et  c'est,  en  effet, 
le  cas  où  le  système  se  réduit  à  un  couple. 

48.  Dans  toutes  les  formules  précédentes,  a:  et  y  dési- 
gnent les  coordonnées  des  points  où  les  directions  des  forces 
percent  le  plan  XY.  Elles  sont  les  mêmes  que  celles  des 
points  d'application  de  ces  forces,  dont  la  coordonnée  z 
n'entre  pas  dans  les  équations  qui  expriment  l'équilibre, 
dans  le  système  d'axes  qui  a  été  adopté;  et  l'on  pourrait 
même  remplacer  les  x  et  j^  par  des  droites  parallèles  à  une 
direction  arbitraire,  et  terminées  respectivement  aux  mêmes 
plans  ZX  et  ZY  ;  car  on  ne  ferait  que  multiplier  tous  les 
termes  des  équations  par  un  même  nombre.  Si ,  pour  cha- 
cun des  plans  ZX,  ZY,  qui  font  toujours  entre  eux  un  angle 
quelconque,  on  substitue  aux  x  et  y  des  systèmes  quel- 
conques de  parallèles  affectées  des  mêmes  signes  que  ces 
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6*oordonnécs ,  et  qu'on  appelle,  comme  précédemmeut,  vio- 
ment  d'une  force  par  rapport  à  un  plan ,  le  produit  de 
celte  force  par  la  valeur  algébrique  de  celte  distance  oblique 
ou  rectangulaire  de  son  point  d'application  à  ce  plan  ;  les 
équations  précédentes  s'énonceront  comme  il  suit  : 

1**.  Pour  quun  système  de  j  or  ces  parallèles  soit  en 
équilibre  y  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  somme  algé^ 
brique  des  forces  soit  nulle,  et  que  la  somme  de  leurs  ma- 
ments  par  rapport  à  deux  plans  qui  se  coupent  suivant  une 
ligne  parallèle  aux  forces  y  soit  nulle  pour  chacun  de  ces 
plans. 

2^.  La  résultante  d'un  système  de  forces  parallèles  est 
égale  à  la  somme  algébrique  de  ces  forces  ^  et  so?i  mjoment 
par  rapport  à  un  plan  quelconque  parallèle  aux  forces  est 
égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  des  composantes, 

3**.  Le  seul  cas  ou  des  forces  parallèles  n'ont  pas  de 
résultante  est  celui  ou  leur  somme  est  nulle ,  sans  que  la 
somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  deux  plans  paral- 
lèles aux  forces  le  soit  elle-même  pour  chacun  de  ces  plans, 

49.  La  résultante  passant  toujours  par  un  même  point, 
qui  esl  le  centre  des  forces  parallèles ,  quelque  direction 
que  l'on  donne  au  système ,  en  faisant  tourner  les  forces 
autour  de  leurs  points  d'application ,  il  s'ensuit,  comme 
pous  l'avions  déjà  démontré  (n°  6) ,  que  le  moment  de  la 
résultante  par  rapport  à  un  plan  quelconque  est  égal  à  la 
somme  des  moments  des  composantes  par  rapport  à  ce 
plan^  car,  en  amenant  les  forces  à  être  parallèles  à  ce  plan 
sans  cesser  d*être  parallèles  entre  elles  et  de  conserver  leurs 
sens  respectifs ,  et  sans  changer  leurs  points  d'application , 
on  rentre  dans  le  cas  précédent,  et  le  théorème  est  démon- 
tré ,  puisque  les  moments  sont  restés  les  mêmes ,  malgré  le 
changement  de  direction  des  forces. 

11  suit  de  là  que,  pour  avoir  la  distance  positive  ou  néga- 
tive du  centre  des  forces  parallèles  à  un  plan  quelconque, 
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il  faut  diviser  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  ce  plan ,  par  la  somme  algébrique  des  forces. 
On  déterminera  donc  les  trois  coordonnées  de  ce  point,  en 
prenant  les  sommes  des  moments  par  rapport  aux  trois 
plans  coordonnés,  et  les  divisant  par  la  somme  des  forces. 
On  retombe  ainsi  sur  la  règle  donnée  (n"  35). 

On  voit  que ,  polir  que  le  centre  des  forces  parallèles  soit 
situé  dans  un  certain  plan ,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  ce  plan 
soit  égale  à  zéro. 

Equilibre  de  forces  dirigées  d'une  manière  quelconque 

dans  l'espace . 

SO.  Quoiqu'il  soit  plus  commode  pour  le  calcul  de  pren- 
dre des  axes  de  coordonnées  rectangulaires ,  il  est  cependant 
nécessaire  de  traiter  la  question  plus  généralement;  et  nous 
supposerons  les  axes  obliques. 

Nous  allons  commencer  par  réduire  le  système  total  des 
forces  à  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  de  coordonnées, 
et  à  trois  couples  situés  dans  les  plans  de  ces  axes  pris  deux 
à  deu^. 

Soient  P,  P',  P",..  .  les  forces  données;  (X,  Y,  Z)^ 
(X',  Y',  Z'), . . .  leurs  composantes  positives  ou  négatives; 
et  (x^y^  -s),  {x\jr\  z^)^ ...  les  cordonnées  de  leurs  points 
d'application  respectifs. 

Considérons  l'une  quelconque  des  forces  données ,  par, 
exemple  la  force  P  (fig-  i8),  appliquée  au  point  M 5  supr 
posons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  ses  trois  composantes  X , 
Y,  Z  soient  dans  le  sens  des  axes  positifs ,  et ,  de  plus ,  que 
les  coordonnées  x,  7,  z  du  point  d'application  M  soient 
positives.  La  force  Z  peut  être  remplacée  par  une  forcp 
égale  et  parallèle  appliquée  en  A,  et  un  couple  situé  dans 
le  plan  MAZ;  ce  couple  peut  être  décomposé   en  deui^ 
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autres,  Z,ÂB,  Z,AC,  situés  dans  les  plaiis  zx^  zy.  On 
remarquera  que  AB ,  AC  ne  sont  pas  les  bras  de  levier  de 
ces  couples ,  puisqu'ils  font  avec  les  forces  de  ces  couples  des 
angles  égaux  à  ceux  des  axes  des  coordonnées  situés  dans 
leurs  plans.  Mais  pour  les  couples  que  chaque  force  P  don- 
nera dans  un  même  plan  coordonné ,  l'angle  des  forces  et 
du  bras  de  levier  oblique  sera  toujours  le  même,  puisqu'il 
sera  celui  des  axes  de  coordonnées ,  et  par  conséquent  il  n'y 
a  aucun  inconvénient  à  prendre,  au  lieu  de  leur  moment, 
le  produit  de  la  force  par  le  bras  de  levier  oblique  3  car  ces 
produits  ne  différeront  des  moments  que  par  un  facteur 
constant,  et  Ton  aura  la  même  équation  en  égalant  leur 
somme  algébrique  à  zéro.  Quant  aux  signes  de  ces  moments, 
nous  considérerons  comme  positifs  ceux  des  couples  dont 
Taxe  serait  du  même  côté  de  leur  plan  que  l'axe  des  coor- 
données positives  qui  n'y  est  pas  renfermé. 

Les  moments  des  couples  Z,A6,  Z,AC  seront  donc 
exprimés  par  -^—  Zx  et  -f-  Zy, 

Chacune  des  forces  X  et  Y  donnera  semblablement  une 
force  égale  et  parallèle  appliquée  en  A,  et  deux  couples 
dont  les  moments  se  déduiront  des  précédents  par  des 
iihangements  de  lettres  dont  la  loi  est  facile  à  saisir  5  ils 
seront,  pour  la  première,  — Xj^,  -f-X-z*,  et,  pour  la  se- 
conde ,  —  Y-2,  -I-  Y  j:. 

Réunissant  les  moments  des  couples  situés  dans  le  même 
plan,  on  aura,  au  lieu  de  la  force  P,  ses  trois  compo- 
santes X,  Y,  Z  appliquées  au  point  A ,  et  trois  couples  si- 
tués dans  les  plans  coordonnés,  et  ayant  respectivement 
pour  moments,  à  des  facteurs  constants  près, 

fZ  —  zY...,     «X  —  jcZ...,     xY — /X.... 

Une  discussion  semblable  à  celle  que  nous  avons  faite 
dans  le  cas  des  forces  parallèles  démontrerait  la  généralité 
de  ces  expressions,  en  considérant  les  coordonnées  x,  /,  z 
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et  les  composantes  X,  Y,  Z  comme  positives  quand  elles 
sont  dirigées  respectivement  dans  le  même  sens  que  les 
axes  AX,AY,  AZ,  et  comme  négatives  quand  elles  sont 
dirigées  en  sens  contraire. 

Si  Ton  fait  la  même  décomposition  pour  toutes  les  forces 
du  système,  et  qu'on  indique  par  Z  la  somme  des  termes 
semblables  relatifs  à  toutes  les  forces,  on  trouvera,  en  éga- 
lant à  zéro  les  expressions  des  trois  résultantes  dirigées  sui- 
vant AX,  AY,  AZ,  ainsi  que  des  trois  couples  résultants 
situés  dans  les  plans  coordonnés , 

2X  =  0,      2Y=:0,      2Z  =  0, 

2(jZ  — 2Y)=o,     2(zX  — xZ)  =  o,     2{xY  — jX)  =0. 

Telles  sont  les  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre  d'un  système  rigide  entièrement  libre. 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires ,  désignons 
par  a,  6,  y  les  angles  que  la  direction  que  la  force  quel- 
conque P  fait  avec  les  axes  positifs  ^  on  aura 

X=:Pcosa,     Y=Pcos6,     Z  =  Pcos7, 

et  ces  six  équations  d'équilibre  deviendront 

2Pcosa=:o,     2Pcos6=o,     2Pcos7  =  o, 
2P  {jrcosy  —  2C0s6)  =  o,     2P  (zcosa  —  xcosy)  =  o, 

2P(j:cos6 — /cosa)=:o. 

Cas  où  les  forces  sont  situées  dans  un  même  plan, 

51 .  Si  toutes  les  forces  étaient  dans  un  même  plan ,  par 
exemple  dans  le  plan  XY,  les  composantes  Z  seraient  nulles 
ainsi  que  les  coordonnées  z ,  et  les  six  équations  générales 
se  réduiraient  aux  trois  suivantes  : 

2X=:0.,       2Y:.=  0,      2(j?Y— 7X)=0. 
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Si  1*011  voulait  traiter  directement  ce  cas  particulier,  il 
n'y  aurait  qu'à  suivre  la  même  marche  que  dans  le  cas  gé- 
néral, en  partant  des  données  plus  simples  de  la  question 
actuelle.  On  prendrait  deux  axes  AX,  AY  {fig-  ip),  dans 
le  plan  des  forces ,  et  l'on  substituerait  à  une  force  quel- 
conque P  ses  deux  composantes  X,  Y,  parallèles  aux  axes. 
On  remplacerait  ensuite  X  par  une  force  égale  et  parallèle 

appliquée  en  A ,  et  le  couple  X, BM-,  de  même  Y  pourrait 
être  remplacée  par  une  force  égale  et  parallèle  appliquée 

en  A ,  et  le  couple  Y,  AB.  Les  bras  de  levier  obliques  de  ces 
couples  faisant  avec  les  forces  un  même  angle ,  qui  est  celui 
des  axes  de  coordonnées,  on  pourra  prendre  pour  les  mo- 
ments les  produits  des  forces  par  ces  bras  de  levier,  qui 
sont  les  coordonnées  des  points  d'application  des  forces. 
Dans  le  cas  où  les  deux  composantes  X ,  Y,  ainsi  que  les 
coordonnées  .r,  y,  sont  dirigées  dans  le  sens  des  axes  posi- 
tifs, on  a  deux  couples  de  sens  contraires  dont  la  somme 
des  moments  est  xY — /X,  en  considérant  comme  positifs 
ceux  dont  le  sens  est  celui  de  la  rotation  de  Taxe  des  x  po- 
sitifs vers  l'axe  des  j* positifs;  et  Ton  reconnaîtrait,  comme 
précédemment ,  que  si  le  sens  des  composantes  et  des  coor- 
données change,  il  faut  conserver  cette  même  expression , 
en  y  considérant  comme  négatives  les  quantités  dont  la  di- 
rection a  changé.  De  cette  manière,  les  résultantes  des 
forces  dirigées  suivant  les  axes  seront  SX,  S  Y,  et  le  mo- 
ment du  couple  résultant  sera2(j:Y — J^X).  Les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  seront  donc 

2X  =  o,     2Yt=o,     1{xY  —yX)  =  o, 

52.  La  dernière  peut  se  présenter  sous  une  autre  forme, 
en  décomposant  la  force  quelconque  P  en  une  force  égale  et 
parallèle  appliquée  en  A ,  et  un  couple  ayant  pour  moment 
Pp,  p  désignant  la  distance  de  la  force  P  au  point  A. 
Décomposant,  suivant  les  deux  axes,  la  force  appliquée  en 
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A,  et  faisant  la  même  transformation  pour  toutes  les  forces, 
on  réduira  le  système  à  deux  forces  ZX^  ZY,  dirigées  sui- 
vant les  axes,  et  un  couple  ayant  pour  moment  SPp,  les 
termes  de  cette  dernière  somme  étant  considérés  comme  de 
mêmes  signes  ou  de  signes  contraires,  suivant  que  les  cou- 
ples sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraire.  Les  équations 
d'équilibre  seront  donc 

2X  =  0,       2Y=:0,       2P/7=0. 

La  troisième,  qui  est  la  seule  dont  la  forme  soit  changée, 
exprime  que  la  somme  des  moments  des  forces ,  par  rap^ 
port  à  un  point  quelconque  du  plan ,  est  nulle. 

CHAPITRE  VL 

ÉQUILIBRE     d'un    SYSTÈME    RIGIDE,    QUI    W'eST    PAS 

ENTIÈREMENT    LIBRE. 

53.  Cas  d^un  point  fixe. —  Si  l'on  prend  le  point  fixe 
pour  origine,  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  se- 
ront détruites  par  la  résistance  de  ce  point.  Or,  des  couples 
appliqués  à  un  système  qui  renferme  un  point  fixe  doivent 
se  faire  équilibre  comme  si  le  corps  était  entièrement  libre  5 
car,  s'ils  donnaient  un  couple  résultant  différent  de  zéro , 
on  pourrait  le  transporter  de  manière  qu'une  de  ses  forces 
passât  par  le  point  fixe,  qui  la  détruirait:  il  resterait  donc 
une  force  qui  ne  passerait  pas  par  le  point  fixe ,  et  mettrait 
ce  système  en  mouvement.  Les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  l'équilibre  du  système  seront  donc 

2(jZ  —  aY)  =  o,     2(zX  — xZ)  =  o,     2(a:Y— /X)  =  o. 

Les  couples  se  détruisant  indépendamment  du  point  fixe, 
n'exercent  aucun  effort  sur  lui ,  et  ne  tendent  qu'à  rompre 
le  système.  Le  point  fixe  n'est  donc  sollicité  que  par  la 
résultante  des  forces  SX,  2 Y,  SZ-,  cette  résultante  est 
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égale  et  opposée  à  la  force  que  développe  ce  point  pour 
établir  Téquilibre. 

Un  corps  qui  peut  tourner  librement  autour  d'un  point 
fixe ,  constitue  la  machine  que  l'on  nomme  /ewer;  le  point 
fixe  se  nomme  point  d'appui.  On  voit  donc  que  l'équilibre 
du  levier  exige  que  les  couples  qui  naissent  du  transport  de 
toutes  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  d'ap- 
pui ,  se  détruisent  d'eux-mêmes.  S'il  n'y  a  que  deux  forces , 
il  faut  alors  qu'elles  soient  dans  un  même  plan  avçc  le 
point  d'appui ,  et  que  les  deux  couples  qu'elles  produisent 
soient  de  sens  contraires  et  aient  des  moments  égaux.  Ces 
moments  sont  aussi  les  moments  des  forces  par  rapport  au 
point  d'appui. 

La  résultante  des  forces  transportées  au  point  d'appui , 
constituant  tout  ce  qui  n'est  pas  détruit  par  la  rigidité 
seule  du  corps.,  ne  Test  que  par  le  point  d*appui  et  forme 
ce  que  Ton  appelle  la  charge  de  ce  point. 

Si  le  levier  n'était  que  posé  sur  une  surface  solide  sur 
laquelle  il  pourrait  glisser  librement,  il  faudrait  pour  l'é- 
quilibre que  cette  résultante  fût  normale  à  la  surface  fixe. 

34.  Cas  d'un  axe  fixe,  —  Si  deux  points  du  système 
sont  fixes,  tous  les  points  situés  sur  la  droite  qui  les  ren-* 
ferme  sont  invariables  de  position ,  et  le  corps  est  dans  le 
même  cas  que  s'il  était  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  dont  les  points  seraient  susceptibles  d'offrir  en  tous 
sens  une  résistance  indéfinie.  Si  l'on  prend  cette  droite 
pour  axe  des  z^  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes 
seront  détruites,  ainsi  que  les  couples  qui  sont  situés  dans 
les  deux  plans  qui  passent  par  Taxe  des  z ,  et  dont  les  bras 
de  levier  pourraient  être  transportés  sur  cet  axe  même.  Il 
ne  reste  donc  plus  que  le  couple  résultant  situé  dans  le 
plan  oy,  et  qui  ne  saurait  être  détruit  par  l'axe  fixe.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  donc, 
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dans  ce  cas , 

55.  Pour  connaître  les  efforts  exercés  sur  Taxe  fixe ,  il  faut 
composer  les  forces  qu'il  détruit.  Les  couples  situés  dans  le 
plan  ZX  et  la  force  SX  se  réduisent  à  une  force  qui  ren- 
contre l'axe,  à  moins  que  l'on  n^ait  SX  =  o,  auquel  cas 
on  aurait  un  couple  seulement  :  il  en  est  de  même  dans  le 
plan  ZY.  Outre  ces  efforts  appliqués  à  Taxe,  il  y  a  encore 
la  force  SZ  qui  tend  à  l'entraîner  dans  le  sens  où  elle  est 
dirigée.  L'axe  produit  donc  des  forces  égales  et  contraires 
à  celles-ci,  puisqu'il  les  tient  en  équilibre. 

Si  deux  points  seidement  du  système  sont  fixes ,  les  ré- 
sistances ne  peuvent  provenir  que  des  deux  points ,  et  l\m 
devra  décomposer  les  forces  qui  rencontrent  l'axe  en  d'au- . 
très  qui  passent  par  ces  points ,  et  feront  connaître  les  forces 
qu'ils  produisent  pour  détruire  celles-ci.  Quant  à  la  force 
dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint ,  elle  peut  être  déconi- 
posée  d'une  infinité  de  manières  en  deux  autres  appliquées 
à  ces  points  ]  et  il  en  serait  de  même  s'il  y  avait  un  plus  * 
grand  nombre  de  points  fixes  sur  la  même  droite. 

56.  On  pourrait  supposer  que  le  corps  eût  la  liberté  de 
glisser  le  long  de  l'axe  fixe,  et  en  même  temps  de  tourner 
autour  de  lui.  Dans  ce  cas,  l'axe  détruirait  toutes  les  forces 
dont  la  direction  lui  serait  perpendiculaire,  et  n'en  pouir- 
rait  détruire  aucune  autre.  Il  faudrait  donc  décomposer 
chaque  force  qui  rencontre  l'axe  en  deux  autres,  l'une  sui- 
vant l'axe ,  l'autre  perpendiculaire.  Mais  alors  il  est  plus 
simple  de  prendre  des  axes  rectangulaires,  et  les  conditions 
d'équilibre  seront  exprimées  par  les  deux  équations 

2Pcos7==o,      2P(^cosê  —  ^COS7)=sO. 

On  connaîtra  la  résistance  de  Taxe  en  composant  les  cou- 
ples situés  dans  les  plans  ZX,  ZY,  et  les  forces  dirigées  sui- 
vant les  axes  des  x  et  des j^, 
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Si  le  corps  ne  pouvait  que  glisser  sans  lounicr,  l'équa- 
tion S  P  cos  y  =  o  serait  suffisante  et  nécessaire,  et  le  couple 
situé  dans  le  plan  xy  (erah  connaître  la  résistance  opposée 
par  l'axe  à  la  torsion.  •   . 

La  machine  que  l'on  nomme  tour  ou.  treuil,  n'est  autre 
chose  qu'un  corps  solide  qui  a  la  liberté  de  tourner  sans 
glisser  autour  d'un  axe  fixe.  Ce  qui  précède  fait  donc  con- 
naître la  condition  d'équilibre  de  cette  machine  et  la  charge 
que  supporte  l'axe. 

Lorsque  les  forces  se  réduisent  à  deux,  situées  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe,  la  condition  d'équilibre  con- 
siste en  ce  que  ces  forces  sont  en  raison  inverse  de  leur  dis- 
tance à  l'axe. 

57.  Remarque.  —  Les  deux  derniers  cas  particuliers  que 
nous  venons  de  traiter  donnent  une  interprétation ,  qu'il 
est  bon  de  connaître ,  aux  six  équations  de  l'équilibre  rela- 
tives à  des  axes  coordonnés  rectangulaires.  Si  l'on  consi- 
dère trois  droites  rectangulaires  qui  se  coupent  en  un  même 
point,  et  qu'on  fixe  l'une  quelconque  d'entre  elles  de  ma- 
nière que  le  corps  n'ait  que  la  liberté  de  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  tourner,  les  trois  premières  équations  d'équi- 
libre expriment  que  les  forces  données  ne  permettront 
aucun  de  ces  trois  mouvements.  Les  trois  autres  expriment 
qute  si  le  corps  avait  successivement  la  liberté  de  tourner 
sans  glisser  autour  de  chacun  des  mêmes  axes  successive- 
ment, aucun  de  ces  mouvements  ne  sera  produit  par  les 
mêmes  forces. 

Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  énoncées  d'une 
manière  qu'il  n'est  pas  inutile  de  connaître.  Si,  par  le 
point  d'application  de  la  force  P,  on  mène  un  plan  perpen- 
diculaire à  AZ  qui  coupe  cette  ligne  en  O,  et  qu'on  décom- 
pose la  force  en  une  force  parallèle  à  cet  axe  et  une  autre 
située  dapsle  plan  perpendiculaire,  la  première  sera  P  cos  y, 
et  la  seconde  P  sin  y  sera  la  résultanle  des  forces  P  cos  a  ^ 
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P  cos  0  ,  parallèles  à  AX ,  A  Y.  Le-  moment  de  celle  force  Q 
par  rapport  à  O ,  que  l'on  appelle  aussi  le  moment  de  la 
force  P  par  rappott  à  AZ ,  sera  donc  la  somme  algébrique 
des  uioments  des  deux  autres ,  ou 

P(jrcosS  —  X  cos  a). 

Ce  qui  est  le  couple  relatif  à  la  force  P  estimé  suivant  Taxe 
des  z.  D'où  l'on  voit  que  les  trois  dernières  équations  d'cr 
quilibre  expriment  que  les  sommes  des  moments  de  toutes 
les  forces  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  sont 
séparément  égales  à  zéro. 

On  peut  remarquer  que  la  distance  du  point  O  à  la  force 
Q ,  n'est  autre  chose  que  la  distance  de  O  au  plan  mené 
par  la  force  P  parallèlement  à  Taxe  des  z  ;  c'est  donc  la 
plus  courte  distance  de  la  force  P  à  cet  axe.  De  sorte  que  le 
moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  est  le  produit  de 
la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites  par  la  compo- 
santé  de  celte  force  perpendiculairemeni  à  l'axe. 

Cas  ail  le  corps  s  appuie  sur  un  plan  fixe. 

58.  On  prendra  pour  plan  des  x  et  j  celui  sur  lequel 
le  corps  s'appuie  par  un  nombre  quelconque  de  points.  Ce 
plan  ne  peut  produire  que  des  forces  normales  et  de  même 
sens,  appliquées  aux  points  de  contact  avec  le  corps,  et  ces 
forces  ont  nécessairement  une  résultante  normale  égale  à 
leur  somme.  Il  est  donc  nécessaire  que  toutes  les  forces 
appliquées  au  corps  aient  une  résultante  parallèle  à  Taxe 
des  z  ;  d  où  résultent  les  équations 

2Pcosar=o,      2Pcosê=^0,      Z  P  (a:  cos6  —  j  cosa)  =  O. 

De  plus,  en  composant  successivement  les  forces  dévelop- 
pées par  le  plan  fixe,  on  reconnaît  facilement  que  leur  ré- 
sultante ne  peut  avoir  son  point  d'application  en  dehors 

4- 
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du  polygone  convexe  qui  renferme  tous  les  points  de  con- 
tacl  :  il  est  donc  nécessaire  que  la  résuliante  de  la  force 
£  P  cos  y  et  des  deux  couples  situés  dans  les  plans  ZX ,  ZY, 
ait  son  point  d'application  dans  Tintérieur  de  ce  même 
polygone  et  tende  à  appuyer  le  corps  sur  le  plan.  Récipro- 
quement, si  cette  condition  est  remplie,  l'équilibre  aura 
lieu,  i^rce  que  cette  résultante  pourra  toujours  être  dé- 
composée en  forces  normales  au  plan  et  appliquées  aux 
divers  points  de  contact. 

Ces  forces  devront  satisfaire  aux  trois  équations  données 
par  la  théorie  des  forces  parallèles  -,  elles  seront  donc  in- 
déterminées ,  s'il  y  a  plus  de  trois  points  5  elles  le  seront 
même  dès  qu'il  y  en  aura  plus  de  deux  en  ligne  droite.  S'ils 
y  sont  tous,  le  point  d'application  de  la  résultante  devra 
se  trouver  sur  cette  droite-,  enfin,  s'il  n'y  avait  qu'un  point 
•de  contact,  il  serait  nécessaire  qu'il  fût  situé  sur  la  direc- 
tion de  la  résultante. 

Conditions  pour  qiiun  système  de  forces  ait  une  résul- 
tante. —  Détermination  de  cette  résultante. 

59.  Pour  qu'un  système  de  forces ,  non  en  équilibre ,  soit 
réductible  à  une  force  unique,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
qu'en  introduisant  une  force  convenable ,  on  établisse  l'é- 
quilibre; car  le  système  proposé  pourra  être  remplacé  par 
une  force  égale  et  opposée  à  celle-ci.  Or,  nous  avons  vu  que 
tout  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  rigide ,  pou- 
vait être  réduit  à  une  force  et  un  couple  ;  il  est  donc  néces- 
saire que  cette  force  et  celle  que  l'on  introduira  détruisent 
le  couple  résultant.  Or,  ces  deux  forces  peuvent  toujours  se 
réduire  à  un  couple  et  une  force ,  et  il  faut  que  cette  der- 
nière soit  zéro 5  car,  sans  cela,  il  faudrait  qu'elle  fût  en 
équilibre  avec  le  couple  résultant  des  deux  autres.  Les  deux 
forces  doivent  donc  former  un  couple  qui  détruise  le  couple 
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résuhaiU  du  système  donné.  11  faut  donc  que  la  force  ré- 
sultante soit  parallèle  au  plan  du  couple  résultant,  et  ne 
soit  pas  nulle.  Et  réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  il  exis- 
tera une  force  qui  formera,  avec  la  force  résultante,  un 
couple  qui  détruira  le  couple  résultant  ;  et ,  par  conséquent , 
le  système  proposé  sera  réductible  à  une  seule  force. 

60.    Cherchons  maintenant  à  déterminer  la  résultante 
totale  du  système  5  et  prenons  les  axes  de  coordonnées  de  la    « 
manière  la  phi  s  générale. 

Soient  Xi,  /i,  -Si  les  coordonnées  de  son  point  d'applica- 
tion, etXi,  Y,,  Zj  ses  composantes;  il  y  aura  équilibre  en 
introduisant  dans  le  système  une  force  appliquée  au  môme 
point,  ayant  pour  composantes 

—  X| ,      —  II,      —  Z|  ; 

d'où  Ton  tire,  d'après  les  équations  générales  de  l'éciuilibre, 
eu  représentant  par  X,  Y,  Z  les  sommes  des  composantes 
suivant  les  trois  axes , 

X)  =  X,      Y|  m  Y,      Z|  =r:  Z; 

Z,  j,  —  Y,3,  =  L,       X,z,  —  Z, x,  r=  M,        Yijc,  —  X,  v,i=  N  ; 

et  réciproquement,  si  l'on  satisfait  à  ces  équations  ,  il  y  aura 
ime  résultante  appliquée  au  point  (:ri,  yj ,  Zx) ,  et  ayant 
pour  composantes  Xi,  Yi,  Zi*  Les  trois  premières  font  con- 
naître les  composantes  de  la  force  cherchée,  et,  par  suite, 
la  direction  de  cette  force  et  &on  intensité.  Les  trois  autres 
déterminent  les  coordonnées  de  son  point  d'application,  et 
deviennent ,  en  vertu  des  premières , 

Zj,  —  Yzi  =r  L,     Xz,  —  Zx4  =  M,     Y  Xi — X/,  =  N> 

Or,  si  on  les  ajoute  après  avoir  multiplié  la  première 
par  X,  la  seconde  par  Y,  et  la  troisième  par  Z,  on  trouve 

LX  4-MY  + JNZ  =  o, 
équation  nécessaire  pour  qu'il  n'y  ait  pas  incompalibililé. 


54  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

et  par  suite  pour  qu'il  y  ail  une  résultante.  Les  trois  équa- 
tions se  réduisent  donc  à  deux  quelconques  d'entre  elles ,  et 
comme  elles  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  Xi ,  j^i,  Tj  , 
elles  déterminent  une  ligne  droite.  Le  système  peut  donc 
être  remplacé  par  une  force  dont  les  composantes  sont  X^Y, 
Z,  et  appliquée  en  un  point  quelconque  de  cette  droite  qui, 
par  conséquent,  ne  peut  être  autre  chose  que  la  direction 
même  de  la  résultante.  C'est  ce  qu'on  reconnaît  d'ailleurs 
d'après  ses  équations ,  qui  montrent  qu'elle  est  parallèle  à  la 
résultante  des  forces  X ,  Y,  Z. 

61 .  Lorsque  l'équation  précédente  n'est  pas  satisfaite,  le 
système  n'a  pas  de  résultante,  mais  il  peut  être  réduit  à 
deux  forces  non  situées  dans  un  même  plan.  En  effet,  il 
peut  être  remplacé  par  un  couple  et  une  force  non  paral- 
lèle au  plan  du  couple  ;  et  l'on  peut  toujours  faire  en  sorte 
que  cette  force  rencontre  l'une  de  celles  qui  forment  le  cou- 
ple :  il  suffit  de  transporter  convenablement  ce  dernier.  Or, 
si  l!on  compose  ces  deux  forces  appliquées  au  même  point, 
et  dont  l'une  n'est  pas  comprise  dans  le  plan  du  couple, 
elles  donneront  une  résultante  qui  ne  sera  pas  située  dans 
ce  plan.  Le  système  sera  donc  réduit  à  deux  forces  non  si- 
tuées dans  un  même  plan. 

Une  construction  inverse  ferait  voir  réciproquement  que 
deux  forces  non  dans  un  même  plan  peuvent  être  rempla- 
cées par  un  couple  et  une  force  non  parallèle  à  son  plan ,  et 
que  par  conséquent  elles  n'ont  pas  de  résultante.  On  peut 
encore  démontrer  très-simplement  cette  dernière  proposi- 
tion, sans  s'appuyer  sur  la  théorie  des  couples.  En  effet,  si 
deux  forces  ,  non  dans  un  même  plan ,  avaient  une  résul- 
tante, ity  aurait  équilibre  en  introduisant  une  force  égale 
et  contraire.  Cet  équilibre  ne  serait  pas  dérangé  en  liant  les 
points  du  système  à  une  droite  fixe,  et  choisie  de  manière 
qu'elle  rencontrât  la  direction  de  la  force  introduite  et  de 
l'une  des  proposées ,  sans  rencontrer  Taufre  ,  ce  qui  est  pos- 
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sible  d'une  inanité  de  manières.  Mais  alors  deux  des  forces 
étant  détruites,  il  faudrait  que  la  troisième  le  fut;  ce  qui 
n'est  pas,  puisqu'elle  ne  rencontre  pas  Taxe.  Donc  les  deux 
forces  n'avaient  pas  de  résultante. 

Résultante  de  forces  dans  un ^  même  plan, 

62.  Si  toutes  les  forces  sont  dans  un  même  plan ,  on  pren- 
dra les  axes  des  x  et  des  y  dans  ce  plan  ;  les  composantes  et 
les  coordonnées  parallèles  à  l'axe  des  z  seront  nulles  5  on 
aura  donc  Z  =  o,  L  =  05  M  =  o,  et  la  résultante  sera 
déterminée  par  les  équations 

X,=  X,     Y.=  Y,     Y2r.-X/.  =  N. 

Les  deux  premières  déterminent  la  grandeur  et  la  direction 
(Je  cette  force  5  la  troisième  est  celle  d'une  droite  dont  tout 
point  peut  être  considéré  comme  Ic.point  d'application  de 
la  résultante  :  c'est  donc  l'équation  même  de  la  résultante.' 
Elle  deviendrait  impossible  si  l'on  avait  X==o,  ¥  =  0, 
sans  avoir  N  ==  o  •,  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  géné- 
rale faite  précédemment  :  les  forces  se  réduisent  alors  à  un 
couple.  Toutes  les  fois  que  l'on  n'a  pas  X  ;=  o  ,  Y  =  o ,  la 
résultante  existe  sans  autre  condition,  et  l'on  peut  remar- 
quer que  la  condition  générale  exprimée  par  l'équation 

•  LX  +  MY  -I-  NZ  =  o 
est  satisfaite ,  puisque  l'on  a 

Lnio,.   M  =^  o,     Z  =  o. 

63.  La  troisième  équation ,  qui  détermine  la  résultante, 
peut  être  mise  sous  une  autre  forme,  en  introduisant, 
comme  précédemment,  les  moments  des  forces  par  rapport 
à  l'origine. 

Soient  R  Tintcnsitc  dç  la  résultante,  et  Rr  son  moment 
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positif  ou  négatif  5  la  force  opposée  à  R  aura  pour  mo- 
ment—  Rr,  et  l'équilibre  sera  exprimé  par  les  trois 
équations 

X,  =  X,     Y,=  Y,      — Rr4-2P//=o; 

d'où 

Kr=zlPp. 

La  troisième  apprend  que  le  moment  de  la  résultante  par 
rapporta  un  point  quelconque  du  plan  est  égal  à  la  somme 
algébrique  de  ceux  des  composantes  ;  mais  elle  deviendrait 
impossible  si  R  était  iiuUe  sans  que  Von  eût  ZPp  =  o  :  il 
n'y  aurait  donc  pas  alors  de  résultante.  Et,  en  effet,  on  voit 
que  ^  dans  ce  cas ,  les  forces  données  se  réduisent  à  un  cou- 
ple *,  dans  tout  autre  cas ,  on  obtient  une  valeur  de  r  qui 
satisfait  à  la  troisième  équation.  Il  existe  donc  une  résul- 
tante dont  t>n  connaît  la  valeur,  la  direction ,  la  distance  à 
l'origine  *,  de  plus,  le  sens  dans  lequel  elle  tend  à  faire  tour- 
ner autour  de  ce  point  est  connu  par  le  signe  du  moment  Rr; 
la  résultante  est  donc  entièrement  déterminée. 

64.  Il  est  bon  de  remarquer  qufe  l'on  a ,  pour  une  force 

quelconque ,  xY  — j^X  =  -r^?  0  désignant Tangledes  axes. 

En  effet,  une  force  P  pifeut  être  remplacée  par  une  force 
égale  et  parallèle  appliquée  à  l'origine ,  plus  le  couple  l?fj.] 
et  elle  peut  aussi  être  remplacée  par  les  deux  forces  X,  Y 
appliquées  à  l'origine ,  plus  deux  couples  dont  les  moments 
sont  xY  sin  9  et  — ylL  sinQ.  Les  deux  forces  X  et  Y  se  com- 
posent en  la  force.  P ,  appliquée  à  l'origine  :  il  est  donc  né- 
cessaire que  les  deux  couples  se  réduisent  au  premier  5  d'où 
l'on  conclut 

JF  Y  sih'p  —  rX  sin  G  =  P/? , 
ou 

Vp 
sin  0 
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et  Ton  voit  clairement  comment  les  équations 

2(^Y  — jX)=o     et    lVp  =  o 

peuvent  se  remplacer  F  une  l'autre. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires  ,  Téquation   précédonte 
devient 

xY  —  /X  =  P(x CCS  ê  —  X  cos  a )  =  P/> 
ou 

X  cos  6  —  jr COS  OL  =  p. 

Remarques  sur  la  réduction  d*un  sjstème  de  forces. 

65.  Nous  avons  démontré  qu'un  système  de  forces  ap- 
pliquées à  des  points  liés  invariablement  entre  eux ,  mais 
libres  dans  l'espace,  pouvait  toujours  être  réduit  à  une 
force  unique  et  un  couple  ;  cette  force  est  la  résultante  de 
toutes  celles  du  système ,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  choisi  arbitrairement,  et  que  nous 
nommerons  Vorigine.  Elle  est  donc  toujours  la  même  en 
grandeur  et  en  direction;  son  point  d'application  peut  seul 
changer  :  il  est  .entièrement  arbitraire.  Quant  au  couple 
résultant ,  il  dépend  du  point  où  Ton  a  transporté  toutes 
les  forces.*  Si  on  le  décompose  en  deux  autres,  dont  l'un  ait 
son  axe  dans  une  direction  donnée  et  l'autre  dans  une  di- 
rection quelconque  perpendiculaire ,  le  premier  est  égal , 
comme  nous  Tavons  démontré  n^  57,  à  la  somme  des  mo- 
ments de  toutes  les  forces  par  rapport  à  la  droite  menée- 
par  l'origine  suivant  la  direction  donnée.  Nous' allons  faire 
quelques  remarques  importantes  sur  les  moments  relatifs 
aux  droites  qui  passent  par  un  même  point ,  et  sur  les  chan- 
gements qu'ils  éprouvent  quand  ce  point  se  déplace.  Nous 
les  avons  reportés  à  la  fin  de  la  Statique ,  afin  de  ne  pas 
entraver  la  marche  du  cours.  Ce  que  nous  allons  dire  est 
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extrait  de  Fancien  Mémoire  de  M.  Poiusot,  sur  la  compo- 
sition des  moments. 

66.  Moments  par  rapport  aux  différents  axes  guipas- 
sent par  un  même  point.  —  La  somme  des  moments  de 
forces  quelconques  par  rapport  à  un  axe  s'obtient ,  comme 
nous  l'avons  vu,  en  projetant  sur  cet  axe  les  trois  sonimes 
relatives  aux  axes  coordonnés  rectangulaires  qui  passent  en 
ce  point,  oïl  plus  simplement,  en  projetant  le  moment  ré- 
sultant ou  celui  du  couple  résultant  sur  ce  même  axe.  Ainsi, 
quand  on  aura  déterminé  en  direction  et  en  grandeur  l'axe 
du  couple  résultant  relatif  à  une  certaine  origine  y  il  suf- 
fira de  le  projeter  sur  une  droite  quelconque  passant  par 
ce  point ,  pour  obtenir  la  somme  des  moments  des  -forces 
par  rapport  à  cette  droite.  D'où  résultent  les  propositions 
suivantes  : 

Si  Von  considère  les  sommes  des  moments  d'un  système 
quelconque  de  forces  par  rapport  à  toutes  les  droites,  qui' 
passent  par  un  même  point,  la  somme  maximum  sera 
celle  qui  correspondra  à  Vaxe  du  couple  résultant  relatif 
à  ce  point  pn's  pour  origine. 

La  somme  des  moments  sera  la  même  pour  toutes  les 
droites  qui  fêtant  le  même  angle  ay^ec  Vaxe  du  couple  ré- 
sultant.  Elle  sera  nulle  pour  toutes  les  droites  perpendi- 
culaires à  cet  axe. 

67.   Comparaison  des  moments  maxima  relatifs  à  dif- 
férents points^  —  Soient  A  [fig*   20)  une  origine  quel- 
^  conque ,  AR  la  résultante  des  forces   transportées  eu  ce 
'  point,  et  AM  la  direction  et  la  grandeur  de  Taxe  du  couple 
résultant  correspondant.  Pour  obtenir  le  couple  résultant 
relatif  à  une  autre  origine  quelconque,  il  suffirait  de  com- 
poser avec  le  premier  un  nouveau  couple  formé   de  la. 
force  R  et  d'une   force  R'  parallèle  et   contraire  menée 
par  A';   d'où  l'on  conclut   d'abord  que   si  A'  est  sur  la 
droite  AR ,  oc  dernier  couple  est  nul  ^  et  le  couple  résiJtant 
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est  le  même  qu^au  point  A.  On  a  donc  celte  première  pro- 
position :  ' 

Le  couple  résultant  est  le  même  en  grandeur  et  en  di- 
rection pour  tous  les  points  d'une  même  droite  quelconque 
parallèle  à  la  résultante. 

En  d'autres  termes  ;  Pour  tous  les  points  d'une  même 
droite  parallèle  à  la  résultante,  les  axes  de  moment 
maximum  sont  parallèles^  et  ce  moment  a  la  même  va- 
leur. 

Supposons  maintenant  que  le  point  A'  ne  soit  pas  sur  la 
direction  AR  de  la  résultante  relative  au  point  A,  le  couple 
qu'il  faudra  composer  avec  AM  aura  son  axe  perpendicu- 
laire au  plan  RAA',  et,  par  conséquent ,  à  la  droite  AR.  Si 
l'on  fait  mouvoir  le  point  A',  cet  axe  pourra  prendre  toutes 
les  directions  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AR  •,  aucune  ne 
sera  celle  de  AM  si  l'angle  Q  n'est  pas  droit,  c'est-à-dire  si 
le  système  des  forces  n'a  pas  de  résultante  unique  :  ainsi,  en 
exceptant  ce  cas  particulier,  la  direction  de  l'axe  du  couple 
résultant  sera  différente  de  AM  si  A'  n'est  pas  sur  AR.  Les 
directions  diverses  de  Taxe  du  couple  RR'  feront  avec  AM, 
les  unes  un  angle  aigu ,  les  autres  un  angle  obtus ,  si  AM 
et  AR  n'ont  pas  la  même  direction.  Les  axes  qui  feront  un 
angle  aigu  avec  AM  donneront  un  couple  résultant  plus 
grand  que  AM  ;  ceux  qui  feront  un  angle  obtus  pourront 
donner  uû  couple  résultant  plus  grand  ou  plus  petit  que  AM, 

suivant  la  grandeur  du  moment  du  couple  R,  R'  qui  peut 
varier  de  zéro  à  l'infini ,  en  changeant  la  distance  de  A'  à 
AR.  D'où  Ton  voit  que  le  moment  maximum  relatif  au 
|>oint  A ,  comparé  à  ceux  qui  correspondent  aux  divers  axes 
passant  par  A',  sera  plus  petit  que  les  uns  et  plus  grand  que 
les  autres,  si  les  directions  AM,  AR  sont  différentes 5  mai« 
si. elles  se  confondent,  les  deux  cpuples  à  composer  auront 
toujours  leurs  axes  perpendiculaires  entre  eux ,  et,  par  con- 
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séqucnt,  donneront  un  couple  résultant  plus  grand  que  AM. 
D'où  résulte  cette  proposition  : 

Le  point  de  V espace  pour  lequel  le  moment  du  couple 
résultant  est  le  plus  petit  y  est  celui  pour  lequel  la  direc- 
tion de  l'axe  de  ce  couple  se  confond  ay^ec  celle  de  la  ré- 
sultante. 

Et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi  tout  à  l'heure,  si 
l'on  trouve  un  point  jouissant  de  cette  propriété ,  tous  les 
points  de  la  parallèle  à  la  résultante^menée  par  ce  point  en 
jouiront  de  même;  et  tous  les  axes  des  couples  résultants, 
ou ,  en  d'autres  termes ,  les  axes  pour  lesquels  la  somme 
des  moments  des  forces  est  maximum ,  considérés  pour  tous 
les  points  de  cette  droite,  se  confondent,  puisqu'ils  sont 
parallèles  à  cette  droite  même  \  de  sorte  qu'il  n'existe  dans 
Tespace  quVn  seul  axe  tel ,  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  lui  soit  plus  grande  que  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  un  de  ses  points ,  et  en  même 
temps  soit  moindre  que  la  somme  maximum ,  relative  à  tout 
point  situé  en  dehors  de  lui.  C'est  à  cet  axe  que  M.  Poinsot 
donne  le  nom  à^axe  central  des  moments, 

68.  Détermination  de  l'axe  central,  —  Pour  obtenir 
l'axe  central,  il  faut  choisir  le  point  A',  de  telle  sorte  que 
la  perpendiculaire  au  plan  RAA',  ou  l'axe  du  couple  RR', 
soit  dans  le  plan  MAR.  Il  suffira ,  pour  cela ,  de  prendre  A' 
dans  le  plan  mené  par  AR  perpendiculairement  au  plan 
MAR ,  et  du  côté  de  AR ,  pour  lequel  le  sens  du  couple  don- 
nera à  l'axe  la  direction  AN  et  non  la  direction  opposée, 
parce  qu'il  faut  que  AR  soit  dans  l'angle  des  directions  des 
deux  axes  composants.  Cela  posé,  il  suffira  de  prendre  le 
point  A'  à  une  distance  de  AR  telle,  que  le  moment  du 
couple  soit  égal  au  côté  MB  du  parallélogramme  MB  AN.  Si 
jdonc  on  désigue  par  G  le  moment  du  premier  couple  résul- 
tant AMj  par  K  celui  du  nouveau  couple  résultant^  par/? 
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la  dislauce  de  A'  à  AR5  par  9  l'angle  MAR ,  le  momenl  du 
couple  RR'  sera  R/>,  et  Ton  aura 

LX  4-  MY  -h  NZ 
^"^  '  =  GR  ' 

K  =  Gcosô.:î^^^^^t^,      R;,  =  GsinO. 

Le  poînt  A'  est  ainsi  déterminé  autant  qu'il  doit  Têtre;  ce 
sera  l'un  quelconque  de  ceux  de  la  parallèle  à  AR  menée  à 

la  distance — - —  de  AR,  dans  le  plan  perpendiculaire  au 

plan  MAR  conduit  suivant  AR,  et  du  côté  de  AR  que  nous 
avons  indiqué.  Si  Ton  veut  prendre  en  particulier  le  point 
situé  sur  la  perpendiculaire  au  plan  MAR  mené  par  A,  ses 
coordonnées  û,  fc,  c  se  détermineront  par  les  équations  sui- 
vantes ,  en  prenant  le  poînt  A  pour  origine  :  . 

«5  _|_    ^2  -I-  C'  =     — —  , 

.  aX-i-bY -hcZ=zo,      rtL  +  6M-hcN=:o. 

Les  deux  dernières  expriment  que  la  droite  A  A' est  perpendi- 
culaire sur  la  résultante ,  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z, 
et  sur  l'axe  du  couple  résultant,  dont  les  axes  composants 
sont  L,  M,  N.  La  première  exprime  que  la  longueur  AA' 
est  égale  à  p.  Ces  trois  équations  donnent  deux  points  dont 
les  coordonnées  sont  égales  et  de  signes  contraires  \  mais  un 
seul  devra  être  choisi  :  c'est  celui  qui  donne  au  couple  RR' 
le  sens  que  nous  avons  indiqué  précédemment. 

Le  point  A'  étant  ainsi  déterminé ,  la  parallèle  à  la  ré- 
sultante menée  par  ce  point  sera  Vaxe  central  y  et,  nous  le 
répétons ,  la  direction  de  cet  axe  est,  pour  un  quelconque  de 
ses  points,  celle  de  l'axe  du  moment  maximum;  et  ce  mo- 
ment est  moindre  que  le  maximum  correspondant  à  tout 
autre  point  de  l'espace. 
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69.  Disposition  de  tous  les  axes  autour  de  l'axe  cerh- 
tral,  , —  Concevons  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à 
l'axe  central;  ce  que  nous  dirons  de  tous  les  points  de  ce 
plan  s'appliquerait  identiquement  à  ceux  de  tout  autre  plan 
parallèle,  et,  par  conséquent,  à  tous  ceux  de  l'espace. 

Soient  AR  {Jïg-  21)  cet  axe,  et  A'  un  point  quelconque 
du  plan  perpendiculaire  mené  par  A.  En  prenant  ce  nou- 
veau point  pour  origine ,  il  faudra  composer  le  couple  résul- 
tant dont  l'axe  est  AM  en  direction  et  en  grandeur,  avec  le 
couple  situé  dans  le  plan  RAA',  ayant  pour  moment  Rp, 
p  désignant  la  longueur  A  A'.  L'axe  du  couple  résultant 
sera ,  en  direction  et  en  grandeur,  la  diagonale  AB  du  rec- 
tangle construit  sur  AM  et  la  ligne  AN  égale  à  R/;  et  per- 
pendiculaire au  plan  RA A'.  Désignons  par  ç  Tangle  de  Taxe 
résultant  avec  Taxe  central,  et  par  H  le  moment  résultant; 
on  aura 

Rz? 

tang  (p  =  -f  ,      K-  =.  R>'  +  G^ 

(jr 

Les  valeurs  de  K  et  (p  ne  dépendant  que  de  ^,  il  s'ensuit 
que  pour  tous  les  points  d'une  même  circonférence  décrite 
du  centre  A  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AR,  les  mo- 
mfents  maxima  sont  égaux  et  leurs  axes  forment  un  hyper- 
boloïde  de  révolution  autour  de  l'axe  central,  dont  la  cir- 
conférence  que  l'on  considère  forme  le  cercle  de  gorge,  et 
le  demi-axe  imaginaire  de  l'hyperbole  génératrice  a  pour 

valeur  -•  Si  Ton  prend  p  comme  abscisse,  et  le  moment 

correspondant  K  comme  ordonnée ,  on  construira,  d'après 
Téquation  ci-dessus,  une  hyperbole  dont  l'axe  réel  sera  di- 
rigé suivant  AR  et  aura  pour  valeur  2 G.  Son  demi-axe  ima- 

G 

^inaire  sera  -  comme  pour  l'autre  hyperbole. 

Ainsi ,  l'axe  central  jouit  de  la  propriété,  que  pour  tous 
les  points  d'une  surface  cylindrique  quelconque  dont  il  est 
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Taxe ,  le  ihomcDl  maximum  a  la  même  valeur  j  l'axe  de  ce 
moment  a  la  même  direction  pour  tous  les  points  d'une 
même  arête  de  ce  cylindre ,  il  change  de  direction  en  passant 
d'une  arête  à  une  autre,  en  conservant  la  même  inclinaison 
sur  l'axe  et  la  même  distance.  La  valeur  du  moment  maxi- 
mum augmente  indéfiniment  avec  la  distance  de  l'origine  à 
Taxe  central  -,  et  l'angle  de  son  axe  avec  Taxe  central  a  pour 
limite  l'angle  droit. 

70.  Cas  où  le  système  des  forces  a  une  résultante.  — 
Si  Tpn  prend  pour  origine  un  point  quelconque  de  celte  ré- 
sultante ,  le  couple  correspondant  sera  nul ,  et ,  par  consé- 
quent, cette  d-roite  sera  Tai&e  central  lui-même.  Les  formules 
précédentes  donnent ,  en  effet ,  /?  =  o  quand  on  suppose 
G  =  o.  Si  maintenant  on  prend  une  origine  quelconque  en 
dehors  de  la  résultante  unique,  on  aura  un  couple  résultant 
dont  le  plan  sera  celui  qui  passera  par  l'axe  central  et  la 
nouvelle  origine.  Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  tous  les 
points  d^un  même  plan  quelconque  passant  par  la  résul- 
tante unique  donnent  des  couples  résultants  ^  dont  les 
axes  sont  parallèles. 

Mais  les  moments  dé  ces  couples  ne  sont  pas  égaux  ;  ils 
sont  proportionnels  à  la  distance  de  l'origine  qui  leur  cor- 
respond à  la  résultante  générale.  Us  n'ont  donc  la  même 
valeur  que  pour  les  points  situés  sur  deux  parallèles  équi- 
distantes  de  cette  résultante,  et,  de  plus,  le  sens  de  ces 
couples  n'est  le  même  que  pour  les  points  d'une  même  pa- 
rallèle. 

Cas  où  la  résultante  est  nulle.  —  Si  la  résultante  est 
nulle,  le  changement  d'origine  n'introduit  aucun  nouveau 
couple,  et,  par  conséquent,  le  couple  résultant  a  toujours 
le  même  moment ,  et  son  plan  la  même  direction ,  quelle 
que  soit  l'origine  où  l'on  transporte  les  forces. 
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CHAPITRE  VIL 

ÉQUILIBRE  DE  SYSTÈMES  DE  FIGURE  VARIABLE  COMPOSÉS 
DE  PLUSIEURS  SYSTÈMES  RIGIDES. 

71 .  Lorsque  tous  les  points  d'un  système  ne  sont  pas  in- 
variablement liés  les  uns  aux  autres ,  on  ne  peut  plus  faire 
les  compositions  et  décompositions  qui  réduisent  toutes  les 
forces  à  une  seule  force  et  un  seul  couple.  Le  principe  gé- 
néral d'après  lequel  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  con- 
siste en  ce  qu'il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  que 
chacun  des  systèmes  rigides  partiels  soit  en  équilibre,  au 
moyen  des  forces  qui  agissent  sur  lui ,  et  qui  se  composent 
tant  des  forces  données  que  de  celles  qui  naissent  de  sa  liai- 
son avec  les  autres  systèmes.  Pour  fixer  les  idées,  supposons 
que  ces  liaisons  consistent  en  des  fils  flexibles  ou  des  tiges 
rigides,  dont  les  extrémités  soient  fixées  à  deux  points  ap- 
partenant à  des  systèmes  différents  ;  ou  bien  encore  que  des 
surfaces  appartenant  à  deux  systèmes  soient  en  contact  l'une 
avec  l'autre  et  se  pressent  mutuellement. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi ,  chaque  fil  étant  lui-même 
en  équilibre  doit  être  tiré  dans  le  sens  de  sa  longueur,  par 
deux  forces  égales  et  contraires,  dont  l'une  agira  sur  le 
premier  des  systèmes,  l'autre  sur  le  second*,  chacun  des 
deux  étant  tiré  par  Tautre. 

Si  les  fils  devenaient  entièrement  rigides,  et  ne  pou- 
vaient ni  augmenter  ni  diminuer  de  longueur,  l'équilibre 
d'une  quelconque  de  ces  verges  ou  tiges  rigides  exigerait 
que  les  deux  forces  appliquées  à  ses  extrémités  fussent 
égales,  contraires  et  dirigées  suivant  cette  verge 5  mais  la 
force  appliquée  à  chaque  corps  ne  sera  pas  nécessairement 
une  traction  exercée  par  l'autre,  comme  dans  le  cas  d'un 
fil  flexible;  elle  pourra  être  dans  le  sens  opposé.   • 
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S'il  s'agit  de  deux  surfaces  en  contact ,  les  forces  détruites 
par  une  surface  étant  toujours  supposées  normales  à  cette 
surface ,  il  en  résulte  que  chacun  des  deux  systèmes  est  solli- 
cité par  une  force  dirigée  suivant  la  normale  commune;  ces 
deux  forces  sont  de  sens  contraires,  et  chaque  système^ 
au  lieu  d'être  tiré  du  côté  de  l'autre,  comme  dans  le  cas 
d'un  fil,  est  au  contraire  poussé  par  lui.  Quant  à  l'inten- 
sité des  deux  forces  normales ,  elle  est  évidemment  la  même  ; 
car  la  résistance  d'une  surface  ne  peut  détruire  une  force 
qu'en  en  développant  une  autre  exactement  égale  et  op- 
posée. 

Ainsi ,  dans  tous  les  cas  où  la  communit^atiôn  d^s  sys- 
tèmes partiels  s'effectue  par  des  fils  flexibles ,  des  tiges 
rigides ,  ou  des  contacts  de  surfaces  rigides ,  il  se  développe 
d'un  système  à  un  autre  des  forces  inconnues,  égales  deux 
à  deux  et  de  sens  contrai res> 

'  Ces  différents  modes  de  communication  sont  à  peu  près 
les  seuls  qu'il  soit  utile  de  considérer.  Dans  les  autres  cas 
qui  poiirront  se  présenter,  on  reconnaîtra  toujours  que  les 
forces  développées  par  les  liaisons  seront  dies  actions  et 
réactions  égales  et  contraires^  parce  qu'une  force  ne  peuj 
être  détruite  que  par  une  force  égale  et  opposée. 

Lorsque  les  systèmes  rigides  sont  ce  que  l'on  appelle  des 
machines  simples,  comme  le  levier,  le  treuil,  etc.,  leur  en»- 
semble  forme  ce  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  machine 
composée. 

73,  Cela  posé,  on  pourra,  d'après  les  théories  précédentes^ 
former  les  équations  d'équilibre  de  chaque  système  rigide^ 
dont  le  nombre  pourra  varier  de  un  à  six  pour  chacun 
d'eux.  En  éliminant  les  forces  provenant  des  liaisons,  on 
aura  les  équations  auxquelles  devront  satisfaire  les  forces 
données  pour  que  le  système  composé  soit  en  équilibre  ;  et 
les  équations  qui  auront  servi  à  l'élimination  feront  con^^ 
naître  les  valeurs  de  toutes  les  forces  de  liaison ,  et  leurs 
I.  5 
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directions,  quand  elles  ne  seront  pas  données  immëdiato- 
ment. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équilibre  de  chaque  système 
n'exigerait  qu^une  équation,  et  où  la  communication  de 
l'un  à  l'autre  ne  donnerait  lieu  qu'à  deux  forces  ^ales  et 
contraires ,  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  équa- 
tion nécessaire  pour  l'équilibre  des  forces  données. 

En  eifet,  soit  m  le  nombre  des  systèmes;  on  aura  m 
équations  d'équilibre,  et  m — i  forces  inconnues,  déve- 
loppées par  la  communication  du  premier  avec  le  second , 
du  second  avec  le  troisième ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  /n'^"**. 

Soient  Xi ,  Xj , . . . ,  X,„_i  ces  m  —  i  forces.  La  première 
équation  renfermera  Xi ,  la  seconde  Xi  et  Xs ,  la  troisième 
Xa  et  Xs ,  enfin  la  dernière  ne  renfermera  que  X,^_i  sans 
compter  toutes  les  forces  données. 

TirantXidela  première  et  le  reportant  dans  la  seconde; 
puis  X«  de  celle-ci  et  le  reportant  dans  la  troisième;  et 
continuant  ainsi ,  on  arrivera  à  une  dernière  équation  ne 
renfermant  plus  que  les  forces  données.  Ce  sera  la  condi- 
tion unique  de  leur  équilibre  ;  et  toutes  les  équations  précé- 
dentes feront  connaître  Xi ,  X^ , . . . ,  X^__, . 


Exemples  divers, 

73.  Premier  exemple.  —  Considérons  en  premier  lieu 
deux  leviers,  c'est-à-dire  deux  systèmes  rigides  liés  respec- 
tivement à  deux  points  fixes  O,  O'  (fig.  22)  autour  des- 
qttelsils  peuvent  tourner  librement,  et  sollicités  par  de» 
forces  quelconques.  Un  fil  flexible  a  ses  extrémités  fixées  en 
deux  points  M ,  M' de  ces  corps.  On  demande  les  conditions 
d'équilibre  de  ce  système,  qui  est  dans  une  position  donnée 
où  le  fil  a  tous  ses  points  en  ligne  droite  et  peut  avoir  une^ 
tension  inconnue  quelconque. 
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En  désignant  cette  tension  inconnue  par  X,  le  levier  MO 
sera  en.équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  direç^^. 
tement  appliquées  et  de  Ja  force  X  qui  agit  de  M  vet^  M'^ 
il  résulte  de  là  les  trois  équations  connues ,  qui  renferment 
chacune  X  au  premier  degré.  De  même  le  corps  M'O' 
sera  en  équilibré  sous  Faction  des  forces  qui  y  sont  appli- 
quées ,  et  de  la  force  X  qui  agit  de  M'  vers  M.  On  trouve 
ainsi  trois  nouvelles  équations  qui  renferment  encore  X  au 
premier  degré. 

Tirant  la  valeur  de  X  de  Fune  de  ces  six  équations,  ort 
connaitra  la  tension  du  fil  ^  et  la  reportant  dans  les  cinq 
autres,  on  aura  les  équations  de  condition  auxquelles  doi- 
vent satisfaire  les  forces  données  pour  que  le  système  soit 
en  équilibre. 

74».  Deuxième  exemple»  -^  Considérons  maintenant  ua 
levier  ^  un  treuil  ^  lé  premier  pouvant  tourner  librement 
autour  d'un  point  O,  et  l'autre  autour  d'un  axe  AZ  (fig.  a3)* 
Us  sont  sollicités  par  des  forces  quelconques  et  se  touchent 
en  un  point  M.  On  demande  les  conditions  pour  qu'il  y  ait 
équilibre,  et  la  valeur  de  la  pression  mutuelle  en  M. 

Désignant  par  X  Fintepsité  inconnue  de  cette  pression ,  le 
corps  MO  sera  en  équilibre  sous  Faction  des  forces  qui  y 
sont  directement  appliquées  et  de  la  force  X  dirigée  suivant 
MN.  U  résultera  de  là  trois  équations  qui  renfermeront  X 
et  les  forces  proposées. 

Le  second  corps  sera  en  équilibre  sous  Faction  des  forces 
qui  y  sont  appliquées  et  de  X  qui  sera  dirigée  de  M  vers  IN'. 
L'équilibre  de  ce  corps,  qui  ne  peut  que  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  conduira  à  une  équation  unique  renfermant  X.  On 
aura  ainsi  quatre  équations,  dont  l'une  fera  connaître  X^ 
et  les  trois  autres  donneront ,  parla  substitution  de  cette 
valeur ,  trois  équations  de  condition  entre  les  quantités  don- 
nées. 


75.    Troisième  exemple.  —  Prenons  maintenant  pour 


5. 


68  cons  DC  MÈCA^nQuc. 

exemjde  un  polygone  formé  par  des  droites  rigides  dont 
les  angles  peuvent  Tarier  sans  opposer  de  résistance ,  et  dont 
les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  des  courbes  don- 


Soient  ABCDE  {fig.  q4)  ce  polygone,  P,  Q,  R,  S,  T  les 
résultantes  des  forces  appliquées  respectiTement  aux  points 

Chacun  de  ces  points  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des 
forces  qui  agissent  immédiatement  sur  lui  et  de  la  résistance 
de  la  courbe  ;  et ,  par  conséquent ,  la  résultante  de  ces  forces, 
abstraction  faite  de  cette  résistance ,  doit  être  normale  à  la 
coitrbe. 

De  même ,  chaque  <:6té  doit  être  en  équilibre  au  moyen 
des  forces  de  tout  genre  qui  y  sont  appliquées  \  ce  qui  exige 
que  les  deux  réstiltantes  de  toutes  celles  qui  agissent  sépa- 
rément en  A  et  en  B  sur  cette  tige  soient  égales  et  directe* 
ment  opposées ,  et ,  par  suite ,  que  cette  directicm  soit  celle 
du  côté  lui-même. 

n  suit  de  là  que  la  résistance  de  ce  côté  consiste  en  deux 
forces  appliquées  en  A  et  B ,  et  détruisant  chacune  des  deux 
précédentes.  De  sorte  qu'ime  tige  rigide  peut  être  (x>nsi- 
dérée  comme  produisant  deux  forces  égales  et  contraires , 
agissant  dans  la  direction  de  cette  tige. 

Cela  posé ,  désignons  par  X ,  Y,  Z ,  U  les  forces  que  pro- 
duisent ainsi  les  divers  côtés  du  polygone.  Soient  a,  i,  Cy 
d^  e  les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P,  Q,  R, 
S,  T  avec  les  tangentes  aux  courbes  données,  considérées 
dans  des  sens  déterminés;  a^a'  les  angles  que  les  direc- 
tions des  deux  forces  X  font  avec  les  tangentes  en  A  et 
B  ;  6,  6'  les  angles  des  forces  Y  avec  les  tangentes  en  B  et 
C;  et  ainsi  de  suite. 

L'équilibre  du  point  A  donnera  la  condition 

P  cos rt  -f-  X  cos  a  =  o. 
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L'équilibre  du  point  B  donnera 

X  ces  a'  -h  Q  CCS  ^  +  Y  ces  6  =  0, 
et  Ton  trouvera  de  même  pour  les  autres  points , 

Y  CCS  6'  -f-  R  cos  r  4-  Z  ces  7=0, 
Z  cos  7'  -f-  S  cos  rf  -h  U  cos  ^  =  o , 
U  cos^'  -h  T  cos  e  =r  o. 

Éliminant  X,  Y,  Z,  U  entre  toutes  ces  équations,  il  en 
reste  une  seule  entre. les  forces  données,  qui  sera  la  condi- 
tion d'équilibre  du  système.  Les  autres  feront  connaître  les 
intensités  des  forces  X,  Y,  Z,  U. 

Quant  au  sens  dans  lequel  elles  agissent,  et  qui  n'est 
pas  connu  d'avance,  il  sera  déterminé  par  les  signes  que  de- 
vront avoir  les  cosinus  des  angles  a,  a',  ê,  S',  etc.  Ainsi, 
la  première  équation  faisant  connaître  le  signe  de  cos  oc ,  dé- 
termine le  sens  de  la  force  X  provenant  de  la  tige  AB  et 
agissant  en  A  ]  d'où  résulte  le  sens  de  la  seconde  force  X  ap- 
pliquée en  B,  et,  par  suite,  le  signe  de  cos  a\  La  seconde 
équation  fera  connaître  ensuite  le  signe  de  cos  6 ,  d'où  résul- 
tera le  sens  de  la  force  Y  agissant  en  B  ^  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'au dernier  côté. 

76.  Si  l'une  des  tiges  était  normale  à  Tune  des  courbes, 
il  en  résulterait  des  conséquences  particulières  qu'il  est  ton 
de  remarquer.  Supposons ,  par  exemple,  que  BC  soit  donnée 
normale  à  la  courbe  en  B  ;  on  aura 

cos  €  =  o , 

et  les  deux  premières  équations  donneront,  par  l'élimina- 
tion de  X ,  une  équation  de  condition  qui  ne  sera  autre  que 
la  condition  d'équilibre  des  deux  forces  P  et  Q  qui  seraient 
appliquées  à  la  tige  unique  AB,  dont  les  extrémités  seraient 
liées  aux  deux  premières  courbes.  En  effet,  cela  devait 
<^trc,  puisque  la  force  Y  étant  détruite  par  la  résistance  dq 
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la  courbe  en  B,  doit  être  considérée  comme  n'existant  pf^s 
pour  les  points  situés  du  côté  de  B  que  Ton  considère. 

Les  trois  autres  équations  donneront ,  par  Félimination 
de  Z  et  U,  une  équation  qui  sera  celle  de  l'équilibre  du  sys- 
tème C,  D,  E  considéré  isolément,  et  dans  lequel  il  y  au-^ 
rait  une  force  indéterminée  Y  agissant  en  G  suivant  la  ligne 
BC,  dans  l'un  quelconque  des  deux  sens.  En  efiet,  cette 
lige  BC  peut  être  sollicitée  par  une  force  quelconque  en  c 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  sans  qu'il  en  puisse  résultei^ 
aucun  déplacement ,  vu  quVUe  sera  détruite  par  la  résis<- 
tance  de  la  courbe  à  laquelle  elle  sera  normale  en  B. 

77.  Quatrième  exemple.  —  Considérons  maintenant  un 
système  de  points  liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles  et  inex- 
tensibles, et  formant  ce  que  l'on  appelle  un  polygone  funi^ 
culaire.  Dans  ce  cas,  les  systèmes  rigides  partiels  se  rédui- 
sent à  de§  points.  Soient  A,  B,  C,  D  (Jig-  aS)  ces  points; 
U,  P,  Q,  R,  S,  V  les  forces  qui  y  sont  appliquées,  et4ont 
les  deux  extrêmes  U,  V  agissent  par  l'intermédiaire  des  fils 
pu  cordons  AU,  DV. 

Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre ,  il  faut  que  chacun 
des  points  A,  B,  C,  D  soit  en  équilibre  au  moyen  des 
forces  qui  y  sont  appliquées.  Ainsi ,  par  exemple ,  le  point  B 
est  sollicité  par  trois  forces  qui  sont  les  efforts  exercés  par 
les  cordons  BA,  BC,  et  la  force  Q  •,  ces  trois  forces  diront 
donc  être  dans  un  même  plan ,  et  chacune  d'elles  propôrr 
tionnelle  au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres.  Mais  Téqui- 
libre  de  chacun  des  cordons  exige  encore  qu'il  soit  tiré  par 
des  forces  égales  et  contraires ,  et  dont  l'intensité  se  nomme 
la  tension  du  cordon.  Au  moyen  de  ces  conditions ,  on 
pourra  déterminer  les  tensions  de  tous  les  cordons  ^  et  le^ 
rapports  des  forces  entre  elles  lorsque  l'on  connaîtra  la 
figure  du  polygone  en  équilibre. 

78.  On  peut  déterminer  très-simplement  la  tension  T 
d'un  cordon  quelconque  CD,  en  observant  qu'il  y  a  équi- 
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libre  entre  cette  force  T  et  la  partie  du  système  qui  est  si- 
tuée d'un  côté  quelconque  de  CD.  Considérons  par  exemple 
les  forces  U,  P,  Q ,  R  et  T  ^  elles  ne  cesseront  pas  d'être  en 
équilibre  si  Ton  rend  inflexible  le  polygone  ABC  ]  et ,  par 
conséquent,  la  force  T  est  égale  et  opposée  à  la  résultante 
des  forces  U,  P,  Q,  R.  Et  comme  ou  peut  transporter  des 
forces  en  un  point  quelconque  de  leur  résultante  sans 
changer  leur  effet ,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

La  tension  d^un  cordon  quelconque  est  la  résultante 
de  toutes  les  forces  situées  d'un  même  côté  de  ce  cordon, 
et  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  quel- 
conque  de  ses  points. 

79.  Si  l'une  des  forces  était  appliquée  à  un  point  mo- 
bile sur  le  fil,  par  exemple  à  un  anneau  qui  pût  glisser 
librement  sur  ce  fil ,  l'équilibre  exigerait  une  condition  par- 
ticulière. 

Soit  P  la  force  appliquée  à  Tanneau  M,  et  supposons 
l'équilibre  établi  ;  il  ne  sera  pas  troublé  si  l'on  rend  fixes 
les  deux  points  A  et  B.  Mais  alors  le  point  M  [fig*  26)  ne 
pourrait  se  mouvoir  que  sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  dont  A  et  6  seraient  les  foyers  \  on  peut  donc 
faire  abstraction  du  fil  et  supposer  que  le  point  est  assujetti 
à  rester  sur  cette  surface  fixe.  U  est  donc  nécessaire,  pour 
son  équilibre,  que  la  force  P  qui  le  sollicite  soit  normale  à 
rellipsoïde,  et,  par  conséquent,  partage  l'angle  AMB  en 
deux  parties  ^ales.  Ainsi ,  quand  un  des  points  d'applica- 
tion des  forces  sera  mobile  sur  le  fil ,  la  direction  de  la  force 
devra  diviser  en  deux  parties  égales  l'angle  des  deux  cor- 
dons correspondants,  et  leur  tension  sera  la  même. 

Il  en  serait  de  même  si  l'anneau  étant  fixe,  le  fil  pouvait 
glisser  sur  lui  sans  résistance^  car  l'équilibre  aurait  évi- 
demment lieu,  en  supposant  égales  les  tensions  suivant  MA, 
MB 5  et,  par  conséquent,  il  y  aurait  mouvement  si  l'on  aug- 
mentait l'une  des  deux. 
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80.  Lorsqux^  le  polygone  est  en  équilibre,  il  y  sera  en- 
core si  l'on  rend  sa  figure  invariable;  et,  par  conséquent, 
toutes  les  forces  extérieures  qui  y  sont  appliquées  doivent 
satisfaire  aux  conditions  d  équilibre  d'un  système  rigide.  Si 
donc  on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point,  elles  doivent  donner  une  ré3ultante  nulle,  ce 
qui  donne  trois  équations. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on 
pourra  donner  au  polygone  une  figure  telle ,  que  les  forces 
données  de  grandeur  et  de  direction  s'y  fassent  équilibre. 

En  effet,  plaçons  arbitrairement  le  point  A  {fig>  25), 
et  donnons  au  cordon  AB  la  direction  opposée  à  la  résul- 
tante de  U  et  P,  et  une  tension  égale  à  cette  résultante. 
Donnons  ensuite  au  cordon  BC  une  direction  contraire  à  la 
résultante  de  la  force  Q  et  de  la  tension  du  cordon  AB,  et 
une  tension  égale  à  cette  résultante;  et  continuons  ainsi 
jusqu'au  dernier  sommet  D  :  la  direction  et  l'intensité  qu'il 
faudra  donner  à  la  force  qui  tiendra  ce  point  en  équilibre, 
seront  telles  que  le  polygone  entier  y  sera  lui-même  *,  elle 
sera  donc  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces  U ,  P, 
Q,  R,  S  transportées  en  D,  et,  par  conséquent,  sera  la 
force  donnée  V.  On  peut  donc  toujours  donner  au  polygone 
une  fornae  telle ,  que  des  forces  données  de  grandeur  et  de 
direction  s'y  fassent  équilibre,  pourvu  que,  transportées  en 
un  même  point,  elles  s'y  détruisent.  Cette  conséquence 
étant  indépendante  du  nombre  des  côtés  du  polygone ,  aura 
lieu  encore  à  la  limite  lorsque  les  côtés  tendant  vers  zéro,  il 
s -approchera  indéfiniment  de  se  confondras  avec  une  courbe. 

81 .  Si  les  extrémités  du  cordon  sont  fixes,  les  forces  U 
et  V  ne  sont  plus  données ,  et  l'on  peut  encore  se  proposer 
de  déterminer  la  forme  du  polygone  en  équilibre  et  les  va-r 
leurs  de  ces  deux  farces. 

Pour  cela,  on  partira  de  la  première  extrémité  fixeU, 
et  l'on  supposera  connues  les  trois  composantes  de  la  teur 
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sion  U5  on  dëlerminera ,  en  conséquence,  la  position  du 
point  A ,  ainsi  que  les  positions  des  autres  points  et  les  ten- 
sions de  tous  les  cordons.  Les  coordonnées  du  point  extrême 
du  dernier  cordon  seront  donc  exprimées  en  fonction  de 
celles  du  premier  point  que  l'on  peut  supposer  nulles ,  et 
des  trois  composantes  de  la  force  U.  En  égalant  ces  expres- 
sions aux  valeurs  données  des  coordonnées  du  second  point, 
fixe,  on  aura  trois  équations  qui  détermineront  ces  compo-. 
santés ,  ainsi  que  toutes  les  tensions ,  et  le^  positions  de  tous 
les  sommets. 

82.  Si  les  directions  des  deux  cordons  extrêmes  se  ren- 
contrent, les  forces  U,  V  ont  une  résultante  :  d'où  il  suit 
cpe  les  forc^  P,  Q,  R,  S  en  ont  une  égale  et  opposée;  et, 
par  conséquent ,  lorsque  le  polygone  est  en  équilibre  et  que 
les  deux  extrémités  sont  fixes,  on  connaîtra  T effort  exercé 
sur  chacune  d'elles  en  prolongeant  les  cordons  qui  y  abou- 
tissent,  puis  transportant  à  leur  point  de  concours  les  forcés . 
données  et  les  décomposant  en  deux  forces  dirigées  suivant 
ces  mêmes  cordons.  Chacune  de  ces  composantes  mesurera 
la  tension  du. cordon  correspondant,  et  TefTort  qui  sera 
exercé  sur  le  point  fixe  où  il  est  attaché. 

83.  Lorsque  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S  [fig-  27)  «ont 
parallèles ,  il  est  facile  de  voir  que  tout  le  système  est  com- 
pris dans  un  même  plan.  Supposons,  de  plus,  que  Tun  des 
cordons  ^  BC  par  exemple ,  soit  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion des  forces  ;  remplaçonfr-le  par  une  force  égale  à  «a  ten- 
sion, et  ne  considérons  que  les  forces  situées  d'un  même 
côté  de  ce  cordon.  La  tension  d'un  cordon  quelconque  DE 
est  la  résultante  de  toutes  les  forces  situées  d'un  même 
côté  et  transportées  au  point  D  ;  donc  la  composante  per-r 
pendiculaire  aux  forces  sera  constante  pour  tous  les  cor- 
dons ,  et  égale  à  la  tension  de  BG  •,  et  la  composante  parallèle 
aux  forces  sera  la  somme  de  toutes  ces  forces  depuis  B  jus^ 
qu'en  D. 


74  jcours  de  mécanique. 

84.  Lorsqu'une  force  sollicite  un  point  qui  est  retenu 
par  plusieurs  cordons,  on  aura  la  tension  de  chacun  d'eux 
en  décomposant  cette  force  en  d'autres  qui  soient  dirigées 
suivant  tous  les  cordo.ns.  Il  y  aura  indétermination  si  leur 
nombre  est  plus  grand  que  trois  ;  et  cela  tient  à  l'hypothèse 
que  Fon  fait  de  l'inextensibilité  des  cordons.  C^est  àitisi 
que  nous  avons  déjà  vu  que  les  pressions  exercées  par  un 
corps  qui  repose  sur  un  plan  par  plus  de  trois  'points  ne 
sont  pas  déterminées  individuellement.  Dans  la  réalité,  les 
pressions  en  chaque  point  du  plan,  et  les  tensions  de 
chaque  cordon  sont  déterminées ,  parce  que  Chaque  cordon 
s'allonge ,  et  chaque  point  de  contact  d'un  corps  sur  le  plan 
cède  plus  ou  moins.  Ces  circonstances,  jointes  aux  pror 
priétés  physiques  de  la  matière  qui  les  forme,  font  con- 
naître  chaque  force  en  particulier;  mais  ces  recherches 
sont  étrangères  à  notre  cours ,  et  nous  ne  nous  en  occupe- 
rons pas. 

Equilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible  dont  tous  les 
points  sont  soumis  à  V action  de  forces  quelconques. 

85.  Soient  X ,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  Solli- 
cite un  point  quelconque  du  fil,  et  qui  est  rapportée. à 
l'unité  de  longueur,  de  sorte  qu'un  arc  infiniment  petit 
ds  soit  sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  soient 
ILds^Yds^Zds,  Les  extrémités  du  fil  peuvent  être  fixes, 
ou  sollicitées  par  des  forces  données  de  direction  et  d'in- 
tensité; il  s'agit  de  trouver  les  conditions  de  l'équilibre  du 
système ,  qui  n'est  autre  chose  qu'un  polygone  funiculaire 
d'un  nombre  infini  de  côtés. 

Or,  dans  cet  état,  un  élément  infiniment  petit  quel- 
conque du  ifil  doi  t  être  en  équilibre  au  moyen  des  forces  qui 
y  sont  appliquées-,  et  réciproquement,  si  cela  a  lieu,  le  fil 
rentier  sera  en  équilibre. 


PREMIERE    ANNÉE.     STATIQUE.  '^S 

Soit  donc  ds  un  élément  quelconque  j  îl  ne  cessera  pas 
d'être  en  équilibre  si  l'on  rend  sa  figure  invariable.  Or,  les 
forces  qui  le  sollicitent  sont  les  tensions  exercées  à  ses  extré- 
mités, qui  sont  dirigées  respectivement  suivant  les  tan- 
gentes en  ces  points  et  en  sens  inverse,  et  de  plus  les  forces 
ILfiSyYds^Zids. 

La  tràsion  T,  variant  d'une  manière  continue  en  même 

temps  que  l'arc  s  de  la  courbe,  en  est  une  fonction  conti- 

1  .         dx     dy     dz  ^  ,  r  •    i 

nue ,  ainsi  que  les  cosinus  j-  '  ;r^  '  ^  des  angles  que  fait  la 

tangente  avec  les  axes.  Les  composantes  de  la  tension  con- 
sidérée dans  le  sens  où  s  augmente  sont  donc ,  aux  deux 
extrémités  de  l'arc  ds^ 

dx  dy  dz 

1  -7^  9       1  -7-  9 .     1  —  5 

ds  ds  ds 


et 


-^-"■(•'f)'  ^ï--(4)>  <î+M'4:)- 

Supposons  les  arcs  s  comptés  à  partir  de  l'extrémité  A 
(fig»  28),  et  soit  MN  l'arc  infiniment  petit  ds.  Les  direc- 
tions des  deux  forces  tangentes  aux  points  M  et  N  se  ren- 
contrent isi  la  courbe  est  plante,  et  elles  peuvent  être  con- 
sidérées comme  se  rencontrant  même  dans  le  cas  d'une 
courbe  à  double  courbure,  parce  que  leui'  plus  courte,  dis- 
tance est  infiniment  petite  par  rapport  à  ds.  Elles  ont  donc 
une  résultante  5  et  par  conséquent  les  forces  qui  agissant  en 
tous  les  points  de  MN  doivent  avoir  une  résultante  égale  et 
opposée  à  la  première,  et,  par  suite,  comprise  dans  le  plan 
osculateur  de  la  courbe.  Les  conditions  cherchées  de  l'équi- 
libre son  t  donc  celles  de  forces  appliquées  à  un  même  point\ 
et  elles  doivent  exprimer  que  les  sommes  des  composantes 
parallèles  à  chaque  axe  sont  séparément  nulles.  Si  donc  on 
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observe  que  les  composantes  T  —  ?  T  —  >  T  y  doivent  être 
changées  de  signe ,  on  aura  les  équations  suivantes  : 


^  J  -hX<f.ç  =  o, 


(i)  /  '^*ij%')  -^Yr/5  =  o, 


^.  (T^l  -f-Zr/5  =  o. 


Si  Ton  multiplie  la  première  par  —  ?  la  seconde  par  —  ?  la 

dz 
troisième  par  ~  ?  et  qu'on   les  ajoute,   en  observant  que 

Ton  a 


(^)v(i)v(Éy=.. 


et,  par  suite^ 


dx       dx       dy       dy       dz    dz 

ds      '  ds        ds     '  ds        ds        ds 

on  obtiendra 

dT-\'Xdz-\'Ydx  -hZdz  =o, 

équation  qui  pourra  remplacer  une  quelconque  des  équa- 
tions (i). 

Dans  le  cas  le  plus  ordinaire  ^X.dx  -{-Y  dy  -{-Zdz  est  la 
différentielle  d'une  fonction  <f[Xj  y,  z),  ei  l'on  aura  alors 

et  si  l'on  connaît  la  tension  T'  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x\  y'  ^  z\  on  aura 

T  -  r  =  <p  (x',  7',  z')  -  (p  (a:, /,  z), 
de  sorte  que  Ton  connaîtra  la  tension  en  tout  autre  point, 
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en  fonction  de  ses  coordonnées-,  et  dans  tous  les  cas,  la 
différence  des  tensions  inconnues  qui  ont  lieu  en  deux  points 
du  fil  ne  dépendra  que  des  coordonnées  de  ces  points.  La 
valeur  de  T  étant  substituée  dans  deux  des  équations  (i) , 
on  aura  les  équations  de  la  courbe  formée  par  le  fll. 

86.  Fil  sollicité  par  des  forces  normales  » — Si  la  force 
dont  les  composantes  sont  X ,  Y,  Z  était  normale  en  tous 
les  points  de  la  courbe,  on  aurait 

Xdx  -h  Ydy  +  Zdz  =  o  ; 

ç  ( .r  5  j^,  z)  serait  constant ,  et  ^  par  suite ,  T ^  dans  ce  cas,  le 
(il  est  donc  également  tendu  en  tous  ses  points.  C'est  ce  qui 
aura  lieu  par  exemple  lorsqu'il  sera  tendu  sur  une  surface 
qui  ne  produira  aucun  frottement. 

La  tension  T  ^tant  constante,  les  équations  (i)  deviennent 

dx  dr  dz 

Td.  —  z=z^Xds,     T€/.-f-=  — Yrfj,     T^.  -  =  — Zr/5, 
ds  ds  as 

d'où 

ou ,  en  désignant  par  P  la  force ,  et  par  R  le  rayon  de  cour- 
bure, 

T'  =  P^R%     d'où     P  =  ^- 

Ainsi ,  quelle  que  soit  la  force  normale ,  le  fil  prendra  une 
figure  telle,  que  cette  force  soit  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure. 

D^où  il  suit  que  si  la  force  est  constante  et  que  la  courbé 
soit  plane ,  elle  formera  un  arc  de  cercle. 

Si  la  force  normale  est  la  résistance  d'une  surface ,  comme 
elle  doit  toujours  être  comprise  dans  le  plan  osculateur  de 
la  courbe,  ce  dernier  est  normal  à  cette  surface ,  et  la  courbe 
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est  celle  de  longueur  minimum,  entre  deux  quelconques 
de  ses  points. 

87.  On  peut  trouver,  par  des  considérations  géométriques 
très-simples,  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  la  surface. 
Pour  cela ,  considérons  la  courbe  que  forme  le  fil ,  comme 
un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux  entre  eux;  la 
résultante  des  tensions  de  deux  côtés  consécutifs  AB,  BC 
sera  dirigée  suivant  la  ligne  BD  qui  divise  Tangle  ABC  ^ 
deux  parties  égales ,  et  son  intensité  sera 

BC 
aTcosCBD,     ou     2T^=-5 

BD 

ta  ligne  CD  étant  menée  perpendiculairement  à  BC 
[fig*  29).  Si  l'on  représente  par  R  le  rayon  du  cercle  qui 
passe  par  les  trois  points  A.  B,  C,  et  qui  n*€st  autre  chose, 
à  la  limite,  que  le  cercle  osculateur  de  la  courbe,  la  pres- 
sion sur  la  surface  sera  mesurée  par  T  —  •  Lorsque    BC 

tend  vers  zéro,  la  pression  tend  elle-même  vers  zéro;  mais 
si  l'on  considère  une  longueur  extrêmement  petite  a  sur  le 
fil ,  les  normales  pourront  être  considérées  comme  paral* 
Jèles,  et  les  pressions  comme  égales,  ainsi  que  les  rayons 
de  courbure ,  en  tous  les  sommets  du  polygone  infinitésimal 
qui  y  seront  compris  :  la  somme  de  ces  pressions  sera  dond 

Ta 

toujours  sensiblement  égale  à  —  >  R  étant  le  rayon  de  cour^ 

bure  en  uu  quelconque  des  points  de  l'arc  a.  Ainsi,  la 
valeur  de  la  pression  normale  produite  par  le  fil  sur  la  sur* 
face,  dans  une  étendue  infiniment  petite  ds^  est  exprimée 

par  — -î  et  l'on  voit  qu'elle  est  en  raison  inverse  du  rayon 

de  courbure  au  point  que  l'on  considère ^ 
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CHAPITRE  VIII. 

PRINCIPE   DES   VITESSES   VIRTUELLES. 

88.  Les  conditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelconque 
de  points  ou  de  corps  solides ,  assujettis  à  des  liaisons  arbi- 
traires et  soumis  à  Faction  de  forces  quelconques,  peuvent 
s'exprimer  par  une  seule  formule  générale ,  d'une  grande 
importance  dans  la  théorie  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 
L'avantage  de  cette  formule,  lorsqu'elle  sera  rigoureuse- 
ment établie,  consistera  principalement  en  ce  que  les 
équations  particulières  de  Féquilibre  de  tout  système  donné 
s'en  déduiront  par  des  procédés  réguliers  de  calcul  5  et  que 
l'on  pourra,  en  quelque  sorte,  considérer  la  science  de 
l'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  points ,  comme  y  étant 
renfermée  tout  entière.  Nous  commencerons  par  faire  con- 
naître quelques  dénominations  généralement  adoptées. 

Lorsque  l'on  considère  un  système  quelconque  de  points 
dans  une  première  position,  et  que  Ton  suppose  ensuite 
que  chacun  d'eux  soit  placé  dans  une  position  infiniment 
voisine  de  celle  qu'il  occupait ,  sans  cesser  de  satisfaire  à 
toutes  les  conditions  qui  dépendent  de  la  nature  du  système, 
on  nomme  vitesse  virtuelle  d'un  quelconque  de  ces  points 
la  droite  qui  joint  sa  première  position  à  la  seconde.  Cette 
dénomination  vient  de  ce  que  l'on  peut  concevoir  que  ce 
déplacement  se  fasse  avec  uniformité  dans  un  même  temps 
infiniment  petit,  et  qu'alors  les  espaces  parcourus  sont 
proportionnels  aux  vitesses;  et  en  outre  de  ce  que  ce  dépla- 
cemetit  n'est  que  possible  et  ne  s'eflFectue  réellement  pas. 

La  vitesse  virtuelle  d'un  point,  estimée  suii^nnt  une  di- 
rection déterminée  y  est  la  projection  de  cette  vitesse  sur 
cette  direction  ;  elle  est  regardée  comme  positive  quand  la 
direction  du  déplacement  du  point,  en  passant  de  sa  pre- 
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mière  positiou  à  la  seconde,  fait  un  angle  aigu  avec  celle 
suivant  laquelle  ou  estime  la  vitesse  ;  elle  est  négative  quand 
cet  angle  est  obtus.  De  sorte  qu'on  obtient  en  grandeur  et 
en  signe ,  1a  vitesse  d'un  point  estimée  suivant  une  direction 
quelconque ,  en  multipliant  la  grandeur  absolue  de  cette 
vitesse  par  le  cosinus  de  Tangle  que  sa  direction  fait  avec 
celle  suivant  laquelle  on  Testime. 

On  appelle  moment  virtuel  d'une  force,  le  produit  de 
son  intensité  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d'applica- 
tion, estimée  suivant  la  direction  de  la  force. 

Cela  posé ,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  consiste  en 
ce  que 

Si  un  système  quelconque  de  points  est  en  équilibre ,  et 
que  Von  conçoive  un  déplacement  infiniment  petit  de  tous 
ses  points,  qui  soit  compatible  awec  toutes  les  conditions 
auxquelles  il  est  assujetti,  la  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  est  nulle ,  quel  que  soit  ce  déplacement. 
Et  réciproquement,  si  cette  condition  a  lieu  pour  tous  lei 
déplacements  virtuels  y  le  système  est  en  équilibre^ 

Dans  cet  énoncé ,  les  infiniment  petits  sont  considérés 
de  la  manière  ordinaire.  L'équation  n'est  exacte  qu'en  con^ 
sidérant  les  limitas  des  rapports,  après  avoir  divisé  par 
l'une  quelconque  des  quantités  infiniment  petites^  en  d'au- 
tre termes,  la  somme  des  moments  est  infiniment  petite 
par  rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 

Avant  de  passer  à  la  démonstration  générale  de  ce  prin-^ 
cipe,  considérons  quelques  cas  particuliers,  et  d'abord  celui 
d'un  point  unique. 

89.  Cas  d*un  point  unique.  —  L'équilibre  d'un  point 
entièrement  libre  exige  que  la  somme  des  forces  estimées 
suivant  une  direction  arbitraire  soit  nulle;  et  réciproque- 
ment si  cela  est,  il  y  a  équilibre.  Soient  donc  P  Tune  quel-» 
conque  des  forces  appliquées  à  ce»  point,  u.  langle  qu'elle 
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forme  avec  une  direction  quelconque,  on  devra  avoir 

2Pcosjx  =  o; 

et  réciproquement,  si  cette  équation  a  lieu  pour  toute  di- 
rection ,  le  point  sera  en  équilibre.  Si  l'on  multiplie  tons  les 
termes  par  une  quantité  arbitraire  m ,  l'équation  devient 

2  P  m  ces  fA  =  o. 

Or  mços  fi  est  la  projection  de  la  grandeur  m  portée,  à  par- 
tir du  point  donne,  sur  la  direction  que  l'on  considère ,  et 
projetée  sur  la  direction  de  la  force  P5  de  plus,  le  point 
étant  entièrement  libre ,  m  peut  être  considéré  comme  la 
distance  de  sa  première  position  à  une  autre  quelconque  . 
qu'il  pourrait  prendrç  •,  et  en  le  supposant  infiniment  petite, 
elle  sera  ce  que  nous  avons  appelé  la  vitesse  virtuelle  de  ce  . 
point»  Ainsi  ZPmcos  (jl  est  la  somme  des  moments  virtuels 
dés  forces-,  donc,  si  le  point  est  en  équilibre,  cette  somme 
est  nulle,  et  réciproquement 3  ce  qu'il  /allait  démontrer. 
On  peut  observer  que,  dans  ce  cas,  on  peut  prendre,  au 
lieu  de  la  vitesse  virtuelle,  une  quantité  finie  quelconque^ 
et,  de  plus ,  que  la  sonuoie  des  moments  virtuels  est  rigou- 
reusement nulle ,  et  non  paç  seulement  égale  à  une  quantité 
iofiniment  petite  par  i'apport  Ji  ces  moments  eux-mêmes. 

Dans  le  cas  où  le  poin^' n'est  pas  en  équilibre,  il  sufS- 
*  rait,  pour  qu'il  y  fut,  que  l'on  introduisît  une  force  égale 
et  opposée  à  la  résultante.  0r,  la  somme  dés  moments  atç- 
l*ait  alors  nulle ,  et ,  de  plus ,  deux  forces  égales  et  opposées ,      , 
appliquées  au  même  point,  donaent  évidemment  des  mo- 
ments virtuels  égaux  et  de  signes  contraires*,  donc  le  nto--       • 
ment 'virtuel  de  là  résultante  est  égal,  en  grandeur  et  en'  • 
signe,  à  la  somme-des  moments  virtuels  des  composantes. 

Dans  Celte  relation ,  toutes  les  forces  sont  considérées  en 
valeur  absolue ,  et  il  est  nécesisaire. d'examiner  si  elle  se 
modifie  lorsque  les  composante^  sont  susceptibles  d'être 
I.    .  •  *  ■      .  6 


.. 
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affectées  d'un  signe  Quelconque,  comme  lorsqu'il  Vagit 
d'une  force  P  que  l'on  décompose  en  trois  autres  X,  Y,  Z, 
parallèles  à  des  axes  rectangulaires.  Si  d'abord  on  suppose 
ces  trois  forces  positives,  les  variations  Jx,  dy^  âz  seront 
en  grandeur  et  en  signes  les  vitesses  virtuelles  de  ces  forces 
respectives ,  et  l'on  aura 

Si  maintenant  une  quelconque  d'entre  elles ,  Y  paf  exem- 
ple, est  négative,  la  valeur  absolue  de  la  force  sera  —  Y, 
mais  aussi  la  vitesse  virtuelle  sera  —  dy^  et  le  moment  vir- 
tuel sera  toujours  exprimé  par  Yâj]  de  sorte  que  l'équation 
précédente  est  générale  en  considérant  de  la  manière  ordi- 
naire les  signes  des  composantes,  ainsi  que  des  coordon- 
nées :  c'est  d'ailleurs  ce  que  Ton  trouverait  directement  en 
projetant  sur  la  résultante  la  ligne  brisée  formée  par  dxy 
^y,  dzetlai  vitesse  virtuelle. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  les  axes  étaient  obliques, 
ILâx  ne  serait  pas  le  moment  virtuel  de  la  force  X,  puis- 
que âx  ne  serait  pas  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle  du 
point  sur  la  direction  de  X  j  il  en  serait  de  même  des  deux 
autres  composantes ,  et  l'équation  précédente  ne  subsiste- 
rait plus. 

90.  Si  le  point. est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe, 
nous  savons  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre 
que  la  résultante  soit  normale  à  cette  surface ,  et  par  consé-^ 
quent  que  ZPcos|ui  soit  nulle  pour  toutes  les  directions 
situées  dans  le  plan  tangent.  On  aurait  donc  encore,  comme 
dans  le  cas  précédent , 

iPm  cosfx  =  0; 

mais  on  ne  pourrait  plus  regarder  m  comme  la  distance  de 
deux  positions  possibles  du  point ,  puisque  l'extrémité  de  là 
ligne  m  ne  se  trouve  pas  sur  la  surface. 
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Mais,  si  Fon  prend  sur  la  surface  même  un  point  situé  à 
une  distance  infiniment  petite  ds  du  premier,  la  direction  . 
de  la  droite  qui  les  joint  a  pour  limite  celle  d^une  tangente 
quelconque  à  la  surface,  et  par  conséquent  S P  cos/x  est  in- 
finiment petit^  donc  ZP^5  côs/x  est  infiniment  petit  par 
rapport  à  ^5;  et  par  conséquent,  dans  le  sens  ordinaire  où 
Ton  entend  les  équations  infinitésimales ,  on  a 

iVds  cospt  =  0. 

Donc ,  dans  ce  nouveau  cas  d'équilibce,  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tous  les  déplace- 
ments infiniment  petits^  compatibles  avec  les  conditions  de 
la  question  ^  et  réciproquement. 

91 .  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixé , 
il  est  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  résul- 
tante soit  normale  à  la  courbe,  et,  par  suite,  que  la  somme 
des  forces  estimées  dans  le  sens  de  la  tangente  soit  égale  à 
zéro.  D'où  l'on  conôlut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'en  désignant  par  as  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe, 

on  aura 

ïP^j  cosp  =  o, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Il  est 
donc  nécessaire  et  suffisant  pour  réqiri libre  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle  pour  tous  les  dé- 
placements des  points ,  compatibles  avec  les  conditions  aux- 
quelles il  est  assujetti. 

Si  le  point  n'était  que  posé  sur  la  surface  ou  sur  la  courbe, 
nous  avons  déjà  dit  qu'il  serait  nécessaire,  mais  non  suffi- 
sant, que  la  résultante .  fût  normale.  Les  conditions  que 
nous  venons  dMndiquer  auraient  donc  encore  lieu ,  mais  ne 
suffiraient  plus. 

92.  Observons  encore  que,  dans  le  cas  d'équilibre  d'un 
point  posé  sur  une  surface ,  la  somme  des  moments  virtuels 
ne  serait  plus  nulle  pour  les  déplacements  d'un  point  sui- 

6. 
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vanl  des  droites  inclinées  au  plan  tangent ,  quoique  ces  dé- 
placements soient  compatibles  avec  les  conditions  de  la 
question.  Elle  serait  égale  au  moment  de  la  résultante^  or, 
celui-ci  est  négatif,  puisque  la  résultante  doit  appuyer  le 
point  sur.  la  surface.  D'où  Ton  conclut  que,  dans  l'équili- 
bre d'ùu  point  posé  sur  une  surface,  la  somme  des  moments 
virtuels  des  forces  est  nulle  quand  le  point  se  déplace  sur  la 
surface,  et  négative  pour  tous. les  autres  déplacements  qu'il 
peut  subir, 

93.  Cas  d'une  droite  rigide,  —r  Examinons  maintenant 
le  cas  de  forces  quelconques  appliquées  aux  extrémités  d'une 
droite  inflexible 5  nous  pourrons  nous  borner  à  considérer,, 
à  chacun  de  ces  points ,  la  résultante  des  forces  qui  y  sont 
appliquées,  puisque  son  moment  viftuel  est  égal  à  la  somme 
de  ceux  de  ses  composantes.  Il  faut  donc  démontrer  que , 
^  dans  le  cas  d'équilibre ,  la  somme  des  moments  virtuels  de 
ces  deux  forces  est  nulle. 

1^.  Supposons  la  droite  entièrement  libre,  et  soient 
Xyj-j  z^  x',  j^  z'  les  coordonnées  de  ses  extrémités  M,  M', 
et  /  sa  longueur,  on  aura 

..    (or  — a/)^+ (7 —/)'-{- (3—z')»=/»; 

d'où  ^  - 

i^x-'x'){Sx—Sx')-^[y-y'){Sy—Sy)-^)z-z'){Sz  —  Sz')  =  o, 

$x^  cî/.,  dz^  âx',  ây'^  âz\étant  les  accroissements  infini- 
ment petits  des  coordonnées  des  deux  extrémités,  pour  un 
déplacement  virtuel  quelconque. 

Or,  si  l'on  appelle  a ,  6 ,  y  les  angles  formés  avec  les  axes 
parla  direction  de  la  droite  MM',  on  aura 

x'  —  x       '         f--y  z' —  z 

ces  a  =  -^ —  )       ces  b  =  5       ces  7  =r  ; 

•  ■  • 

l'équation  précédente  donne  donc 

$x  cosa  tH  ^y  cosê  H-  §z  COS7  =  §x'  cosa  -f-  §y'  cos6  +  §z'  cosy  ; 
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cVst-à-dîre  que  les  vitesses  virtuelles  des  extrémités,  esti- 
mées'suivant  la  direction  MM',  sont  égales.  Or,  pour  qu'il 
y  ait  équilibre,  les  deux  fofces  doivent  être  égales  et  di- 
rigées. Tune  suivant  M'M,  l'autre  suivant  MM'*,  donc 
leurs  moments  virtuels  sont  égaux  et  de  signes  contraires , 
et,  par  conséquent,  donnent  une  somme  nulïe.  Et  il  en 
serait  de  même  de  la  somme  des  moiHents  virtuels  de  toutes 
les  forces ,  puisque  cette  somme  est  la  même  que  celle  des 
ifioments  des  deux  forces  qui  leur  ont  été  substituées. 

2®.  Supposons  maintenant  que  les  extrémités'  M  j  M'  • 
soient  assujetties  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes 
données.  Il  résultera  de  là  de  nouvelles  forces  qui  seront 
normales  à  ces  courbes  ou  à  ces  surfaces,  en  faisant  abstrac- 
tion dû  frottement.  En  joignant  ces  forces  inconnues  aux 
forces  données ,  on  pourra  considérer  la  droite  MM'  comme 
entièrement  libre  ;  et ,  s'il  y  a  équilibre ,  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  sera  nulle  pcfur  des  déplacements  arbitraires- 
de  MM'.  Mais,  si  l'on  veut  que,  dans  cette  somrile,  il 
n'entre  que  les  forces  données ,  il  sera  nécessaire  et  suflSsant 
que  le  déplacement  de  chaque  extrémité  ait  lieu*  sur  la  sur* 
face  ou  la  courbe  correspondante,  pour  que  le  moment  vir- 
tuel de  la  force  normale  soit  nul.  D'où  l'on  conclut  que 

Si  les  forces  appliquées  aux  extrémités  d^urte  droite 
sont  en  équilibre  ^  et  que  ces  extrémités  soieîit  assujetties 
à  rester  sur  des  surfaces-  ou  dés  courbes  fixçsy  la  somme 
des  moments  virtuels  de  ces- forces  est  nulle  pour  tous  les 
déplacements  de  la  droite  qui  sont  compatibles  ai^ec  les 
conditions  auxquelles  elle  est  assujettie, 

La  réciproque  est  vraie  ;  mais-,  comme  elle  ne  nous  est  . 
pas  nécessaire,  nous  ne  la  démontrerons  pa^  ici  •, 'elfe  se 
trouvera  comprise  dans  celle  qui  se  rapporte  au  cas  g(hiéral . 
94.  Démonstration  générale  du  principe,  —  Considé- 
rons un  système  die  points  assujettis  à  des  conditions  quel- 
<^on(jucs  exprimées    pal*  des  équation  s  lent  rc  leurs  eoôr- 
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données ,  et  sollicités  par  des  forces  quelconques .  Le  nombre 
des  équations  de  condition  devra  être  moindre  que  celui 
des  coordonnées  des  points  donnés,  sans  quoi  ces  points 
seraient  fixes,  et  Féquilibre  aurait  lieu  sans  conditions 
entre  les  forces.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  ces 
équations  seront  en  nombre  moindre  d'une  unité  que  celui 
des  coordonnées  des  points  du  système.  Il  suffit  alors  de  se 
donner  la  valeur  d*une  de  ces  coordonnées ,  pour  que  tou- 
tes les  autres  soient  déterminées^  tous  les  points  sont  don'c 
assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  courbes  données ,  et  d'une 
manière  déterminée  psCr  le  mouvement  d'un  seul. 

Quelles  que  soient  les  liaisons  réelles  qui  assujettissent 
ainsi  les  points  donnés  M,  M',  M'',  etc. ,  on  peut  les  rem- 
placer par  d'autres  quelconques  qui  permettraient  identi- 
quement les  mêmes  mouvements.  Ainsi ,  on  peut  supposer 
les  points  M  et  M' liés  par  deux  droites  de  longueurs  con- 
stantes MN,  M'N,  assujetties  à  se  rencontrer  sur  une  sur- 
face donnée  5  ce  qui  détermine  la  courbe  que  le  point  N 
peut  décrire  sur  cette  surface.  On  peut  de  même  lier  M', 
M''  par  des  droites  rigides  M'N',  M'^N',  et  assujettir  le 
point  N'  à  rester  sur  une  surface  donnée  5  on  liera  de  même 
M'^  à  un  autre  point  du  système ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  que  Fon  arrive  au  dernier  point.  Ces  nouveaux  points 
N,  N',  N'',  etc. ,  ne  pourront  avoir  qu'une  position  unique 
pour  chacune  des  positions  successives  que  l'on  ferait 
prendre  au  syistème  des  points  donnés-,  ils  ne  peuvent  donc 
se  mouvoir  que  sur  des  courbes  complètement  déterminées. 
Actuellement,  faisons  abstraction  des  liaisons  données 
pour  ne  plus  considérer  que  le  système  des  premiers  points 
assujettis  à  4*ester  sur  leurs  courbes  fixes ,  et  des  nouveaux 
pointa  assujettis  à  rester  sur  les  leurs,  également  fixées, 
et  liés  aux  premières  par  les  droites  rigides  qui  ont  été 
introduites.  En  vertu  de  ce  nouveau. mode  de  liaison,  les 
points  donnés  sont  assujettis  identiquement   aux  mêmes 
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mouvements  qu'ils  pouvaient  prendre  en  vertu  des  pre^^ 
mières  liaisons  :  on  peut  donc  substituer  ces  nouvelles  liai- 
sons aux  anciennes  sans  changer  les  conditions  d'équilibre, 
et  l'on  aura  à  considérer  un  système  de  points  M,  N,  M', 
N',  M!\.  N",  etc. ,  liés  par  des  droites  rigides  et  astreints  à 
se  mouvoir  sur  des  courbes  données ,  auxquelles  on  pourra 
suf^ser  une  résistance  normale  indéfinie. 

Soient  P,  PVP''?  etc.,  les  résultantes  des  forces  appli- 
quées respectivement  aux  points  M ,  M',  M",  etc. ,  dont  les 
coordonnées  sont  x^y^  js,  x'^y  z\  x"'^y'\.z'\  etc. 

Appliquons  aux  extrémités  de  MN  [fig*  3o)  deux  forces 
égales  dirigées  suivant  cette  droite  dans  des  sens  différents , 
et  donnons-leur  une  intensité  Q  et  un  sens  tels,  que  le 
point  M  soit  en  équilibre  par  Faction  des  forces  P  et  Q  et 
la  résistance  de  la  courbe  donnée.  Gela  est  toujours  pos- 
sible si  la  droite  MN  n'est  pas  perpendiculaire  à  cette 
courbe,  et  c'est  une  condition  qu'on  pourra  toujours  rem- 
plir, puisqu'on  est  maître  dé  choisir,  comme  on  veut,  les 
longueurs  MN,  M'N.  On  peut.de  même  admettre  que 
M'  N  n'est  pas  normale  à  la  courbe  qui  c'ontient  M',  et  il 
s'ensuivra  qu'aucune,  des  deux  lignes  MN,  M'N  ne  sera 
normale  à  la  courbe  que  peut  décrire  le  point  N  :  car,  si  une 
droite  de  longueur  constante  se  déplace  de  manière  que  ses 
deux  extrémités  parcourent  des  arcs  infiniment  petits  de 
même  ordre;  et  que  Tun  de  ces  arcs  soit  perpendiculaire 
à  la  droite  donnée ,  l'autre  le  sera  de  même.  Donc,  puisque 
les  droites  MN ,  M' N  ne  sont  pas  perpendiculaires  sur  les 
courbes  décrites  par  M  et  M',  elles  ne  le  seront  pas  non 
plus  sut  la  courbe  décrite  par  N.  Nous  choisirons  toutes 
les  autres  longueurs  de  telle  manière ,  qu'aucune  des  droites 
TÎgides  qui  lient  les  points  entre  eux  ne  soit  normale  sur 
les  courbes  que  ses  extrémités  peuvent  décrire. 

Appliquons  de   même,   suivant  NM',   deux  forces  Q' 
égales  et  contraires,  et  telles,  que  le  point  N  soit  en  équi- 
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Kbre,  par  Faction  des  forces  Q,  Q';  appliquons  etisuite/ 
suivant  M' N',  des  forces  Q"  égales  et  opposées,  ettelles^ 
que  le  poînl  M' soit  eu  équilibre  5  et  continuons  ainsi  jus- 
'  qu'au  dernier  point.  Les  conditions  d'équilibre  ne  sont  pas 
•  changées  par  Fintroduction  des  forces  qui  se  détruisent 
deux  à  deux,  et  tous  les  points  sont  en  équilibre,  excepté 
le  dernier.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équi- 
libre du  système  est  donc  celle  de  l'équilibre  de  ce  pmnt 
unique. 

Pour  employer  des  notations  commodes,  concevons  sur  le 
prolongement  de  la  force  P  un  point  détermine  O,  et 
représentons  par  p  la  distance  OM.  Faisons. la  même  ebose 
pour  toutes  les  autres  forces.  Quand  le  point  M  se  dépla- 
cera '  infiniment  peu,  sa  distance  au  point  fixe  0  variera, 
d'une  quantité  qui  pourra  être  considérée  conique  égale 
à.la  projeètion  de  sa  vitesse  virtuelle  sur  la  direction  de  P. 
L'accroissement  8p  de  la  distance  de  M  au  point  0  sera 
positif  si  la  vitesse  virtuelle  fai.t  un  angle  aigu  avec  la  di- 
rection de  la  force  P;  et  négatif  si  cet  angle  est  obtus  :  de 
sorte  que  dp^  àp\  ^p", ...,  dq^  etc.,  sont  les  vitesses 
virtuelles  des  points  d'application  des  forces  P,  P',  P''^, . . . , 
Q.,  etc. ,  estimées  dans  les  directions  de  ces  forces.  Les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'équilibre,  sur  cba-r 
cune  des  courbes  et  sur  chacune  des  droites. rigides,  seront 
exprimées  par  les  équations  suivantes,  en  observant  que 
les  moments  virtuels  des  forces  qui  agissent  en  sens  con- 
traires sur  chaque  droite  inflexible  sont  égaux  et  de  signes 
contraires  : 

V§p-hqSr/  =  o, 

V'^p'  —  q'Sg''hQ"§q"  =  o, 
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et  il  ne  faut'  pas  oublier  que  les  vitesses  virtuelles  âpj 
âp!^  etc. ,  scmtles  mêmes  que  si  l'on  avait  conservé  le  pre- 
mier mode  de  liaison,  puisque  dans  le  nouveau  les  mouve- 
ments possibles  sont  restés  identiquement  les  mêmes. 

Le  nombre  de  ces  équations  surpasse  d'une  unité  celui 
des  quantités  Q^  Q^t  Q'S  etc.  La  première  détermine  Q5 
substituant  sa  valeur  dans  la  seconde,  on  aura  Q',  et  en 
continuant  ainsi,  la  dernière  ne  renfermera  plus  aucune 
des  forces  aiv&iliaires,  et  sera  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  Téquilibre  du  système.  On  l'obtient  en  ajoutant 
toutes  les  équations  précédentes;  les  moments  virtuels  de 
chacune  des  forces  auxiliaires  Q,  Q',  etc.,  entrant  chacun 
•  dans  àèvLx  équations  consécutives  avec  des  signes  contraires, 
se  détruiront,  et  il  restera 

Donc,  dans  le  cas  que  noué  considérons,  il  est  nécessaire 
et  suffisant ,  pour  Itéquilibre  du  système,  que  la  somme  des 
^(Nnents  virtuels  des  forces  données  soit  nulle  pour  chacun 
des  deux  déplacements  opposés,  qui  sont  seuls  possibles  et 
qui  donnent  des  moments  égaux  et  de  signes  contraires. 

95.  Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  que ,  quel  que  soit  le 
npfnbre  d'équations  qui  lient  les  coordonnées  des  points  du 
"système,  et,  par  conséquent,  quel  que  soit  le  nombre  des 
déplacements  compatiljles  avec  ces  liaisons,  il  est  nécessaire 
jd  j|uffisant«,  poiir  que  des  forces  se  fassent  équilibre  sur  ce 
syslème ,  -que  la  somme  de  leurs  moments'virtuels  soit  nulle 
pour  t5us  ces  déplacetnents  infiniment  petits. 

En  effet,  considérons  un  quelconque  de  ces  déplacements 
et  établhsons  de  nouvelles  liaisons  qui  n'en  permettent 
pas  d'autres ,  "si  ce  n'est  le  déplacement  contraire  corres- 
pondant à  dea  variations  égales  et  de  lignes  contraires  des 
coordonnées*,  l'équilibre  aura  encore  lieu  s'il  existait  déjà, 
et,  par  conséquent,  d'après   ce  qui.  précède ,   la  somme 
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des  moments  virtuels  correspondants  à  ce  déplacement  est 
nulle. 

Réciproquement ,  si  cette  somme  est  nulle  pour  tout  dé- 
placement possible,  il  y  aura  équilibre.  En  eâet,  si  les 
forces  pouvaient  mettre  le  système  en  mouvement ,  tous  les 
points  se  mouvraient  sur  certaines  courbes  que  l'on  pour- 
rait supposer  fixes  sans  altérer  en  rien  ce  mouvement;  et 
l'on  pourrait,  de  plus,  supposer  de»  liaisons  qui  permet- 
traient sur  ces  courbes  le  mouvement  qui  a  lieu,  mais  de 
telle  sorte  que  le  mouvement  d'un  seul  point  entraînerait 
celui  de  tous  les  autres.  On  rentrerait  encore  dan^  le  pre- 
mier cas  quant  aux  liaisons,  et  la  somme  des  moments  vjr- 
tuels  serait  nulle  sans  qu'il  y  eût  équilibre ,  ce  qui  est  con- 
traire à  ce  qui  a  été  démontré  précédemment. 

Donc  enfin ,  •     • 

Quelles  que  soient  les  équations  qui  lient  les  coordon- 
nées des  points  qui  composent  un  système  y  auquel  sont 
appliquées  des  forces  quelconques ,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  pour  Véquilibrô  que  la  somme  des  moments  vir- 
tuels de  ces  forces  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits^  compatibles  ai^ec  les  liaisons  du  système, 

98.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  cour- 
bes ne  produisaient  que  des  forces  normales.  Si  elles  pou- 
vaient détruire  des  forces  dirigées  suivant  la  tangente,  aji 
moyen  d'un  obstacle  au  mouvement  du  point  dans  un  sens  seu- 
lement, l'équilibre  pourrait  avoir  lieu  sans  que  lasommexles. 
moments  virtuels  fût  nulle;  mais  alors  elle  serait  nécessai- 
rement négative.  En  effet,  l'obstacle  tient  lieu  d'une  force 
dirigée  du  côté  où  le  point  peut  se  déplacer.  En  l'introdui- 
sant et  supprimant  l'obstacle ,  la  somme  des  moments  vir- 
tuels sera  nulle.  Or,  si  l'on  ne  considère  que  le  déplacement 
virtuel  compatible  avec  Thypothèse  de  l'obstacle ,  le  mo-^ 
ment  virtuel  de  la  force  introduite  sera  positif;  donc  la 
somme  des  autres  sera  négati^ve.  Elle  serait  nulle  si  l'équi- 
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libre  avait  lieu  indépendamment  de  l'obstacle ,  parce  que  la 
force  qui  le  remplacerait  serait  nulle. 

97.  Il  suit  du  principe  précédent  que  le  moment  vir- 
tuel de  •  la  résultante  de  forces  quelconques  est  égal  à  la 
somme  des  moments  virtuels  de  ses  composantes  ;  car  il  y 
aurait  équilibre  entre  ces  dernières  si  Ton  y  ajoutait  une 
force  égale  et  opposée  à  leur  résultante.  La  somme  totale 
des  moments  virtuels  serait  donc  nulle ,  et ,  par  conséquent, 
la  sonmie  de  ceux  qui  se  rapportent  aux  composantes  serait 
égale  et  de  signe  contraire  au  moment  de  la  force  qui  leur 
fait  équilibre,  et  qui  est  égale  et  opposée  à  la  résults^nte. 
Cette  somme  est  donc  égale  au  moment  de  la  résultante,  . 
puisque  deux  forces  égales  et  contraires,  appliquées  à  un 
même  point ,  ont  des  moments  virtuels  égaux  et  de  signes  ^ 
contraires. 

981  Si  l'on  remplace  chaque  force  par  ses  composantes 
parallèles  à  trois  axes  rectangulaires ,  son  moment  virtuel 
sera  la  somme  de  ceux  de  ses  composantes.  Soient  X,  Y,  Z 
les  composantes  d'une  force  appliquée  au  point  M  dont  les 
coordonnées  sont  x^  y^  Z]  et  âx^  dy^  âz  les  variations  de 
ces  coordonnées  dans  un  déplacement  infiniment  petit  du 
système.  Les  moments  virtuels  des  forces  X ,  Y,  Z  seront , 
comme  nous  l'avons  dé;nontré,  ILâx,  YJy,  Zcîz,  et  le  mo- 
ment de  leur  résultante  sera 

L'équation  générale  de  l'équilibre  d'un  système  quel- 
conque de  points  sera  donc 

(i)  2(X(Ja:-f.  Y5/4-Za^«)  =  o, 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  forces  du  système,  et  les 
Variations  des  coordonnées  de  leurs  points  d  application  ♦ 
pouvant  avoir  toutes  les  valeurs  compatibles  avec  les  équa- 
tions qui  lient  ces  coordonnées. 
^*   99.   Il  est  facile  de  voir  comment  Téquation  (i)  peut 
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donner  les  -conditions  de  l'éqjiilîbrc  d'un  système  quel- 
conque. 

Soient  ,  .       ' 

L  =  o,     L'=a,'    L"=:o,   etc.,  ^    * 

n  équations  données  entre  les  coordonnées  des  m  points  qui 
composent  le  système;  les  variations  de  ces  coordonnées  sa- 
tisferont aux  équations 

dl.  ^         dh  ^  dh  .         dl.  ^  , 

d'L\         dL\         dV  .        d^\_, 

(.)••(  dr'^^'d^'^'^-d;'''^d^^^^"'=''^ 

dtf'  ^        dV  '         d\J'  ^        dV  ^  ^ 
dx  df  dz  dx 


Si  l'on  tire  de  ces  n  équationsla  valeur  de  n  variations 
*et  qu'on  les  reporte  dans  l'équation  *(i),  elle  en  renfermera 
encore- 3/71  —  w,  qui  seront  entièrement  indéterminées.  Et 
comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  dépla- 
cements qui  satisfont  aux  conditions  du  système ,  elle  sera 
satisfaite,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  ces  indétermi- 
nées ;  ce  qui  exige  que  les  coeflScients  de  chacune  d'elles 
.soient  nuls  séparément.  On  aura  ainsi  3/w  —  n  équations, 
nécessaires  et  su$santes  pour  l'équilibre.  En  les  joignant 
aux  71  équations  données,  on  aura  un  nombre  d'équations 
égal  au  nombre  des  coordonnées  des  points.'du  système. 

Elles  pourront  servir  à  déterminer  les  positiotis* d'un 
certain  nombre  de  points  d'application ,  ainsi  que"  les  gran-; 
deurs  et  les  directions  d'un  certain  nombre  de.s  forces ,  de 
manière  à.ce  que  l'équilibre  ait  lieu. 

Si  les  variables  dont  dépend  la  position  du  système 
^  li'étaient  pas  les  coordonnées  des  points  qui  le  déterminent,' 
ia  forme  de  l'équation  (i)  changerait.  On  trouverait  tou- 
jours les  conditions  d'équilibre,  en  réduisant  le  plus  pos- 
sible le  nombre  des  variations ,  au  moyen  des  équations  de 
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condition,  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui 
resteraient  dans  l'équation ,  et  seraient  complètement  indé-. 
terminées. 

iOO.  L'élimination  de  n  variations  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  peut  s'effectjier  de difierentes  manières  :  on  pourrait 
tirer  leurs  valeurs  des  n  équations  (2)  et  les  substituer 
dans  (i),  puis  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  Zni  —  n 
restantes.  Mais  il  vaut  mieux  multiplier  les  équations  (2) 
par  des  facteurs  indéterminés  X,  X',  X",  etc.,  puis  ajouter  à 
l'équation  (i).  On  égalera  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des 
n  variations  qu'on  voudra  éliminer  5  ce  qui  déterminera 
X,  X',  X",  etc,  et  enfin  on  égalera  à  zéro  les  coefficients  des 
autres  variations.  On  voit  donc  qu'après  avoir  ajouté  toutes 
les  équations,  on  devra  annuler  séparément  les  coefficients 
des  3  m  variations  -,  n  de  ces  équations  détermineront  X ,  X', 
X'',  etc»,  et  en  substituant  leurs  valeurs  dans  les  autres,  on 
aura  les  conditions  d'équilibre  du  système. 

101.  L'avantage  de  cette  méthode  n'est  pas  d'abréger  le 
calcul,  mais  de  faire  connaître  les  efforts  produits  par  les 
liaisons ,  et  les  forces  qui  pourraient  remplacer  les  équa- 
tions qui  expriment  ces  liaisons. 

En  effet,  les  3  m  équations  auxquelles  on  parvient,  sont 


I 


(3) 


.  dx  dx 

Y^.^  +  V^ 
dy  djr 


r. 


d\J' 
dx 


y':^^ 


dh 

dz 


V 


dV 


^^^d^^^    dx^ 


dz 
dV 


+  V' 


dy 

dh" 
dz 


.  < 


dV 

dx'  ^ 


=  0,. 


=  o. 


=  0, 


=  0, 


^,         .dh      ^,dV.      ^„dh" 


=  o 


y. 


-f-  .  .  .  =:  o. 
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Or  ces  équations  seraient  les  mêmes ,  si  les  équations  L  :^o, 
L'=  o ,  etc.,  n'existaient  pas ,  c^est-à-dire  si  tous  les  points 
étaient  libres,  et  qu'on  appliquât  au  point  M  une  force  ayant 
pour  composantes 

€tx  dy  dz  dx 

au  point  M'  une  force  ayant  pour  composantes 

.rfL       .flfL       .fl^L       ^,dV 
^^''     ^^fy''     ^^'     ^:57'"*' 

■ 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Quant  à  la  direction  de  ces  forces,  en  ne  considérant 
d'abord  que  celles  dont  les  expressions  renferment  les  déri- 
vées de  la  fonction  L ,  on  voit  que  celle  qui  est  appliquée 
en  M  est  normale  à  la  surface  dont  l'équation  serait  L  =  o, 
en  ne  regardant  que  x,  y,  z  comme  variables.  Celle  qui 
est  appliquée  en  M'  est  normale  à  la  surface  dont  Téquation 
serait  L  =  o ,  mais  dans  laquelle  x\  y',  z'  seraient  seules 
variables ,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  L  =  o  peut 
se  dire  de  toutes  les  autres^  et  dès  qu'on  aura  déterminé, 
cominie  nous  l'avons  dit,  les  valeurs  de  X,  X',  X'',  etc.,  on 
connaîtra, les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  dont 
l'ensemble  des  liaisons  tient  la  place. 

102.  Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  assigner  les  forces 
qui  pourraient  remplacer  individuellement  chacune  des 
équations  qui  expriment  les  liaisons. 

Supposons ,  pour  cela ,  que  l'on  supprime  la  condition 
L  =  o,  en  conservant  toutes  les  autres;  nous  allons  voir 
que  l'équilibre  aura  encore  lieu  sur  le  nouveau  système  si 

Ton  applique  au  point  M  les  trois  composantes  X  — 9  X— > 

•i  ^^  •      li.iti  1  -i  ^^^     -i  ^^     '\  ^^     ^ 

A— 5  au  point  M'  les  composantes  X— 5   X— >?  A— ^5  e« 

ainsi  de  suite  pour  tous  les  autres  points;  et  que  tous  l 
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termes  des. équations  (3) ,  provenant  dés  équations  L'  =  o, 
\J'  =  o,  etc.,  resteront  les  mêmes  dans  les  équations  d'équi- 
libre du  nouveau  système.  En  effet,  dans  ce  système,  les 
forces  appliquées  aux  différents  points,  au  lieu  d^ètre, 
comme  dans  le  premier,  X,  Y,  Z,  X^,  etc.,  sont 

e/L  rfL  dh  dL 

djc  dy  dz  dx 

et  les  équations  exprimant  les  liaisons  sont  réduites  à 

L'  =  o ,     L"  =  o , . . . . 

En  traitant  cette  question  comme  la  précédente ,  on  aura, 
pour  déterminer  l'équilibre ,  les  équations  suivantes  : 

^         d\\       ^  dV      ,  dV 

X-hX— .  )  4-X,-j-  +  >a-- h...=  o, 

dx  I  dx  dx 

^       ^  rfL\        ^  dV       ^  dh" 

(4)         {  (^       ,dh\        ,    dV       ,  dL" 

dz  J  dz  dz 


^,      ,  dL\        ,  dV       ,   dV 


dx'  1^    '  dx'^    '  da/ 


Or,  X  ayant  été  pris  avec  la  valeur  qu'il  avait  d'après  les 
équations  (3),  il  est  clair  que  toutes  les  équations  (4)  sont 
satisfaites,  en  prenant  pour  X^,  Xg,  etc.,  les  valeurs  mêmes 
de  X',  X'',  etc.  D'où  Ton  conclut,  comme  nous  Tavons  an- 
noncé, que,  si  l'on  supprime  du  premier  système  les  liai- 
sons qu'exprime  l'équation  L  =  o ,  et  qu'on  introduise  en 
chaque  point  trois  forces  parallèles  aux  axes  et  égales  au 
produit  de  X  par  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  L  par 
rapport  aux  coordonnées  respectives  de  ces  divers  points, 
l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  ;  et  l'ensemble  des  forces  qui 
remplaceraient  les  liaisons  restantes  est  représenté  par  l'en- 
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semble  des  ternies  des  équations  (3)  qui  proviennent  des 
fonctions  L',  U',  etc. 

Si ,  dans  le  nouveau  système ,  on  supprimait  encore  les 
liaisons  exprimées  par  une  autre  équation ,  on  verrait  de 
même  qu'il  faudrait  introduire  en  chaque  point  des  forces 
représentées  par  les  termes  des  équations  (3)  qui  renfer- 
ment les  dérivées  partielles  de  cette  équation  5  car  ces  termes 
sont  les  mêmes  dans  les  équations  (3)  et  (4))  et  ainsi  de 
suite. 

On  connaît  donc  ainsi  les  forces .  qui  pourraient ,  sans 
rien  déranger  dans  Féquîlibre,  remplacer  Tune  quelcoijque 
des  équations  de  liaison. 

Il  faut  remarquer,  toutefois,  que  l'équation'L  =  o  pour- 
rait résulter  de  liaisons  matérielles  très-variées ,  et  les  efforts 
produits  sur  ces  liens  devront  être  calculés  suivant  leur  " 
nature.  Ce  que  nous  avons  déterminé  seulement ,  ce  -sont 
les  forces  qui  en  résultent  sur  les  points  dont  les  coordqnr 
nées  sont  ^,  y 5  z,  x\  y\  etc. 

103.  Deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  des  points 
liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque  sont  dits  équàva- 
lents  lorsqu'ils  pourraient  être  détruits  séparément  par  les 
mêmes  forces  \  et  il  est  clair  que  la  même  propriété  ne  se 
conserverait  pas  en  général ,  si  la  nature  des  liaisons^hàu- 
geait.  Or  il  résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles  que . 
la  somme  des  moments  virtuels  de  deux  systèmes  équîva-  , 
lents  est  la  même ,  puisqu'elle  est  égale  et  dé  signe  contraire 
à  une  même  somme. 

Si  deux  systèmes  peuvent  être  détruits  séparément  par  un 
troisième,  il  est  évident  que  tout  autre  système  qui  détrui7 
rait  l'un  des  deux  détruirait  l'autre ,  puisque  la  âomme  de 
leurs  moments  virtuels  serait  la  même,  en  vertu  de:  la  pre- 
mière condition.  Réciproquement,  si  la  sommé  des  mo- 
ments virtuels  de  deux  systèmes  est  la  niême,  ils  Ciraient 
évidemment  équilibre  aux  mêmes  systèmes. 
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Application  chi  piincipe  des  vitesses  virtuelles  à  i équilibre 

d'un  filjlexible, 

104.  L'équation  que  nous  allons  traiter  dépend  du  cal- 
cul des  variations ,  puisque  nous  devrons  considérer  tous 
les  points  du  fil  comme  se  déplaçant  infiniment  peu,  et  que 
l'intégrale  qui  exprime  la  somme  des  moments  virtuels  de- 
vant être  nulle ,  elle  aura  sa  dérivée  nulle.  Il  s'agira  donc  de 
déterminer  la  forme  de  la  courbe  par  la  condition  que  la  va- 
riation d'une  intégrale  définie,  prise  dans  toute  son  étendue, 
soit  nulle  en  passant  de  cette  courbe  à  toute  autre  infiniment 
voisine  ;  pourvu  que  tous  ses  points  n'aient  fait  que  se  dé- 
placer, et  que  les  éléments  infiniment  petits  qui  la  com- 
posent aient  respectivement  conservé  leur  grandeur.  Or,  ce 
problème  est  du  genre  de  ceux  que  le  calcul  des  variations 
a  pour  objet  de  résoudre. 

Soient  Xd'^,  Yds^  7a  ds  les  composantes  de  la  force  qui 
sollicite  l'élément  ds\  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
donnera  l'équation 

celte  intégrale  étant  prise  dans  toute  l'étendue  du  fil,  et 
les  variations  dx^  ày^  âz  étant  telles,  que  l'élément  quel- 
conque ds  conserve  la  même  longueur,  c'est-à-dire  que 
Von  ait 

$ds=zOy     ou     -j-dSx-^^d^Y  -i—Tddzzzzo. 

as  ds  as 

Cette  équation  a  lieu  pour  tous  les  éléments,  et  Ton  a,  par 
conséquent,  autant  d'équations  de  condition  que  d'élé- 
ûients.  D'après  la  théorie  précédente,  on  doit  les  multi- 
plier par  des  coefficients  indéterminés ,  variant  de  l'une  à 
*  autre ,  et  qui ,  par  conséquent ,  dépendent  de  5  ;  de  sorte 


I. 
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qu^ou  peut  les  représenter  tous  par  uue  fonction  quel- 
conque de  s  y  que  nous  désignerons  par  A;  et,  ensuite,  on 
doit  ajouter  tous  ces  produits  à  la  somme  des  moments  vir- 
tuels ,  puis  égaler  à  zéro  les  coeflicients  de  toutes  les  varia- 
tions. Cette  somme  sera  une  int^rale  prise  entre  les  mêmes 
limites  que  la  première,  et  Ton  aura  ainsi  Téquation  d*é- 
quilibre  : 

X,  ojr, -h  Y,  or,  4-  Z,  ^3» -+- Xj<îar..-T- Yj^jTîH-  Z^oz, 

•3!^i  J^i^i?  ^iXi^i  étant  les  coordonnées  des  extrémités,  et 
X,  Yi  Zi,  XjYj  Z*  les  composantes  des  forces  qui  v  sont  ap- 
pliquées. 
Mais  on  a 

^^  dx  j^        ^  dx  ^         ,^  ^    ,  ^  dx 
I  A-r-flox  =  A-r-dx  —  /  oxa.A— -• 
^      ds  ds  ^  di 

I  A-r-  do  Y  z=},~-oy  —  /  6rd.  A  — - . 
'^      ds       "  ds    -^       J     J         ^s 

r-  '^^  ^^  «  ^^-   «  r  ^  j  ^  ^'^ 

/A—    d^Z   =  A—-    0  >-  —  I   ozd.A  -T' 

•^      ds  ds     "        ^  ds 

Téquation  précédente  devient  donc 

~  =  o. 


(zds--d,\j\êz 


11  faut  maintenant  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  varia- 
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lions  de  tous  les  points.  On  devra  donc  avoir,  pour  un  point 
quelconque  du  fil , 

(i)  mds '- d  .\^  =  o,  Yds—d.\^  =  o,  Zé/j— r/.X  ~  =o, 
^  ds  ds  ds 


et,  pour  les  points  extrêmes , 

(2) 


''•+('è)=-  ^■-(>l).=»'  H'"i)r- 

Les  équations  (i)  sont  les  mêmes  que  celles  du  n®  85 ,  dans 
lesquelles  T  est  changé  en  —  X.  Eliminant  entre  elles  X ,  on 
aura  les  deux  équations  de  la  courbe,  et  la  valeur  de  X  s'en- 
suivra. Les  équations  (2)  feront  connaître  les  grandeurs  et 
les  directions  des  forces  qui  doivent  être  appliquées  aux 
extrémités. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  précédente,  fournie 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  serait  la  même  si 
chaque  élément,  au  lieu  d'être  lié  aux  autres,  était  entière- 
ment libre,  pourvu  que  sa  première  extrémité  fut  sollicitée 

dx        «y        dz 

par  les  forces  X  -r-9  X  -—,  X  --  ?  qui  se  réduisent  à  une  force 
*  ds        ds       ds    ^ 

tangente  égale  à  X,  dirigée  en  sens'contrairede  Télémeni, 
et  que  la  seconde  extrémité  fut  sollicitée  par  une  force  tan- 
gente égale  à  X  -{-  rfX,  et  dirigée  suivant  le  prolongement  de 
l'élément.  D'où  il  résulte  que  l'indéterminée  —  X  mesure 
eia  chaque  point  la  tension  du  fil ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
qui  a  été  dit  n°  86. 

Remarques  sur  l'équilibre  d'un  sj'stème  quelconque, 

105.  Lorsque  l'expression  E(X.dx  -{-Yây  -^Zâz)  sera 
la  variation  d'une  cerlaîne  fonction  de  x^y^  z^  ^\  y\ 
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z\  etc.,  iraîtccs  comme  variables  indépcndanlcs,  rëqualîon 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  montre  que, 
dans  la  position  d'équilibre,  cette  fonction  est,  en  général, 
un  maximum  ou  un  minimum  par  rapport  à  toutes  les  va- 
leurs qu'elle  peut  prendre  lorsque  le  système  subit  un  dé- 
placement infiniment  petit  quelconque,  compatible  avec 
ses  liaisons^  le  minimum  correspond  au  cas  de  l'équilibre 
instable,  et  le  maximum  au  cas  de  l'équilibre  stable.  Mais 
cette  discussion  nous  écarterait  trop  de  notre  objet,  et  nous 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  simple  d'un  système 
quelconque  de  points  sollicités  par  des  forces  parallèles  pro- 
portionnelles aux  masses. 

Si  Ton  prend  Taxe  des  z  en  sens  contraire  de  la  direction 
de  ces  forces ,  on  aura 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =z  —  gdm , 

dm  désignant  la  masse  d'un  quelconque  des  éléments.  L'ex- 
pression E(X.âx-i-Ydy-{-Zdz)  devient  alors  — g'Zdmdz] 
et  Téquation  d'équilibre  sera 

ldm$z=:  o,     ou     Slzdm  =  o', 

donc  "Zzclm  est  maximum  ou  minimum.  Mais  "Ez  dm  est 
égal  au  produit  de  la  masse  du  système  par  le  z  du  centre 
des  forces  parallèles  5  donc  ce  centre  est  le  plus  haut  ou  le 
plus  bas  possible,  lorsque  le  système  est  en  équilibre.  Le 
premier  cas  est  relatif  au  minimum  de  l'intégrale  de 
—  g'Edmdz'^  il  correspond  à  l'équilibre  instable,  et  le  se- 
cond à  l'équilibre  stable.  On  en  voit  un  exemple  bien  simple 
dans  l'équilibre  d'un  cylindre  elliptique  posé  sur  un  plan 
horizontal. 

106.  neutre  propriété  de  maximum  ou  de  minimiun. — 
Soient  P,  P',  etc.,  des  forces  en  équilibre  sur  un  système 
quelconque-,  M,  M',  etc.,  leurs  points  d'application.  Pre- 
nons à  partir  de  ces  points,  et  sur  la  direction  des  forces, 
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des  longueurs  MN,  M'N',  etc.,  proportionnelles  à  ces  for- 
ces, et  désîgnons-les  par  p^  p' ^  etc.^  de  telle  sorte  que  l'on 
ait 

/?=:/?,     p'=kV'^ 

Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  consiste  en  ce  que 
la  somme  /?*-f-/>"4-...  ou  2/;'  sera  lui  maximum  ou  un 
minimum  )  parmi  toutes  les  valeurs  qu'elle,  peut  prendre 
lorsque,  les  points  N,  N',  etc.,  restant  fixes,  les  points  M, 
IVr,  etc.,  subissent  un  déplacement  virtuel  quelconque, 
compatible  avec  les  liaisons  du  système. 

En  effet,  soient  L  [fig-  3i)  une  position  infiniment  voi- 
sine que  peut  prendre  le  point  M;  H  sa  projection  sur  la 
direction  de  la  force  P  \  0  l'angle  PML  \  faisons  ML  =  r\ 
MH  =  âp. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pour  tous  les 
déplacements  possibles  HPâp  =  o-,  et,  par  conséquent,  eu 
multipliant  tous  les  termes  par  /r, 

(i)  ip§p  =  o, 

équation  qui  équivaut  à 

(2)  §Zp'=o', 

d'où  il  suit  que  généralement  2^^  sera  un  maximum  ou  un 
i]}inimum  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  des 
points  M,  compatibles  avec  les  liaisons  du  système 5  car 
c'est  avec  cette  dernière  condition  que  les  âp  sont  entendus 
dans  l'équation  (i). 

Pour  reconnaître  si  2^'  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, calculons  exactement  son  accroissement.  Si  nous  dé- 
signons par  pi  la  valeur  NL  de  p  après  le  déplacement  vir- 
tuel arbitraire,  nous  aurons 

p\:=z  p-  —  :}.pr  eus  0  -H  r % 
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d*où 

lp\  =  Ip^—  2lpr  cosO  4-  ^r\ 

L'accroissement  de  2p*  est  donc 

(3)  §lp^  =  —  2lpr  cos  Ô  -f-  lr\ 

Or  le  premier  terme  de  cette  expression  n'est  autre  chose 
que  —  ^Hpâpy  puisque  l'on  a 

r  cos  Q  =  Spy 

donc,  si  Ton  avait  rigoureusement  l'équation  (i),  (î2p*se 
réduirait  à  2r*  qui  est  essentiellement  positive,  d'où  il  sui- 
vrait que  Zp'  serait  toujours  minimum.  Mais  nous  avons 
fait  remarquer,  dans  la  démonstration  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  cpie'Zpâp  n'était  pas  généralement  nul, 
mais  infiniment  petit  du  second  ordre  5  et  comme  2 r*  est 
du  même  ordre,  les  deux  parties  de  ôEp*  sont  comparables, 
et  l'on  ne  peut  rien  dire  d'absolu  sur  le  signe  du  résultat. 
Cependant  on  peut  faire  quelques  remarques  importantes 
à  cet  égard. 

Supposons  d'abord  que  ^Pâp  soit  de  même  signe  pour 
tous  les  déplacements  virtuels,  il  faudra  distinguer  deux 
cas. 

S'il  est  négatif,  les  deux  termes  de  l'expression  (3)  se- 
ront positifs,  et,  par  conséquent,  2/7*  sera  un  minimum, 
quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  /r,  depuis  zéro  jusque 
l'infini. 

S'il  est  positif,  la  première  partie  de  3^p^  sera  négative, 
et  comme  elle  varie  proportionnellement  à  /r,  on  pourra 
donner  à  ce  rapport  une  valeur  assez  grande  pour  que  cette 
première  partie  l'emporte  sur  la  seconde  2r^,  quel  que  soit 
le  déplacement  virtuel,  et  cela  aura  lieu  depuis  cette  valeur 
de  A  jusqu  à  Tinfini  :  dans  toute  cette  étendue,  2/^*  sera 
maximum.  Il  pourra   arriver  qu'entre  cette  limite  infé- 
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rieure  de  k  et  une  autre  valeur  plus  petite,  la  première 
partie  de  (3)  soit  tantôt  supérieure,  tantôt  inférieure  à  la 
seconde 5  entre'ces  limites,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mi- 
nimum. 

Mais  ce  qui  est  très-remarquable,  c'est  que,  dans  tous 
les  cas,  et  lors  même  que  ^Vàp  n'a  pas  le  même  signe  pour 
tous  les  déplacements  virtuels,  on  peut  donner  au  rap- 
port A,  et,  par  suite,  aux  longueurs  p^p\  etc.,  des  valeurs 
assez  voisines  de  zéro  pour  que  la  première  partie  de  (3) 
soit  incomparablement  plus  petite  que  2r'.  Il  suffit,  en 
effet,  de  supposer  qne^,  p^  soient  des  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  parce  que  la  première  partie  de  l'expres- 
sion (3)  deviendra  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  et 
l'autre  n'étant  que  du  second,  son  signe  prévaudra.  D'où  il 
résulte  que  T,p^  sera  minimum,  puisque  son  accroissement 
sera  toujours  positif.  Cette  dernière  proposition  est  due  à 
M.  Gauss;  elle  n'est  qu^un  cas  particulier  d'un  théorème 
que  cet  illustre  géomètre  a  donné  dans  le  cas  d'un  mouve- 
ment quelconque.  C'est  là  le  cas  où  le  mouvement  se  ré- 
duirait à  zéro.  On  peut  dire  aussi  que  ce  théorème  est  ren- 
fermé dans  la  proposition  précédente,  en  vertu  du  principe 
de  d'Alembert,  dont  nous  parlerons  plus  tard. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement 
dans  le  voisinage  de  k=  o  que  2;?'  sera  nécessairement  un 
minimum^  il  en  sera  ainsi  depuis  cette  limite  jusqu'à  une 
certaine  valeur  finie  de  fc,  pour  laquelle  la  première  partie 
de  â^p*  cessera  d'être  inférieure  à  la  seconde  pour  tous  les 
déplacements  virtuels. 

On  peut  observer  encore  que  lorsque,  pour  une  valeur 
de  Âr,  2p*  sera  maximum,  il  suffirait  de  porter  les  quan- 
tités p  dans  le  sens  opposé  pour  que  2/?^  devînt  minimum-, 
car  alors  cos  6  changerait  de  signe  sans  changer  de  valeur, 
et  les  deux  parties  de  cî2/;^  seraient  positives.  11  y  aurait 
donc  minimum  en  considérant  cette  même  valeur  de  A  avec 
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le  système  des  forces  égales  et  contraires  aux  premières ,  el 
qui  seront  en  équilibre  en  vertu  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 

CHAPITRE  IX. 

APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  FORCES  PARALLÈLES 

AU  CAS   DE   LA   PESANTEUR. 

Considérations  générales  sur  la  pesanteur  et  tes  centres 

de  gravité, 

107.  Tous  les  corps  abandonnés  à  eux-mêmes  prennent 
un  mouvement  vers  Tintérieur  de  la  terre,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  la  surface  des  eaux  tranquilles ,  et 
qu'on  nomme  verticale.  S'ils  sont  retenus,  ils  exercent 
une  pression  sur  l'obstacle  dans  la  même  direction.  Par 
exemple ,  si  un  corps  est  suspendu  par  un  fil ,  ce  fil  prend 
une  direction  verticale 5  et  si  l'on  détache  le  corps,  il 
tombe  suivant  le  prolongement  de  celte  droite.  L'expérience 
montre  de  plus  que  ce  fil  est  tiré  par  le  corps  qu'il  soutient, 
sans  interruption  et  avec  une  intensité  constante  dans  le 
même  lieu. 

On  peut  donc  admettre  que  tous  les  corps  sont  sollicités 
par  une  force  dirigée  suivant  la  verticale  et  vers  l'intérieur 
de  la  terre ,  et  que  cette  force  exerce  son  action  d'une  ma- 
nière continue,  avec  uni;  intensité  constante  sur  les  corps 
qui  ne  prennent  aucun  mouvement.  Nous  verrons  plus 
tard  que  cette  intensité  est  la  même  encore  pendant  le 
mouvement.  La  cause  de  ces  phénomènes  se  nomme  pesau' 
teur  ou  gravité.  La  surface  de  la  terre,  ou  mieux  de  la 
mer,  étant  à  peu  près  sphérîque ,  la  perpendiculaire  à  la 
surface  des  eaux  tranquilles  passe  sensiblement  par  le'centre 
de  la  terre,  et  change,  par  conséquent,  de  direction  avec  la 
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position  sur  la  surface  ^  son  intensité  change  quand  on  s'é- 
loigne ou  qu'on  s'approche  du  centre ,  et  dans  le  même  rap- 
port pour  tous  les  corps. 

Mais  ces  variations  ne  sont  pas  sensibles  dans  une  petite 
étendue,  et  l'on  peut  regarder  les  verticales  comme  paral- 
lèles, et  la  pesanteur  comme  constante,  pourvu  que  l'on 
considère  des  points  peu  éloignés  les  uns  des  autres  relative- 
ment au  rayon  de  la  terre.  C'est  ce  qu'il  a  été  facile  d'éta- 
bb'r  par  des  expériences  précises. 

Au  reste,  il  n'est  pas  besoin  de  connaître  la  figure  de  la 
terre  pour  constater,  par  expérience,  le  parallélisme  des 
verticales  et  la  constance  de  la  pesanteur  dans. une  étendue 
beaucoup  plus  considérable  que  les  dimensions  des  corps 
que  nous  avons  en  vue  de  considérer  ici.  Nous  les  admet- 
tons donc  comme  des  données  fournies  par  des  expériences 
directes. 

La  pesanteur  sollicite  les  parties  intérieures  des  corps 
comme  les  parties  extérieures.  Il  faut  faire  le  même  eifort 
pour  supporter  un  corps  entier,  ou  les  parties  dans  les- 
quelles on  le  divise;  et,  s'il  est  creux,  les  corps  que  l'on  y 
renfermera  exerceront  le  même  effort  que  s'ils  étaient  placés 
à  Textérieur.  Nous  pouvons  donc  regarder  cette  force  comme 
agissant  sur  toutes  les  parties  qui  composent  les  corps  5  et 
Qous  en  verrons  une  confirmation  complète  dans  le  mouve- 
ment qu'ils  prennent  suivant  la  verticale. 

En  appliquant  la  théorie  des  forces  parallèles  à  celles  qui 
proviennent  de  la  pesanteur,  on  reconnaît  d'abord  qu'elles 
ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle ,  et  est  égale  à  leur 
somme;  on  l'appelle  le  poids  du  corps. 

Eii  second  lieu,  cette  résultante  a  son  point  d'applica- 
l:ion  indépendant  dcMa  direction  des  forces  relativement  au 
corps.  C'est  le  centre  des  forces  parallèles  produites  par  la 
gravité.  On  lui  donne  le  nom  de  centre  de  gravité, 

108.  Lorsque  la  matière  qui  compose  le  corps  est  homo- 


io6  COURS  DE  méca:vique. 

gène,  les  volumes  égaux  ont  des  poids  égaux.  Sî  la  matière 
de  deux  corps  homogènes  est  différente ,  le  poids  est  généra- 
lement différent  pour  des  volumes  égaux.  On  appelle /^o/rf^ 
spécifique  d'une  substance  homogène  le  poids  de  Puni  té  de 
volume,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  rapport  du 
poids  d'un  volume  quelconque  de  cette  substance  à  ce  vo- 
lume même.  Dans  les  Tables  que  Ton  a  formées,  on  rap- 
porte ces  poids  spécifiques  à  celui  de  l'eau  distillée,  prise 
à  la  température  où  sa  densité  est  la  plus  grande ,  et  qui 
est  d'environ  4  degrés  au-dessus  de  zéro^  quant  aux  autres 
corps,  on  les  suppose  pris  à  la  température  zéro.  Les  moyens 
employés  pour  sa  formation  se  rapportent  à  la  physique,  et 
nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 

Le  poids  qu'on  a  choisi  pour  terme  de  comparaison  est 
celui  de  i  centimètre  cube  d'eau  distillée ,  prise  au  maxi- 
mum de  densité,  et  considéré  à  l'Observatoire  de  Paris;  on 
le  nomme  gramme*  Les  nombres  renfermés  dans  la  Table 
des  poids  spécifiques  expriment  donc  le  nombre  de  grammes 
que  pèse  i  centimètre  cube  de  ces  substances,  prises  à  la 
température  zéro. 

109.  Si  le  corps  n'est  pas  homogène,  le  poids  ne  sera 
plus  proportionnel  au  volume.  Pour  se  faire  une  idée  nette 
de  ce  que  Ton  doit  entendre  par  poids  spécifique  d'une  sub- 
stance eu  un  point  donné ,  on  en  considérera  une  portion 
infiniment  petite,  dont  ce  point  fera  partie,  et  l'on  prendra 
le  rapport  de  son  poids  à  son  volume;  on  aura  ainsi  son 
poids  spécifique  moyen  ;  lorsque  ce  volume  tend  vers  zéro, 
le  rapport  tend  vers  une  limite  que  l'on  appelle  le  poids 
spécifique  de  la  substance  en  ce  point.  Si  la  nature  de 
celte  substance  change  d'une  manière  continue,  le  poids 
spécifique  sera  une  fonction  continue  des  coordonnées  des 
différents  points;  et  si  cette  fonction  est  donnée,  ainsi  que 
la  figure  du  corps,  on  peut  encore  se  proposer  d'en  déter- 
miner le  centre  de  gravilé.  On  voit,  d'après  celte  défini- 


PREMIERE  ANNÉE.  —  STATIQUE.  IO7 

lion ,  qu'un  volume  infiniment  petit  du  corps  aura  un  poids 
qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infiniment  petite,  par 
rapport  à  lui-même ,  du  produit  de  ce  volume  par  le  poids 
spécifique  relatif  à  l'un  quelconque  de  ses  points.  Cette 
quantité  pouvant  être  négligée  sans  erreur  dans  les  résultats 
des  questions  qui  ne  dépendent  que  des  limites  des  sommes 
ou  des  rapports ,  il  s'ensuit  que  le  poids  spécifique  tel  que 
nous  Tavons  défini  joue  absolument  le  même  rôle  dans  le 
cas  des  corps  non  homogènes  que  le  poids  spécifique  défini 
d'al)orddans  les  corps  homogènes^  seulement,  il  ne  faut 
l'appliquer  qu'à  des  volumes  infiniment  petits  dans  tous 
les  sens. 

HO.  Quoique  les  surfaces  et  les  lignes  ne  puissent  avoir 
de  poids,  puisqu'elles  ne  sont  que  des  limites  d'étendue  et  ne 
renferment  aucune  partie  matérielle,  on  les  considère  néan- 
moins comme  ayant  un  centre  de  gravité.  On  suppose  alors 
qu'elles  sont  soumises  à  l'action  de  forces  parallèles,  qui, 
dans  le  cas  de  l'homogénéité ,  donnent  des  résultantes  égales 
pour  des  parties  équivalentes*,  et  l'on  donne  l'intensité  de 
cette  force  pour  Tunité  de  surface  ou  de  longueur.  En  par- 
tant de  cette  hypothèse,  et  considérant  toujours  les  sur- 
faces et  les  lignes  comme  on  le  fait  dans  la  géométrie,  il  n'y 
a  rien  que  de  clair  dans  la  recherche  du  centre  de  ces  forces 
parallèles,  qu'on  nomme,  par  analogie,  centre  de  granité. 
Si  les  résultantes  n'étaient  pas  égales  pour  des  aires  équî- 
"valentes,  on  concevrait,  pour  un  point  quelconque,  une 
portion  infiniment  petite  renfermant  ce  point ,  et  on  pren- 
drait le  rapport  de  la  résultante  de  cette  portion  à  son  aire, 
lia  limite  de  ce  rapport  sera  déterminée,  et  nous  lui  don- 
nerons^ par  analogie,  le  nom  àa  poids  spécifique  de  la  sur- 
face en  ce  point^  ce  poids  spécifique  sera  une  fonction 
connue  des  coordonnées  des  points  de  la  surface ,  et  le  centre 
des  forces  parallèles,  que  l'on  désignera  encore  sous  le  nom 
de  centre  de  gravité,  sera  entièrement  déterminé. 
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Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  cas  d'une  ligne 
dans  laquelle  des  arcs  égaux  ne  donneraient  pas  des  résul- 
tantes égales. 

m.  Les  corps  sont  réellement  composés  de  parties  très- 
petites,  séparées  les  unes  des  autres  5  mais  il  n'y  a  aucun 
inconvénient  à  les  supposer  formés  d'une  matière  conti- 
nue 5  car  cela  ne  produira  d'autre  effet  que  de  changer  de 
quantités  insensibles  les  points  d'application  des  forces,  et 
il  n'en  peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les  ré- 
sultats. 

.112.  Lorsque  l'on  connaît  les  poids  et  les  centres  de  gra- 
vité de  corps  en  nombre  fini ,  le  théorème  des  moments 
donne  immédiatement  la  position  du  centre  de  gravité  du 
système.  Si  Ton  désigne  par  P  un  quelconque  des  poids, 
par  a:,  y^  z  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  et 
par  Xi,  j^i,  Zx  celles  du  centre  de  gravité  du  système,  on 
aura 


V 


Çx  2Pjr  2Pz 


Ces  formules  subsistent,  quel  que  soit  le  nombre  de  corps, 
et  quelque  petits  qu'ils  soient  cliacun.  S'ils  diminuent  in- 
définiment, et  que  leur  système  tende  vers  une  certaine 
limite,  les  limites  des  valeurs  de  Xi,  j^j,  z^  seront  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  de  cette  limite  5  et  leurs  va- 
leurs ne  seront  pas  altérées,  si  Ton  néglige,  dans  tous  les 
termes  de  ces  sommes,  des  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  ces  termes  mêmes. 

Détermination  des  centres  de  gravité, 

113.  Lorsqu'un  corps  de  nature  quelconque  est  infini^ 
ment  petit  dans  tous  les  sens,  son  centre  de  gravité  est  à 
une  dislance  infiniment  petite  d'un  quelconque  des  points 
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de  ce  corps  ;  <far,  si  Ton  compose  successivement  toulcs  les 
farces ,   en  partant  d'un  point  quelconque  du  corps ,  les 
points  d'application  des  résultantes  successives  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  points  d'application  des  forces 
que  l'on  compose,   resteront  constamment  à  une  distance 
infiniment  petite  de  tous  les  points  du  corps.  Cette  simple 
observation  permet  de  ramener  au  calcul  la  détermination 
des  centres  de  gravité  des  corps,  sans  aucune  recterche 
préalable.  Il  suffira ,  pour  cela  ,  de  les  décomposer  en  élé- 
ments infiniment  petits  dans  tous  les  sens ,  parce  qu'alors 
on  pourra  prendre  pour  centre  de  gravité  de  ces  éléments 
un  point  quelconque  de  leur  surface  ou  de  leur  intérieur, 
ou  même  en  dehors,  et  à  une  distance  infiniment  petite-, 
car  on  n'altérera  qu'infiniment  peu  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  éléments  ,  et ,  par  con- 
séquent, son  moment  ne  sera  en  erreur  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Donc  la  limite 
de  la  somme  des  moments  ne  sera  pas  altérée,  et  l'on  peut 
établir  cette  proposition  générale  : 

Le  produit  du  poids  d\in  corps  par  la  distance  de  son 
centre  de  grai^ité  à  un  plan  quelconque  y  est  égala  la  limite 
de  la  somme  des  produits  des  poids  de  chacun  de  ses  élé- 
ments infiniment  petits  en  tous  sens,  par  les  distances  d'un 
quelconque  des  points  de  ces  éléments  respectifs^  ou  d'au- 
tres points  infiniment  voisins,  à  ce  même  plan. 

Si  le  corps  est  homogène ,  le  poids  d'une  quelconque  de 
ses  parties  est  égal  à  son  volume  multiplié  par  le  poids  spé- 
cifique de  la  substance  *,  mais ,  s'il  ne  l'est  pas ,  le  poids  d'un 
élément  sera  égal  à  son  volume  multiplié  par  un  poids 
spécifique  moyen ,  qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  poids  spécifique  de  la  substance  en  un 
quelconque  des  points  de  cet  élément.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
on  multipliera  le  volume  infiniment  petit  de  l'élément  par 
le  poids  spécifique  relatif  à  l'un  quelconque  de  ses  points 
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OU  (les  points  infiniment  voisins-,  et,  en  subsitiluant  ce  pro- 
duit, au  poids  réel  de  l'élément,  il  n''en  résultera  aucune 
erreur  dans  la  limite  de  la  somme  des  poids  et  de  leurs  mo- 
ments. 

Il  est  facile  de  voir  comment  toutes  ces  considérations 
s'appliquent  aux  surfaces  et  aux  lignes.  Nous  allons  les  exa- 
miner successivement. 

Centres  de  gravité  des  lignes. 

114?.  Les  équations  d'une  ligne  dans  l'espace  détermi- 
nent deux  coordonnées  en  fonction  de  la  troisième,  par 
exemple  j^  et  z  en  fonction  de  x.  L'expression  de  l'élément 

de  la  ligne  est  rfj:  w  i  -f-  —  4-  —  =  ^,  et  son  poids  pds^ 

p  étant  une  fonction  connue  de  or,  qui  exprime  le  poids 
spécifique  de  la  ligne  au  point  que  l'on  considère.  En 
appelant  P  le  poids  dont  les  extrémités  correspondent  aux 
abscisses  jTo,  X ,  on  aura 

f      pds  ^       Pxi=z  j      pxdsy 


X  /»X 


f      pyds^      l?z^=  I      pzds'y 

d'où  l'on  tirera  P,  a:i,  j^i,  Zy, 

P 
Si  la  ligne  est  homogène,  p  est  constant,  -  est  la  Ion 

gueur  s  de  l'arc,  et  l'on  a  simplement 


r^  ,      /       dr'  dz'                r^     , 

/iX  /»X 

A/,  =  I      yds^  .V3,  =  1       zds. 

Jx,.  t/jr. 
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Si  la  ligne  est  plane,  on  la  supposera  dans  le  plan  XY,  el 
il  suffira  de  faire  z  =  o  dans  les  premières  ou  les  secondes 
formules,  suivant  que  cette  ligne  a  un  poids  spécifique  va- 
riable ou  constant.  Dans  ce  dernier  cas ,  elles  deviennent 

r^ ,    /     ^  r^  r^ 

s=  j       dxK/  1+  —  j      sxi=  j       xds,     5j,  =  1       yds. 


Centres  de  gravité  des  surfaces, 

US.  Si  l'on  conçoit  une  surface  courbe  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  par  deux 
séries  de  plans,  les  uns  perpendiculaires  à  Taxe  des  jr,  les 
autres  à  l'axe  des  j^,  nous  avons  vu  que  Ton  pouvait  prendre, 
au  lieu  de  l'élément  même   de  la  surface ,  l'expression 

I  -+-  I    .-  j  -h  I  —  j  9  que  nous  représenterons  par 

dA.  Soit  p  la  fonction  de  x  et  j",  qui  exprime  le  poids  spé- 
cifique en  un  point  quelconque  de  la  surface  ^  le  poids  de 
cet  élément  sera  pdA ,  et  ses  moments  seront  pxdA ,  pjdA , 
pzdA]  on  aura  donc,  en  désignant  par  P  le  poids  de  l'aire 
totale  que  l'on  considère , 

V=ffpdX,  Vx,=zffpxdk,  Vx,=fSpydk,  Vz,=ffpzdk. 

Les  limites  de  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  pour  la 

quadrature  des  surfaces  courbes. 

p 
Si  la  surface  est  homogène,  p  est  constant  et  -  est  l'aire 

totale  que  nous  représenterons  par  A  :  on  aura  alors 


dxdy  y 


=  //rfxrfry/,+  (jy+(|:)',      Aa:,=fJxdA, 
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116.  Surfaces  de  rès^olution.  —  Le  centre  de  gravité 
d'une  surface  de  révolution  homogène  est  évidemment  situé 
sur  son  axe.  Si  on  le  prend  pour  axe  des  ar,  on  aura 

j,  =  o,     z,  =  o, 

et  il  suffira  de  connaître  x^ .  Si  Ton  considère  la  partie  de 
la  surface  comprise  entre  les  deux  plans  correspondants 
aux  valeurs  Xo  et  X,  on  aura ,  en  désignant  son  aire  par  A, 
et  par  y  l'ordonnée  de  la  génératrice. 

On  connaîtra  ainsi  Â  et  ensuite  Xi. 

117.  Surfaces  planes.  — Lorsque  la  surface  est  plane, 
on  la  rapporte  à  deux  axes  situés  dans  son  plan. 

Les  formules  générales  s'appliqueront  à  ce  cas  en  y  sup- 
posant z  =  0]  elles  deviennent  alors 

^=SSP^^^y^     ^x,=JJpxdxdy,     ^rx=ffprdxdy. 

On  intégrera  d'abord  par  rapport  à  y  entre  les  deux  valeurs 
yo  1  Y  qui  sont  des  fonctions  de  x  données  par  l'équation  de 
la  courbe  qui  termine  la  surface.  On  aura  ainsi  des  fonc- 
tions de  X  qu'on  intégrera  entre  les  valeurs  extrêmes  x^ ,  Ji. 

Si  la  surface  est  homogène,  p  est  constant,  -  est  Taire 
A ,  et  l'on  aura 

^—JJ^i^fify      Kx.^fjxdxdy,      ^y.^fjydxdy^ 


ou 


=  /      (Y—ro)'/j:,     Ax,=z  f    (Y—y,)xdx, 
AX,  =  ^f     (Y^-yl)d,v. 
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i  18.  Corps  solides.  —  Décomposons  le  corps  en  une  in- 
finité de  tranches  par  une  série  de  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  des  x  *,  coupons-le  ensuite  par  une  série  de  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  des  y^.  les  parties  comprises  entre 
deux  plans  consécutifs  d'une  série  et  deux  plans  consécu- 
tifs de  l'autre  seront  précisément  celles  que  nous  avons 
considérées  dans  la  mesure  des  volumes  en  général.  Mais, 
comme  nous  devons  prendre  ici  des  éléments  infiniment 
petits  dans  tous  les  sens,  nous  supposerons  une  troisième 
série  de  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  z ,  et  (e  corps  se 
trouvera  décomposé  en  parallélipipèdes  rectangles  ayant 
pour  arêtes  dx^  dy^  dz. 

Pour  chacun  de  ces  parallélipipèdes  dont  les  coordonnées 
de  deux  sonmiets  opposés  sont  x^y^  z  el  x  -^  dx^  y  •+■  dy^ 
z-hdz^  on  prendra  x^  y^  z  au  lieu  des  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  et  la  fonction  p  qui  exprime  le  poids 
spécifique  sera  rapportée  aux  mêmes  valeurs  x^y^  z-^  nous 
avons  prouvé  que  la  limite  de  la  somme  des  moments  n'en 
sera  pas  altérée.  De  cette  manière,  le  poids  et  les  moments 
de  cet  élément  par  rapport  aux  plans  coordonnés  pourront 
être  remplacés  respectivement  par 

pdxdydzy     pxdxdydzy     pydxdydz^     pzdjcdjrdz. 

Soient  Zq^  Z  les  fonctions  de  xety  qui  expriment  les 
ordonnées  de  la  surface  inférieure  et  de  la  surface  supé- 
rieure du  corps  *,  on  fera  d'abord  la  somme  des  éléments  en 
supposant  que  x  ely  restent  constants ,  et  que  z  passe  par 
toutes  les  valeurs  entre  Zq^  Z  -,  c'e§t-à-dire  qu'on  intégrera 
ces  expressions  par  rapport  à  z  entre  les  limites  -^o  >  Z,  et 
Ton  obtiendra  ainsi  des  fonctions  de  j:  et  y  seulement,  qui 
exprimeront  le  f oids  et  les  moments  de  la  partie  du  corps 
comprise  entre  quatre  plans  infiniment  voisins ,  dont  deux 
sont  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  et  les  deux  autres  à  l'axe 
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des  /.  Ces  fonctions  auront  pour  expressions 

/»Z  /»Z 

dxcljr  I      p^^i       xdxdy  I     pdz^ 

J/»  Z  y^Z 

I     /^^/z,  dxdy  j     pzdz. 

Pour  avoir  le  poids  et  les  moments  du  volume  compris  en- 
tre les  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x,  il  faudra 
intégrer  ces  fonctions  de  ^  et  ;^  par  rapport  ky  en  considé- 
rant X  comme  constant,  et  prenant  pour  limites  de  y  les 
deux  fonctions  de  x  qui  expriment  les  ordonnées  de  la 
courbe  qui  est  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  XY, 
et  que  nous  avons  donné  le  moyen  de  déterminer  dans  le 
Cours  d* Analyse,  Désignant  parj^o-<^t  Y  ces  fonctions  con- 
nues de  X,  les  sommes  relatives  à  la  partie  comprise  entre 
les  deux  plans  seront 

/»Y         /»Z  /»Y         i^Z 

dx  \      djr  j     pdz,       xdx  j      dy  l     pdz^ 

/.Tf  /«Z  ^Y  /»Z 

dx  j     ydy  I     pdz,      dx  j      dy  j     pzdz. 

Ces  quatre  expressions  ne  renferment  plus  que  la  variable  x, 
et  on  les  intégrera  entre  les  deux  valeurs  de  x  relatives  aux 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  entre'  lesquels  le 
corps  se  trouvera  compris.  Ces  valeurs  Xo  et  X  sont ,  en  gé- 
néral, celles  pour  lesquelles  les  plans  tangents  au  corps 
sont  perpendiculaires  à  l'axe  des  x.  Dans  tous  les  cas,  on 
saura  les  déterminer  d'après  la  forme  de  la  surface ,  et  les 
expressions  des  sommes  seront  respectivement 

/»X         /»Y  /»Z  pX.  /»Y  /»Z 

I      dx  j      dy  j     pdzy        j       xdx  j      dy  j      pdz, 

•^*o  •^ro  *^^o  •^•^0  «^o  *^So 

/»X         pY  /»Z  /»X  /»Y  /»Z 

I       dx  j      ydy  j      pdz,         j       dv  j       dy    j      pzdz. 
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On  pourrait  efTectuer  ces  intégrations  dans  un  ordre 
différent  et  commencer  par  la  somme  des  éléments  pour 
lesquels  x  et  z  seraient  constants,  ou  encoreyet^.  On 
pourra  même  suivre  un  ordre  difTérent  pour  chacune  des 
quatre  expressions  si  l'on  y  trouve  quelque  avantage  :  on 
obtiendra  toujours  les  mêmes  valeurs  définitives,  puis- 
qu'elles représenteront  le  poids  du  corps  et  les  limites  des 
sommes  des  moments  des  mêmes  éléments  considérés  seule- 
ment dans  un  ordre  différent.  Si  nous  désignons  ces  diverses 
expressions  par 

fSfp^^X^^^  SSJp^^^^^y^^^  SSSPï'^^àydz,  JJJpzdxdydz, 

en  faisant  les  intégrations  comme  nous  Tavons  indiqué,  les 
cooi*données  x^  y^  z  seront  déterminées ,  ainsi  que  le  poids 
P,  par  les  quatre  équations  suivantes  : 

P       =SSSP^^y^^^  ^JOy=:JfJpxdxdjrdz, 

^ri=fSfpy^^yd^f      ^z.^fjfpzdxdydz. 

Si  le  poids  spécifique  est  constant,  ces  équations  devien- 
nent ,  en  représentant  par  V  le  volume  du  corps  qui  est  égal 

,  P 
a-? 

P 

V     "^ffj^^y^^^       \x,=:fffxdxdjrdz, 
^yy  =  fSSy^^y^^>      Vz,  =fffzdxdydz. 

On  peut  effectuer  dans  ce  cas  une  des  intégrations,  par 
exemple  celle  par  rapport  à  ^  ^  on  aura ,  eh  prenant  pour  li- 
mites ^i  et  Z , 

V     =ff{ï-^z,)dxdx,       yxy=ff{Z^\)xdxdy, 

\r,  =  ff[Z^z,)ydxdy,     Vz,  =  LJJ^z^^:,^^)dxdy, 
• 

les-  limites  relatives  k  y  Qix  étant  les  mêmes  que  précé- 
demment. 
Enfin,   si  l'on  pouvait  reconnaître  immédiatement  le 

8, 


I  l6  rOUES    DE    XLCi^^IQUC. 

centre  de  grai^ilé  de  la  partie  comprise  entre  deux  plans 
infiniment  voisins ,  perpendiculaires  à  l'un  des  axes,  par 
exemple  à  Taxe  des  x,  on  prendrait  ces  parties  pour  les 
éléments  du  corps ,  et  il  n^  aurait  que  la  seule  variable  x 
dans  lexpression  de  leurs  moments  par  rapport  à  YZ  ;  une 
seule  intégration  donnerait  donc  le  centre  de  gravité  du 
corps,  s'il  devait  se  trouver  sur  une  ligne  connue.  Nous 
allons  en  donner  quelques  exemples. 

119.  Solides  de  résolution.  —  La  substance  qui  compose 
le  solide  de  révolution  étant  supposée  homogène ,  il  résulte 
de  la  symétrie  que  le  centre  de  gravité  est  situé  sur  Taxe, 
soit  qu'on  considère  le  corps  entier,  ou  une  partie  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à  cet  axe.  Si ,  pour  plus 
de  simplicité ,  on  le  prend  pour  axe  des  x ,  il  suffira  de  trou- 
ver JT, ,  parce  que  j^i  et  z^  seront  nuls. On  aura ,  dans  ce  cas , 
les  deux  équations  suivantes,  dans  lesquelles  Y  etj'o  dési- 
gnent les  ordonnées  des  deux  courbes  qui  terminent  Taire 
génératrice  située  dans  le  plan  XY  : 

\  =  nf    (Y'^x\)dx,     \x,.=  nf    {Y^  —  jri)xdx, 

d'où  l'on  tirera  V  et  j:,  . 

120.  Cylindres.  —  Si  l'on  considère  un  cylindre  homo- 
gène ayant  une  base  quelconque  terminée  par  un  contour 
polygonal  ou  curviligne ,  et  qu'on  le  partage  par  des  plans 
parallèles  aux  bases ,  la  somme  des  moments  est  nulle  par 
rapport  au  plan  également  distant  des  bases  \  le  centre  de 
gravité  est  donc  sur  ce  plan . 

Si  l'on  conçoit  ensuite  un  système  de  plans  infiniment 
voisins ,  parallèles  entre  eux  et  aux  arêtes ,  le  cylindre  se 
trouvera  décomposé  en  parallélipipèdes  dont  les  bases  se- 
ront les  éléments  des  bases  du  cylindre,  et  dont  les  mo- 
ments seront  proportionnels  à  ceux  de  leurs  bases,  par  rafh- 
port  à  tout  plan  parallèle  à  leurs  faces  finies.  Donc  les 
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sommes  des  moments,  soit  des  faces,  soit  des  parallélipi- 
pèdes,  seront  nulles  pour  le  même  plan.  Donc  tout  plan 
parallèle  aux  arêtes ,  et  passant  pa%  la  ligue  qui  joint  les 
centres  de  gravité  des  deux  bases ,  contient  le  centre  de 
gravité  du  cylindre.  Donc  ce  point  se  trouve  et  sur  cette 
droite ,  et  sur  le  plan  équidistant  des  bases  *,  il  t^st  donc 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  grai^ité  des 
€teux  bases. 

121.  Si  le  corps  était  rapporté  à  des  coordonnées  po- 
laires, on  emploierait  le  mode  de  décomposition  indiqué 
dans  le  Cours  d^  Analyse  ;  mais  on  chercherait  encore  les 
coordonnées  rectangulaires  du  centre  de  gravité.  Les  équa- 
tions entre  les  coordonnées  rectangulaires  et  polaires  sont 

a  =  rcosO,     j^  rsrsinOsin^»,     a:  =  rsinGcos^. 

Nous  avons  vu  que  l'élément  du  volume  avait  pour 
expression  r^sinôdOd^dr.  Donc  l'élément  du  poids  sera 
pr^  siuOdô  di^f  dr^  et  son  moment  par  rapport  à  chacun  des 
plans  s'obtiendra  en  multipliant  cette  expression ,  succes- 
sivement par  x^y^  z  ou  leurs  valeurs  en  0,  c{;,  r.  On  aura 
ainsi 

P     =  Jffpr^  sin ô  rfô  ^/^^  dr, 

PoTi  =r  fffpr^  sin'  G  cos -^  dO  d-^dr, 
F/,  =  fffpr^ sin' 0  sin^  dQ  d-^tdr  y 
lPztz=fffpr^smBcosOdQd'^dr.  * 

Les  limites  de  cCs  intégrales  sont  les  mêmes  que  celles 
que  nous  avons  indiquées  dans  la  cubature  des  solides. 

Diverses  propriétés  des  centres  de  gravité. 

122.  Soit  un  nombre  quelconque  de  corps  ayant  respec- 
tivement pour  poids  /?,  p',  p^'^  et  dont  les  centres  de  gravite 
respectifs  soient  distajits  du  centre  do  gravité  de  leur  sys- 
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tème,  de  quantités  p,  p',  p'\ ...  ;  prenons  ce  centre  pour  le 
point  de  rencontre  de  trois  axes  rectangulaires  avec  lesquels 
les  lignes  p,  p',  p"v  •  .,fcm  l^s  angles  a,  6,  y,  a',  6',  7', . . . . 
Le  théorème  des  moments  donnera ,  relativement  aux  trois 
plans  coordonnés  ^ 

(i)         I/?pcosa  =  o,      2y7pcos6  =  o,      2/?  p  0057  =  0- 

Donc  f/^  aurait  équilibre  entre  des  forces  appliquées  à  un 
point  situé  à  F  origine ,  c'est-à-dire  au  centre  de  gravâté  du 
système  y  dirigées  suivant  les  droites  p,  p',. . .,  et  propor- 
tionnelles  aux  produits  pp^p'  p'.  La  réciproque  est  évi- 
dente. 

Si  les  poids  p^p\, .  .  sont  égaux ,  les  forces  sont  propor- 
tionnelles aux  distances  du  centre  de  gravité  du  système, 
aux  centres  de  gravité  des  poids  égaux  qui  le  composent. 

123.  Si  maintenant  on  ajoute  les  carrés  des  premiers 

membres  des  équations  (i),  on  obtient,  en  désignant  par  pp' 
l'angle  des  deux  rayons  p  et  p', 

2/?' p'  -f-  2  2  pp' pp'  cos  pp'  =  o. 

Mais  p^ -^  p'^  —  2  pp' cos  pp' =  7'^,  7'  étant  la  distance  des 
centres  de  gravité  des  corps  p^p''^  donc 

2/7' p'  -h  2/?/>'(p'  +  p''—  '•')  =  O. 

Tous  les  termes  qui  renferment  p'  ont  pour  expression 
)t7p' (/> -h p' -H /?"-}-.. .),  et  Ton  en  trouverait  de  sem- 
blables pour  p'^^  p"*,  etc..  5  de  sorte  qu'en  }K>sant 
/:7  -f-  />' -f-  />" H-  .  .  .  =  P,  on  aura 

P2/7p*=z=  'Lpp'r\ 

Si  tous  les  poids  sont  égaux  et  en  nombre  m,  on  a 
'Lr^  =  ml,p\ 

Cette  dernière  proposition  est  un  cas  particulier  de  la 
suivante,  où  l'on  suppose  que  Torigine  des  coordonnées 
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est  un  point  quelconque!  de  rcspacc.  Le  théorème  des  mo- 
ments donne  alors,  en  représentant  par  R  la  droite  menée 
de  l'origine  au  centre  de  gravfté  du  système ,  par  a^  b^  des 
angles  qu'elle  fait  avec  les  axes,  par  p,  p'vj  les  distances 
de  l'origine  aux  centres  de  gravité  des  poids./>,  p',. . .,  et  par 
a,  ]3,  y,  a',  |S',  y',...,  les  angles  que  ces  droites  forment 
avec  les  axes, 

PR  cos  a  =z  Ipp  cos  a , 
PRcos  b  =  Ijjp  cos  C , 
PR  cos  c  =  Zpp  cos  7  ; 

d'où,  en  ajoutant  les  carrés  des  membres  de  ces  équations 
et  observant  que  les  seconds  membres  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cas  précédent , 

P'R^=i  Plpp'  —  Ipp'r-. 

De  celte  équation  on  conclut  que  si  la  distance  R  du 
centre  de  gravité  d'un  système  à  un  point  fixe  quelconque 
restant  constante  y  ce  système  invaiiahle  de  forme  se  dé-' 
place  d^une  manière  quelconque,  la  sorrmie  des  produits  des 
poids  par  les  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de  gra- 
u^té  à  ce  point  fixe  sera  constante. 

En  effet,  R  étant  constant  ainsi  que  les  distances  dési- 
gnées par  r,  il  en  résulte  que  S/^p*  est  constant. 

On  voit  encore  que  2/7 p*  <îst  le  plus  petit  possible  quand 
R  =  o,  et,  par  conséquent,  le  centre  de  gravité  d'un  sys- 
tème jouit  de  cette  propriété,  que  la  somme  des  produits 
des  poids  par  les  cannés  des  distances  de  leurs  centres  de 
gravité  respectifs  à  ce  point  est  un  minimum. 

Théorème  de  Guldin, 

'12i.  Le  volume  V,  engendré  par  la  surface  plane  com- 
prise entre  deux  coiirbos  dont  l(\s  ordonnées  sont  }o^  ^^.  ci 
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deux  parallèles  à  Taxe  des  y  correspondantes  aux  abscisses 
Xo  9  X ,  a  pour  expression 

m 

Mais  l'ordonnée  ji  du  centre  de  gravité  de  la  surface  en 
question,  dont  nous  désignerons  Taire  par  A,  est  donnée 
par  l'équation 

donc 

V=:27r/,  A, 

et,  par  conséquent,  le  volume  engendré  par  une  aire 
plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan,  est 
égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre  de  gravité. 

125.  La  surface  A,  engendrée  par  la  révolution  d^un 
arc  de  courbe  plane  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan ,  a  pour  expression 

^X 

A  =  27r  I       jrds. 

Mais  l'ordonnée  y,  du  centre  de  gravité  de  l'arc  s  est  don- 
née par  l'équation 

donc 

A  =27r/,  J, 

et,  par  conséquent,  Faire  engendrée  par  un  arc  de  courbe 
plane ,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan ,  est 
égale  à  cet  arc  multiplié  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre  de  gravité.  Ces  deux  propositions  constituent  ce 
que  Ton  appelle  le  théorème  de  Guldin, 
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Les  aires  ou  les  volumes  décrits  dans  une  partie  quelcon* 
que  de  la  révolution  étant  proportionnels  à  Pangle  dont  la 
figure  a  tourné ,  îl  s'ensuit  que ,  pour  en  avoir  la  mesure , 
il  faudra  prendre  l'arc  décrit  par  le  centre  de  gravité  au 
lieu  delà  circonférence  entière. 

126.  Si  une  surface  plane  tourne  successivement  autour 
de  plusieurs  axes ,  le  volume  engendré  s'obtiendra  en  mul- 
tipliant son  aire  par  la  somme  des  arcs  parcourus  par  son 
centre  de  gravité.  Cette  proposition ,  étant  indépendante  de 
la  distance  des  axes ,  a  lieu  encore  quand  ils  se  succèdent  à  des 
distances  infiniment  petites ,  pourvu  qu'ils  soient  toujours 
dans  le  plan  de  la  surface  mobile  ;  et ,  dans  ce  cas ,  deux 
axes  consécutifs  peuvent  être  parallèles  ou  se  rencontrer. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  une  courbe  plane,  et  que  la 
surface  génératrice  se  meuve  de  manière  que  son  plan 
soit  toujours  normal  à  cette  courbe  et  soit  toujours  percé 
par  elle  au  même  point,  et  que  tous  les  points  n'aient  que 
des  mouvements  parallèles  au  plan  de  la  courbe  directrice , 
on  peut  regarder  un  pareil  mouvement  conmie  produit  par 
le  développement  du  plan  de  l'aire  génératrice  qui  serait  en- 
roulé sur  le  cylindre  qui  aurait  pour  base  la  développée  de 
la  directrice:  il  estlaliniite  du  mouvement  qui  aurait  lieu 
autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  directrice  et 
qui  tendraient  indéfiniment  vers  les  arêtes  du  cylindre  en 
question. 

Si,  pour  plus  de  généralité,  on  considère  une  courbe  à 
double  courbure  décrite  par  un  point  constant  du  plan  de 
la  surface  génératrice,  auquel  elle  soit  encore  constamment 
normale,  et  que  l'on  "prenne  pour  axes  successifs  les  per- 
pendiculaires aux  plans  osculateurs  menées  par  les  centres 
de  courbure  de  la  directrice,  on  pourra  encore  appliquer 
la  même  proposition  -,  car,  quoique  ces  axes  successifs  ne 
se  coupent  réellement  pas ,  on  peut,  en  ne  considérant  que 
les  limites,  négliger  l'erreur  qui  en  rcsullerait,  parce  que 
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leur  distance  est  une  quniitito  infiniment  petite  d'un  ordre 
supérieur  au  premier. 

On  peut  se  représenter  ce  mouvement  en  supposant  que 
le  plan  de  la  surface  génératrice  soit  enroulé  sur  la  surface 
polaire  de  la  directrice ,  qui  est  le  lieu  des  axes  autour  des- 
quels s'exécutent  les  mouvements  successifs.  Si  Ton  déroule 
ensuite  ce  plan  sans  glissement,  il  sera  constamment  nor- 
mal à  la  directrice  ,  et  sera  toujours  rencontré  par  elle  au 
même  point.  Par  celte  suite  de  rotations  infiniment  petites , 
la  surface  donnée  engendrera  un  volume  égal  au  produit  de 
son  aire  par  la  couii)e  décrite  par  son  centre  de  gravité. 
Pour  que  ce  théorème  ne  subisse  aucune  modification ,  il 
faut  supposer  que  la  surface  génératrice  ne  vienne  jamais 
couper  les  axes  de  rotation  successifs. 

Volume  du  cylindre  tronqué. 

127.  Le  volume  d'un  cylindre  tronqué  dont  la  base  est 
sur  le  plan  XY  et  les  arêtes  perpendiculaires  à  ce  plan  est 
exprimé  par  V  :=.ffzdxdy^  z  étant  l'ordonnée  du  plan, 
et  les  limites  des  intégrales  étant  déterminées  par  le  contour 
de  la  base  qui  peut  être  composé  de  lignes  droites  ou  courbes. 
Mais  si  l'on  appelle  o  l'angle  des  plans  des  deux  bases,  les 

éléments  de  l'aire  de  la  base  supérieure  sont —\  celle 

^  COStJ) 

aire  totale  sera ->  en  désignant  par  A  la  base  inférieure, 

cos.<5p  ^  '• 

et  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  la  base  supérieure 

sera  donnée  par  l'équation 

A  r  rzdxdy  r  r  .  . 

Zi  =    I     I    ?      ou      Az,  =   I    I    zdxdy. 

t'os  cp         •    J  J      COS  0)  J  J 

Donc  V  =  A^i.  Le  volume  est  donc  égal  à  sa  base  multi- 
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pliée  par  la  perpendiculaire  abaisst'e  du  centre  de  gravité 
de  la  base  supérieure  sur  le  plan  de  la  base  inférieure. 

.Remarquons  maintenant  que  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases  sont  sur  une  môme  parallèle  aux  arêtes.  Car,  si 
Ton  prend  les  moments  des  éléments  correspondants  rlxdy  ci 

^  par  rapport  à  un  môme  plan  quelconque  parallèle  aux 

arêtes,  ils  seront  dans  le  rapport  de  cos<p  :  15  donc  ils 
seront  nuls  en  même  temps ^  et  par  conséquent  tout  plan, 
parallèle  aux  arêtes,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
d'une  des  bases  passe  par  le  centre  de  gravité  de  l'autre. 
Ces  deux  centres  sont  donc  sur  une  même  parallèle  aux 
arêtes.  Ainsi,  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections 
planes  que  l'on  peut  faire  dans  un  cylindre  indéGni  sont 
sur  une  même  droite  parallèle  aux  arêtes 5  et,  par  consé- 
quent, toutes  les  sections  du  cylindre ,  menées  par  un  même 
point  de  cette  droite,  ont  ce  point  même  pour  centre  com- 
mun de  gravité. 

Si  l'on  suppose  maintenant  un  cylindre  tronqué  dont  les 
arêtes  soient  obliques  sur  les  deux  bases,  on  peut  le  regar- 
der comme  la  différence  de  deux  autres  qui  auraient  pour 
base  la  section  orthogonale;  la  différence  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  centres  de  gravité  des  deux  bases  sur  le 
plan  de  cette  section  sera  la  droite  qui  joindra  ces  deux 
points.  D'où  résulte  ce  théorème  : 

Le  "volume  d'un  cylindre  tronqué  quelconque  est  égal  au 
prodiat  de  la  section  orthogonale  par  la  droite  qui  joint  U^s 
centres  de  granité  de  ses  deux  bases. 

On  peut  encore  énoncer  cette  proposition  d'une  autre 
manière ,  en  observant  que  le  rapport  de  la  section  ortho- 
gonale à  l'une  des  bases  est  le  cosinus  de  l'angle  de  leurs 
plans  ou  le  sinus  de  l'angle  des  arêtes  avec  cette  base,  et 
que  ,  par  conséquent ,  il  est  égal  au  rapport  de  la  perpendi- 
culaire à  cette  base,  abaissée  du  rentre  de  graviléde  Taulre» 
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à  la  droite  qui  joint  les  deux  centres.  On  aura  ainsi  cet  autre 
énoncé  : 

Le  volume  d'un  cylindre  tronqué  est  égal  au  produit 
d'une  des  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gra\fitc  de  Vautre  sur  le  plan  de  la  première. 

Application  des  formules  précédentes. 

128.  jirc  de  cercle,  —  Soient  R  (fig*  Sa)  le  rayon  AB 
de  l'arc  MN,  B  le  milieu  de  cet  arc  5  posons 

MN  =  c  ,     MBN  =  /. 

La  symétrie  de  l'arc  par  rapport  à  Taxe  des  x  montre  que 
son  centre  de  gravité  est  sur  cet  axe  ;  on  a  donc  j^i  =  o  5  et 
jfi  sera  donné  par  l'équation  suivante  : 

s  s 

Ixx  =  fxds  =  "Rfds  ces  :^=  R'  sin  -•  +  C  =  R  c 

Ainsi  on  a  la  proportion 

/:c  ::  R  :  jc,. 

129.  jircde  cjcloïde.  —  L'équation  dirtcrentiellc  de  la 
cycloïde  rapportée  à  son  sommet  est 

—  =  \/     ^       , 
dx       V  2  rt  —  y 

et  donne 

ds  =  V2«.  — • 

On  aura  donc,  en  faisant  commencer  l'arc  au  sommet, 

»  / ~  2  i/ 2  rt     "  • 
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/ —  C^'^^       I —     -        - 

SX,  =  v^2«  I   -==z2\/-7.a  {.Vf'  —  fy  '  clx) 
j_  

=  2\f2^  [xy  -\-  ^  (2a  —  jry  \  -\-  Cl 

(ît  comme  sxi  doit  être  nul ,  pour ^^  =  o ,  on  aura 

(l*OÙ 

r  2.(ia  —  rY         8^' 

X,  =--,       X,=:x    '    — ^ -^  ^ 


3  3v(r  3v/2/7/ 

130.     ^/'c  rfe  parabole.  —  Soient 

y^  =  2/?  X  ,     /r/j  =  >3^te  , 


on  aura 


en  supposant  que  l'arc  commence  au  sommet ,  et ,  par  con- 
séquent,  devienne  nul  pour^  =  05  on  trouvera  ensuite 


<x, 


On  connaîtra  donc  ainsi  Xx  et  }^i . 

131 .  Aire  du  triangle.  —  On  prendra  l'origine  à  l'un  des 
sommets,  et  Taxe  des  x  perjiendiculaire  h  la  base.   Les 


\ 
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droites  dont  les  deux  autres  côtés  font  partie  auront  des 
équations  de  la  forme 


y  =  mx ,      y  =.  m' x. 


Soient  a  la  base  et  h  la  hauteur,  Taire  du  triangle  sera 
,  ah 


éffale  à  — 9  et  Ton  aura  ensuite 
^  2 


Xx  =  [m'  —  m)  J x^ dx  =.  [m'  —  m)-^^ 


2 


ah            ,  ,    ,             V    /.       .         f  w'* —  m^) 
—  jKi  =  7  (//i"—  //l'O  J  •«^'^'•=«^  =  à ^■^• 

Faisant  x  =  h  et  désignant  par  p  l'ordonnée  ^ •  h  du 

milieu  de  la  base ,  il  vient  ' 

2/*  2/J  JTi        p 

o  6  Xi       h 

La  dernière  équation  montre  que  le  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la 
base  5  et  la  première  indique  qu'il  est  situé  aux  deux  tiers 
de  cette  ligne  à  partir  du  sommet,  ou  au  tiers  h  partir  de 
la  base. 

132.  ^ire  du  cercle.  —  Soit  j*  =  R* —  x*  l'équation  du 
cercle,  et  cherchons  le  centre  de  gravité  de  Taire  comprise 
entre  deux  parallèles  à  Taxe  des  j^,  correspondantes  aux 
abscisses  Xo ,  x.  Nous  aurons ,  en  désignant  les  aires  par  la 
lettre  A , 

^_  i 

Ax,  ■=  f  2x)/K'  —  x'flx  z:r  —  1  (R^-  .v'V  _|-  1(R2_  xj)'  ; 

supposant  x  =  R ,  il  vient 

•1 
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A  =  R'arc  cosir^i  —  j:.  V'r»—  x'- 

R. 


de  plus ,  jto  =  o,  on  aura 


iTT 


îi ,  au  lieu  d'un  segment ,  on  considère  un  secteur,  la 
îstion  se  ramène  de  suîte  à  trouver  le  centre  de  gravité 
n  arc  de  cercle.  En  effet,  le  secteur  peut  ùtre  considéré 
une  la  limite  d'une  infinité  de  triangles  égaux  ayant  leur 
unet  commun  au  centre.  Les  centres  de  gravité  de  ces  élé- 
rils  sont  équîdistants  et  situés  sur  un  arc  de  cercle  com- 
s  entre  les  mêmes  rayons  que  le  premier,  et  décrit  du 

2R 

me  centre  avec  un  rayon  égal  à  —^  •  Le  centre  de  gravité 
secteur  sera  donc  le  même  que  celui  de  cet  arc. 

.33.  j4ire  de  la  parabole,  —  Soit  j^*  =  2/7X,  on  aura , 
considérant  Taire  comprise  entre  l'axe  des  :r ,  l'ordonnée 
'arc  partant  du  sommet , 


as/2/?  \      ,  r      ,         /—  r  T^       ^y^P  T 

=  -  j?S     Axt=  fjrjcljo  =  \^2pjx^  da;=2-^ — x   > 

DX^ 

Ay,  =  \fyUlxz=pfxflx=—', 


X 


34.   Aire  de  la  cjcloïde.  —  L'équation  de  la  cycloïdc 
portée  à  son  sommet  est 


/ '' — .r 

.£  z=  \'2.ay  —  y  -|--  fi  arc  cos •> 
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d*où 


dx Art 


— r 


En  cousidéraiit  l'aire  comprise  eutre  Tare,  Tordonuéc  et 
la  tangente  au  sommet ,  qui  est  Taxe  des  x ,  on  aura 

A  ==/rfr  s/^ny  — ^»  = ^-^ — £-4-_arccos i- 

On  aura  ensuite 

A  jc,  =r  /  xdf  sJiajr—'X' 

=  f  dy[2ay  — /*)  -^  a  f  arc  ces dy  ^lay — /'• 

La  première  intégrale  est  égale  à  ay* — -^^  Qtiant  à  la 
seconde,  nous  aurons ,  en  in  tarant  par  parties , 


f  arc  cos '^  cfy  ^i  ay  —  j* 


=  are  CCS 


a  — 

=  arc  COS 


"LJ^fdys/^nr-y'-j  (^^=^a'/^^V2«/-/'j 

«        L  2  9.  «       J 


—  I      -"^^ ^-^ -h  —  arc  ces /  -= 

—  -^^^ ^-^^ — "^       -^    arc  COS ^  4-  —    arc  cos         -^  * 


2  rt  2    \  a 

4"^  2      4 


T        uj       II    I              a  —  y\^ 
—  7-  -i-  —  —  -7-  (  arc  cos ^  J  4- 


{y—  a)s/2ay—y^              a —y 
' — ^  arc  cos — 


a 


-+- 


-     arc  cos ]  —  y-  +  —  H-  C. 


4P^..-.  .■••■;•  .'  ■•'^-'^- 
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Substituant  celte  expression  dans  la  valeur  de  ÂXi,  nous 
aurons 

Ax.  =  ^  +  I  «^' _  ^  +  îi£:Z^lv(Ï^ZZ  arc  cos  ^î^il 

^  — y  ^^ 

+  -r- 1  arc  cos — 


à"  f 


a 


La  constante  arbitraire  est  nulle,  en  considérant  comme 
égal  à  zéro  Tare  dont  le  cosinus  est  i . 

La  valeur  de  j^i  sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 

A j* ,  =  i  fydr  sj^iay-^y^  ==z\f{jr^  a^a)djr  ^lay-^y' 

=  -^{^^y-y'Y-^— \  4-^arccos-— ^. 

^1  ^^Ji  sont  donc  déterminés. 

On  aurait  à  effectuer  des  intégrations  du  même  genre ," 
si  Ton  considérait  un  segment  placé  différemment  par 
rapport  à  la  cycloïde. 

135.  Surfaces  de  rév^olution,  —  Soit  d'abord  la  surface 
sphérique  engendrée  par  le  cercle  dont  l'équation  est 

on  aura  entre  les  limites  Xo  et  jc  , 

A  =  2,1:  fyds=  2,7r'R.fdxz=  2,nK{x  —  x„), 
Aj:,  =  Hit  f  xyds  =z  2nfxKdx=z  7rR(x'  —  :cj); 

d'où 

X  -hXo 

X,  = 

2 

136.  Considérons  maintenant  la  surface  engendrée  par 
un  arc  de  la  parabole  ayant  pour  équation 
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tournant  autour  de  Taxe  des  x.  On  aura 

P 

=  J,  [f^U'  +  A^T -i/(j'+/'')W] 

Si  l'aire  commence  à  partir  du  sommet  de  la  parabole,  ou 
aura 


i5 


^^_  ^     (y=     "^' 


137.  Considérons  encore  la  surface  de  révolution  engen- 
drée par  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  tangente  au  som- 
met ;  son  aire  aura  pour  expression 


A  = 


L'abscisse  de  son  centre  de  gravité  sera  donnée  par  l'équa- 
tion 

Ax,  r=  2 TT  J* xyds  =  2n  \[2m  f  xy"^  dy 
mais 

donc 

g       2 
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Si  Taire  commence  au  sommet ,  on  a 

I287ra' 

^^  45"' 

Xi  esl  donc  délerminé. 

Si  l'on  fait  j^  =  2  a ,  on  trouve 

iÔtta'  Sa 

A= — ^ — ,        a;,  =  7ra ■=■- 

3  i5 

Exemples  relatifs  aux  volumes, 

138.  Pyramide  triangulaire,  —  Prenons  l'origine  au 
sommet  de  la  pyramide,  et  l'axe  des  x  perpendiculaire  à 
la  base.  Soient  b  Taire  de  cette  base,  et  h  la  hauteur  de  la 
pyramide;  on  aura 

d'où 

3/i 

4 

D'ailleurs  les  centres  de  gravité  des  sections  parallèles  à  la 
base  sont  en  ligne  droite,  et,  par  suite,  celui  de  la  pyra- 
mide est  sur  cette  même  droite ,  qui  joint  le  sommet  au 
centre  de  gravité  de  la  base.  La  valeur  de  Xi  montre  qu'il  se 
trouve  aux  trois  quarts  de  cette  ligne  à  partir  du  sommet;  et 
comme  on  a  choisi  une  base  quelconque,  le  centre  de  gra- 
vité d'une  pyramide  triangulaire  est  le  point  de  rencontre  de 
toutes  les  lignes  qui  joignent  un  sommet  au  centre  de  gravité 
de  la  base  opposée. 

139.   Cône  à  base  quelconque,  —  Si  Ton  considère  d'a- 
bord une  pyramide  polygonale ,   on  peut  la  partager  en 
pyramides  triangulaires,  et  Ton  reconnaît  sans  peine  que 
son  centre  de  gravité  est  sur  la  ligne  droite  qui  renferme 

9- 
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ceux  des  sections  parallèles  à  la  base,  et  qu*il  se  trouve  aux 
trois  quarts  de  cette  ligue  à  partir  du  sommet.  Cette  pro- 
position étant  indépendante  du  nombre  des  côtés  de  la  base 
s^applique  à  un  cône  dont  la  base  est  une  courbe  plane 
quelconque. 

140.   Paraboloïde,  —  Soient 

les  équations  des  deux  paraboles  principales,  et  considé- 
rons le  segment  déterminé  par  un  pian  perpendiculaire  à 
Taxe  principal.  Son  centre  de  gravité  sera  sur  cet  axe,  et  il 
suffit  de  trouver  son  abscisse. 
Or,  on  aura 

XX 
xdx  =  TT  ypq  »  J?', 


Vx^=zOsTzsfpq   I       x^dx=:  —^£lx^^ 

t/o  3 


d'où 


Xi  —  jX. 


141.  Ellipsoïde,  —  Soit  l'équation 


a;'        r*        z* 

h  ~  H =  I 

a^        b''        c" 


on  aura 


V  =  !L^  J{a}  —  x'^)  dx,     Vx,  =  ÎL^/(«'  —  X')  xdx-, 

d'où 

y  (a'  —  J?')  xdx 

*^'*  ~    f{a^-^x^)dx  ' 

Xi  est  donc  indépendant  des  axes  i,  c.  Si  l'on  fait  com- 
mencer le  segment  à  partir  du  centre ,  on  aura 

Xi  — .  X  f        \ 
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si  1  ^on  fait  a?  =  a ,  il  vient 


X,  =  I  tf . 


142.  Secteur  sphérique,  —  Les  formules  que  nous  avons 
données  en  coordonnées  polaires  s'appliquent  avec  avan- 
tage au  volume  engendré  par  un  secteur  circulaire  tournant 
autour  d'un  axe,  que  nous  choisirons  pour  axe  des  z.  On 
suppose  que  le  poids  spécifique  p  dépend  du  rayon  vecteur  p 
et  nullement  des  angles  d  et  ^  :  si  les  limites  du  premier  de 
ces  angles  sont  0©  et  0,  celles  du  second  o  et  2  7r,  et  celles 
du  rayon ,  Rq  et  R ,  on  trouvera 

P  =  27r(cosôo  —  COSÔ)  I       pp^dpy 

Pz,  =  TT  (sin'  Ô  —  sin'  B^)  1     PP^^P- 

On  ne  peut  eflfectuer  lesi  intégrations  que  quand  on  con^ 
naît  la  fonction  p.  Dans  le  cas  où  p  est  constant,  on  a 

P  =  27r/?  (co&ôo  —  COS  ô) 5 ^5 


d'où 


Pz,  =r  îr/>  (sin»  Ô  —  sin»  B,)  ^'       ^'  5 

3(cosÔ-4-cosÔo)(K'  — RJ) 


Si  Ro  =  o  et  00  =  o,  on  trouve 

^1=  -g-(i-f-cosô). 

Equilibre  d'un  fil  pesant 

Chaînette.  —  On  appelle  ainsi  la  courbe  formée  par  un 
fil  flexible  dont  deux  points  sont  fixes,  et  qui  est  soumise  à 
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raciion  seule  de  la  pesanteur.  Toutes  les  forces  étant  pa- 
rallèles, la  courbe  sera  comprise  dans  le  plan  vertical  pas- 
sant par  les  deux  points  fixes  B  et  B'.  Nous  prendrons  dans 
ce  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires ,  dont  Tun 
A  Y  vertical  et  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Nous  sup- 
poserons le  fil  homc^ène ,  et  nous  représenterons  par  e  son 
poids  pour  l'unité  de  longueur;  d'où  il  suit  que  es  sera  Iç 
poids  d^un  arc  de  longueur  5,  et  que  l'on  aura 

X  =  o,     Y  =  —  «. 

Cela  posé  y  les  équations  générales  se  réduiront  à 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

djc  dy  dy       e 

W        ^5r  =  ''      T^  =  «4-cc',      ±  =  -s  +  c'. 

La  première  de  ces  équations  montre  que  la  composs^nte 
horizontale  de  la  tension  est  la  même  en  tous  les  points. 
En  difTérentiant  la  dernière ,  on  trouve 


dx'        c\ 


dx' 


ou 


en  posant 


dp       s    I 


On  obtient,  en  intégrant  cette  équation , 


/.(/;  -H  Vi  -+-y?0  =  -  ^  +  °^> 
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Toù 

. ha 

/ï  -H  V  I  4-/>*=  e  ^ 
Résolvant  par  rapport  à  /;  et  le  remplaçant  par  -j-  ?  il  vient 


dx 


(«X  e*         \ 


et  la  troisième  des  équations  (i)  donne,  par  suite , 


(«X  ex         \ 


en  intégrant  —  ?  on  obtient 


dx 


(2)  / 


/ex  gx  \ 


1  > 


Cl  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Les  quatre  con- 
stantes c^  c'^  Ci^a  se  détermineront  en  exprimant  que  la 
courbe  passe  par  les  deux  points  doimés ,  et  a  une  longueur 
donnée ,  et  que ,  de  plus ,  les  arcs  5  se  comptent  k  partir  du 
point  B'  par  exemple. 

Nous  prendrons,  pour  plus  de  simplicité,  l'origine  des 
coordonnées  en  6',  et  nous  désignerons  par  aelb  les  coor- 
données de  B,  et  par  /  la  longueur  totale  du  fil  donné. 

Faisant  successivement  x  =  o^y=o^  puis  x  =  a^  x  =  b 
dans  l'équation  de  la  courbe,  on  obtient 


—  (e*4-£?-'^ 


21 

d'où 


cl ha a  \ 

ri  =  o,     b=z  —  le*"         -f  e      *"  )H-^.; 


fi  s  as 

ha 

2£ 


(a)         .      c  '  -  •+■  ^- ^- 


c'^^    -  «  ). 
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L'équation  qui  exprime  que  s  est  nul  pour  a:  =  o  est 


e«—  tf-  «  =  2  c'y 


et  pour  que  s  soit  égal  à  /  pour  :e:  =  a ,  il  faudra  qu^on  ait 

/  ae  as  \ 

ou,  en  substituant  la  valeur  de  c'  tirée  de  l'équation  précé- 
dente, 


(4) 


/ai                         as  \ 

C    l    —^  ^ «  \ 


ajoutant  et  retranchant  les  équations  (3)  et  (4)  ?  il  vient 


ou 


.=  î(.>"-.«),         ,^t=.i{c-^^e      ^      ^), 


éliminant  a  entre  ces  deux  équations ,  en  les  multipliant 
membre  à  membre ,  on  obtiendra ,  en  prenant  les  racines 
carrées , 


/  '*    - 

a  e 

ai 
ou  5  en  posant  —  =  z , 

^  c 

2  c 

e''—e^^  _  2v//'- 

-b' 

a 


La  valeur  de  z  peut  se  déterminer  par  Tintersection  de 
la  courbe  y  =  e^  —  e""  *  avec  une  droite  ayant  pour  équa- 
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tion 


y  = 


a 


On  peut  encore  résoudre  l'équation  en  z  par  la  méthode 
ordinaire  des  substitutions  successives.  Connaissant  z  et 
par  suite  c ,  on  connaîtra  a  au  moyen  d'une  quelconque  de 
deux  équations  qui  viennent  d'être  multipliées  entre  elles , 
ou  mieux  encore,  au  moyen  de  Féquation  que  Ton  obtient 
en  les  divisant.  Cette  équation  donne ,  en  prenant  l«s  loga- 
rithmes de  ses  deux  membres , 

,    /-+-  b  ae 

J.  ; i  =  2aH 

/ —  o  c 

Connaissant  a ,  l'équation  c" —  e~  *  =  2  c'  donnera  c'  5  c*^ 
cn6n  Ci  sera  connu  par  l'équation 


^fe«-f-c~*j  H--c,=  o. 


143.  Les  constantes  étant  déterminées,  il  est  facile  de 
connaitre  les  coordonnées  du  point  le  plus  bas.  En  effet, 
pour  ce  point  on  a 


dy  tx  5X 

-—=0,     ou h  a  = * 

ax  c  c 


d'oii 


ou 


tX  COL 

f-a  =  o,     et     X  =1 • 

c  i 

Si  l'on  prend  pour  axe  des  /  la  verticale  qui  passe  par 

c  et 

CG  point ,  il  suflSra  de  changer  x  en  x 9  et  l'équa- 

lion  (2)  deviendra 


8X  ex 


c 

2S 
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Le  second  membre  ne  changeant  pas,  quelque  signe  que 
l'on  donne  à  a:,  il  s'ensuit  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  y^  c'estrà-dire  à  la  verticale  qui  passe 
par  le  point  le  plus  bas. 

Si  l'on  change  y  en  j^  +  c, ,  c'est-à-dire  si  l'on  prend 
pour  origine  le  point  de  cette  verticale  qui  est  au-dessous  du 

point  B'  de  la  quantité  —  Ci ,  et  que  Ton  pose  -  z=im^  l'équa- 

tion  de  la  courbe  prend  la  forme  plus  simple , 


(5)  r  =  ^l«'"+-    "* 

Si  les  deux  points  B',  B  sont  à  la  même  hauteur,  on  a 

ô  =  o, 


et,  par  suite, 


a 

2a  H =  o; 

m 


a 


l'abscisse  — ma  du  point  le  plus  bas  est  donc  égale  à  -  > 
comme  cela  était  évident  à  priori.  L'équation  qui  déter- 

mine  z  devient —  =  —  ?  et  celle  de  la  courbe  ne  dîf- 

z  a 

fère  pas  de  Téquation  (  5  ) .  La  valeur  de  a  étant ->  est 


c  —  e 


égale  à  —  z  ^  et  la  constante  c'  = sera  égale  à 

144.  La  chaînette  jouit  de  la  propriété  remarquable,  que 
son  centre  de  gravité  est  situé  plus  bas  que  pour  toute  autre 
courbe  isopérimètre ,  ayant  les  mêmes  extrémités. 

En  effet,  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  du  périmètre  de 
Tune  quelconque  de  ces  courbes  est 


j/y^^^  y 
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et  l'on  doit  avoir 


/''V'"^£='' 


les  limites  de  ces  intégrales  étant  les  abscisses  des  deux 
points  de  suspension.  Or,  la  recherche  du  minimum  de  la 
première  intégrale,  en  ayant  égard  à  la  condition  exprimée 
par  celte  équation,  conduit  à  l'équation  d'une  chaînette, 
comme  on  Ta  vu  dans  le  calcul  des  variations. 

145.  Nous  allons  démontrer  maintenant  quelques  pro- 
priétés géométriques  de  la  chaînette.  L'équation 


X  X 


donne  les  suivantes  : 


C      '" 


t 

dx 


'é=^ir^^'%  V"-^£=^G"^''"")^ 


d'où  Ton  conclut 


m  y 


^'j      ï  w  -,  ^7'     y 


Soient  R  le  rayon  de  courbure ,  N  la  longueur  de  la  nor- 
male, c«)  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  Thorizontale  ;  on 
aura 

r  = 9       R  =  ~  =  wséc-w,     N  =  — =  R. 

CCS  îù  m  m 

On  trouvera  encore 


(Is  =z  dx  \/  i  -i-  -, —  =:  m  — —  dx , 
V  dx^  dx"'        ' 
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d'où 

df 
s  =  m--", 
dx . 

en  prenant  le  point  le* plus  bas  pour  origine  des  arcs.  On 

déduit  de  là 

5'  dy^  r' 

rn*  dx*  nr 

donc 

m  étant  l'ordonnée  à  l'origine. 

On  obtient  encore  facilement  les  formules  suivantes  : 

X  X 

e     = 5        e         = 5 

m  m 

d'où  Ton  tire  x  en  fonction  de  j^  et  5,  et  par  suite  en  fonc- 
tion de  5,  puisqu'on  a 

Si  du  pied  P  [fig.  33)  de  l'ordonnée  d'un  point  quel- 
conque M ,  on  abaisse  sur  la  tangente  MQ  une  perpendicu- 
laire PQ ,  on  aura 

PQ  =  y  cos  w  =  w  ; 
donc 

MQ  =  s] y*  —  m^  =  s. 

Ainsi  le  point  Q  appartient  à  la  développante  de  la  chaî- 
nette 5  QP  est  la  tangente  à  cette  courbe,  et  comme  sa 
longueur  est  m  et  par  conséquent  constante,  cette  déve- 
loppante n'est  autre  chose  que  la  courbe  appelée  tractrice. 
Pour  avoir  son  équation ,  il  suffirait  donc  d'exprimer  cette 
dernière  condition ,  qui  conduit  entre  les  coordonnées  u,  f', 
à  l'équation 


^-  =  v/--'- 

dt*  V    P^ 
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On  y  parviendrait  encore  par  les  formules  qui  déterminent 
les  coordonnées  du  point  Q  de  la  développante  d'une  courbe 
quelconque,  en  exprimant  que  MQ  =  s  •,  ces  formules ,  qu'on 
obtient  immédiatement,  sont 

dx  dy 

ds  ds 

En  éliminant  x,  j*,  5  au  moyen  des  équations  relatives  à 
la  chaînette ,  et  qui  donneront  d'abord  x  et  y  en  fonction 
de  s^  on  trouvera  l'équation  finie  de  la  tractrice.  On  la 
trouvera  aussi  en  intégrant  l'équation  précédente,  et  Ton 
obtiendra 

m}  , 

ç 

/—- .   f  m  -\-  Jm}  —  v^\ 

Il  ne  faut  pas  ajouter  de  constante^  parce  qu'on  doit  avoir  à 
la  fois  M  =  o ,  1^  =  m.  Cette  courbe  est  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  des  y  qu'elle  touche  en  B  (fig,  34)  ?  et  a  pour 
asymptote  l'axe  des  x. 

En  remplaçant  w  et  i^  par  x^  j^,  on  a  pour  équation  dif- 
férentielle de  la  tractrice , 


d'où 


et 


dx  ^m^  —  jr^ 

dy'^  y        ' 

ydx  =  —  dy  ^m^  —  y^ , 

Ji      yelx  =  —     I      dy  y/?/'  —  y^> 
0  «/m 

Donc ,  si  l'on  décrit  de  A  comme  centre  avec  m  pour  rayon, 
un  quart  de  cercle  ABC ,  les  aires  BIN ,  BMPx\  seront  équi- 
valentes; et  Faire  entière  comprise  entre  la  courbe  et  les 
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axes  sera  égale  au  quart  de  cercle,  ou  à  ^-t-'  Si  l'on  cherche 

la  valeur  du  rayon  de  courbure  OM  =  R  et  de  la  normale 
MU  =  N,  on  trouve 


R  =  '''\/~^-'>       N== 


m 


d'où 

R.N  =  m% 


V7- 


et ,  par  conséquent ,  O  est  sur  la  perpendiculaire  à  AX élevée 
par  le  pied  T  de  la  tangente. 

Autre  hypothèse  sur  la  force, 

146.  Examinons  maintenant  la  courbe  que  formerait  le 
fil  si  la  force  verticale  était  proportionnelle  à  la  projection 
horizontale  de  l'arc,  et  non  à  l'arc  lui-même.  Ce  cas  est,  à 
peu  de  chose  près ,  celui  des  ponts  suspendus. 

Soit  e  la  force  rapportée  à  une  projection  horizontale  égale 
à  Tunité^  Y  ds  étant  la  composante  verticale  de  la  force 
appliquée  à  Tare  ds  dont  la  projection  est  dx^  on  aura 

Y  ds  =  —  e  dx  ; 
et  comme  X  =  o ,  les  équations  d'équilibre  seront 


d'où 


c  et  c'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

La  première  de  ces  équations  montre  encore  que  la  com- 
posante horizontale  de  la  tension  est  constante. 
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Intégrant  la  dernière,  et  prenant  pour  origine  Tun  des 
points  fixes ,  on  aura 

r  =  —  J?'  4-  c!  X, 

La  courbe  formée  par  le  fil  est  donc  une  parabole  dont 
Taxe  est  vertical.  Les  constantes  c ,  c'  se  détermineront  en 
exprimant  que  la  courbe  passe  par  le  second  point ,  et  que  sa 
longueur  est  égale  à  une  ligne  donnée. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  points  donnés  soient 
sur  une  même  horizontale^  soient  ia  leur  distance,  et  /  la 
longueur  de  la  courbe. 

L'équation  de  la  courbe  sera  satisfaite  par  j^  =  o ,  jl=  2  a , 
ce  qui  donne 

j-  ^  =  o ,     d  ou     c'  r=: , 

c  c 


et,  eu  substituant. 


y  =  ^^{x^'—'i^ax). 


et  changeant  x  —  a  en  x , 


^^vy^""'^^ 


d'où 


=  2-    /      dx\l f-^' 

^^0  V  «^ 

Cette  équation  déterminera  c ,  et ,  par  suite ,  c'  ^  elle  se  ré- 
soudra par  approximation ,  et  le  calcul  sera  très-simple  dans 
le  cas  où  la  flèche  de  Tare  compris  entre  les  deux  points 
fixes  sera  très-petite  par  rapport  à  la  corde  2a.  En  effet, 
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—  sera  très-petit,  et  Ton  pourra  développer  en  séries  très- 
convergentes  les  différentes  parties  du  second  membre  de 
l'équation.  On  aura  ainsi 


v^ 


a»  f  ^  fl*  «' 


1  +  — -  =  i 


C  TlC 


147.  Dans  les  ponts  suspendus,  les  forces  ne  sont  pas  répar- 
ties sur  toute  l'étendue  de  la  chaîne ,  mais  sont  appliquées  à 
un  nombre  limité  de  points  dont  les  projections  horizontales 
Sont  équidistantes.  On  a  alors  un  polygone  dont  les  sonmiets 
jouissent  de  la  propriété  remarquable  d'être  situés  sur  une 
même  parabole.  En  effet ,  désignons  par  a.  l'inclinaison  d'un 
côté  quelconque  sur  le  plan  horizontal ,  par  m  la  tension 
horizontale;  supposons  qu'il  y  ait  un  côté  horizontal,  et 
prenons  son  milieu  pour  l'origine  des  coordonnées ,  et  soit 
ùky  la  différence  des  ordonnées  de  deux  sommets  consécu' 
tifs  correspondante  à  la  différence  constante  A  a:  de  leurs 
abscisses;  nous  aurons 


d'où 


tang  a  =  — i^ '-    et  tang  a  =  -^  ; 


Ajrzr  -  (A'-f-T^J^)Aj:, 


et,  par  suite, 


SX* 


y  =  -- — h  c. 

2a 
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A  T* 

Or,  X  =  —  donne  j^  ==  o  •,  donc 

c  = ^— , 

oa 

et,  par  conséquent, 

équation  d'une  parabole  dont  le  sommet  est  sur  la  verticale 
menée  par  le  milieu  du  côté  horizontal ,  et  renferme  tous 
les  sommets  du  polygone  situés  de  part  et  d'autre  du  côté 
horizontal.  Il  en  serait  de  même  s'il  n'y  avait  pas  de  côté 
horizontal. 


Autres  exemples  de  sj^stèmes  flexibles  en  équilibre. 

148.  Cherchons  encore  la  courbe  formée  par  une  voile 
flexible ,  soumise  à  Faction  du  vent.  Nous  supposerons  que 
cette  voile  soit  rectangulaire ,  que  deux  côtés  opposés  soient 
fixes  et  perpendiculaires  à  la  direction  du  vent;  et  nous 
partirons  de  la  loi  suivante ,  que  la  pression  d'un  fluide  en 
mouvement  sur  un  élément  fixe  d'une  surface  est  propor- 
tionnelle à  l'étendue  de  sa  surface ,  et  au  carré  de  la  vitesse 
du  fluide  estimée  dans  le  sens  de  la  normale  à  cet  élément. 

D'après  cela ,  si  l'on  fait  une  section  dans  la  voile  par 
un  plan  perpendiculaire  aux  côtés  fixes ,  on  aura  une  courbe 
dont  on  pourra  considérer  tous  les  éléments  comme  solli- 
cités par  des  forces  normales  proportionnelles  à  leurs  lon- 
gueurs et  aux  carrés  des  cosinus  des  angles  formés  par  la 
direction  du  vent  avec  la  normale  à  la  courbe.  Donc,  d'après 
les  propositions  démontrées  n°*  86  et  145,  cette  courbe  sera 
une  chaînette ,  pour  laquelle  la  pesanteur  agirait  dans  le 
sens  même  du  vent. 

Si,  au  lieu  d'un  courant  d'air,  on  avait  un  gaz  en  équi- 

I.  lO 
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libre ,  la  pression  serait  normale ,  et  égale  pour  des  éléments 
égaux.  Donc,  d'après  le  n^  86,  la  courbe  serait  alors  un 
arc  de  cercle. 

CHAPITRE  X. 

DE   LA   FORCE   DE   FROTTEMENT. 

149.  Dans  la  recherche  des  conditions  d'équilibre ^ 
nous  avons  toujours  supposé  que  les  courbes  ou  surfaces 
fixes  ne  pouvaient  donner  naissance  qu'à  des  forces  nor- 
males. Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  réalité^  et  l'expé- 
rience prouve  que  la  résistance  d'une  surface  ou  d'une 
courbe  peut  détruire  non-seulement  des  forces  normales 
quelconques,  mais  encore  des  forces  tangentielles  com- 
prises entre  certaines  limites.  Ces  dernières  sont  d'autant 
moindres  que  les  surfaces  en  oontact  sont  plus  polies ,  et 
l'on  peut  supposer  qu'elles  n'existeraient  pas  si  ces  surfaces 
étaient  entièrement  dépourvues  d*aspérités ,  comme  nous 
les  avons  supposées  dans  tout  ce  qui  précède. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  placions  se 
rapportent  donc  en  quelque  sorte  à  un  cas  limite  qui  ne  se 
rencontre  jamais  rigoureusement  dans  la  nature;  et  il  est 
nécessaire,  pour  les  applications  pratiques,  d'étudier  les 
modifications  qu'apporte  aux  conditions  d'équilibre  l'in- 
troduction de  ces  nouvelles  forces ,  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  forces  de  frottement. 

Les  lois  que  suivent  ces  forces  ne  peuvent  être  déduites 
que  de  l'expérience,  et  nous  allons  faire  connaître  les  ré- 
sultats généraux  auxquels  elle  a  conduit. 

Lorsqu'un  corps  en  contact  avec  un  plan  par  tous  les 
points  d'une  face  plane  est  pressé  contre  ce  plan  par 
une  certaine  force ,  on  ne  peut  le  mettre  en  mouvement  par 
le  moyen  d'une  force  située  dans  le  plan ,    que  lorsqu'elle 
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dépasse  une  certaine  limite.  Cette  limite,  qui  n'atteint  sa 
plus  grande  valeur  que  quand  le  contact  a  duré  un  certain 
temps ,  est  la  mesure  de  la  force  de  frottement  que  peut 
produire  la  pression  du  corps  contre  le  plan.  Mais  cette 
force  ne  se  développe  que  lorsque  Ton  sollicite  le  corps  par 
une  force  qui  a  une  composante  située  danà  le  plan  de 
contact,  et  elle  est  égale  et  opposée  à  cette  dernière,  tant 
que  le  corps  ne  se  met  pas  en  mouvement.  Elle  peut  donc 
varier  arbitrairement  quant  à  sa  direction  et  son  intensité  ; 
elle  n'est  assujettie  qu'à  être  située  dans  le  plan  de  contact^ 
et  à  ne  pas  dépasser  la  limite  dont  il  a  été  question  tout  à 
l'heure  et  qui  doit  être  le  seul  objet  de  nos  recherches. 
Ajoutons  qu'elle  se  rapporte  au  cas  où  Ton  fait  prendre  à 
tous  les  points  du  corps  un  mouvement  parallèle  et  égal. 

Le  frottement  d'un  corps  peut  détruire  non-seulement 
une  force  unique ,  mais  un  nombre  quelconque  de  forces 
réductibles  ou  non  à  une  seule  ^  les  forces  qu'il  représente 
sont  donc  dépendantes  de  celles  que  l'on  fait  agir  dans  le 
plan  de  contact. 

Cela  posé,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  détermi- 
nation de  la  force  maximum  que  le  frottement  peut  dé- 
truire ,  et  que  nous  prendrons  pour  mesure  du  frottement 
hii-mème. 

Or,  l'expérience  a  démontré  que 

•  I®.  La  force  dé  frottement  varie  proportionnellement 
à  la  pression,  toutes  les  autres  circonstances  restant  les 
mêmes  ] 

2^.  Elle  ne  dépend  pas  de  l'étendue  de  la  surface  en  con- 
tact ,  pourvu  qu'elle  ne  renferme  pas  de  pointes  ou  d'arêtes , 
mais  seulement  de  la  nature  et  du  poli  des  deux  sur- 
faces -, 

3^.  Lorsque  l'un  de  ces  corps  glisse  sur  l'autre,  la  force 
du  frottement  est  indépendante  de  la  nature  du  mouve- 
ment; elle  est  déterminée  en  grandeur  par  la  pression  et 

zo. 
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la  nature  des  surfaces  ,  et  sa  direction  est ,  pour  chacun 
des  deux  corps,  en  s^ns  contraire  de  sa  vitesse  relative. 

On  conçoit  facilement  comment  les  deux  premières  lois 
ont  pu  être  reconnues.  En  posant  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  et  le  tirant  par  un  cordon  horizontal  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  et  à  rextrémilé  duquel  on  appliquait 
des  poids  connus,  on  a  pu  déterminer  avec  précision  le 
poids  1(S  plus  faible  qui  met  le  corps  en  mouvement,  et  qui 
mesurera  la  force  de  frottement.  En  chargeant  le  corps 
de  divers  poids ,  on  a  déterminé  les  nouvelles  valeurs  de 
ceux  qui  déterminent  le  mouvement,  et  Ton  a  reconnu  que 
leurs  rapports  à  ceux  qui  mesurent  la  pression  étaient  tou^ 
jours  les  mêmes. 

En  diminuant  la  surface  en  contact ,  ou  en  posant  le  corps 
sur  les  différentes  faces  également  polies ,  on  a  encore  re- 
connu que  le  rapport  du  frottement  à  la  pression. était  le 
même.  Ces  expériences,  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
et  sur  des  corps  très-variés,  ont  toujours  conduit  aux  mêmes 
conséquences. 

Ce  rapport  du  frottement  à  la  pression,  qui  ne  varie 
qu'avec  la  nature  des  substances ,  est  désigné  sous  le  nom 
de  coefficient  du  frottement. 

Quant  à  la  troisième  loi ,  elle  a  été  démontrée  par  des 
expériences  dont  l'interprétation  exige  quelques  notions  de 
dynamique.  Ces  détails  trouveront  mieux  leur  place  dans 
un  cours  de  machines,  et  nous  nous  bornerons  à  Fénoncé 
de  cette  loi. 

150.  Angle  du  frottement.  —  Si  un  corps  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteur  repose  sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane ,  et  qu'on  fasse  tourner  -ce  plan  autour 
d'une  droite  horizontale,  le  corps  commencera  à  glisser 
quand  l'inclinaison  du  plan  aura  atteint  une  certaine  va- 
leur, qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Soient,  en  effet ,  P  le  poids  du  corps  et  a  l'inclinaison  du 
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plan  mobile  sur  le  plan  horizontal;  la  pression  du  corps 
sur  le  plan  ou  la  composante  de  son  poids  perpendiculai- 
rement à  ce  plan  sera  P  cos  a  ;  et  la  composante  parallèle 
aura  pour  valeur  P  sin  a. 

Lorsque  l'inclinaison  variable  a  aura  atteint  la  valeur 
particulière  p  pour  laquelle  le  corps  commence  à  glisser, 
la  force  de  frottement  sera  précisément  égale  à  la  composante 
parallèle  au  plan  incliné;  et  si  l'on  désigne  parole  rap- 
port du  frottement  à  la  pression ,  on  aura 

^       /?  cos  p  ^  ^ 

Ainsi  tous  les  eorps  de  même  nature  et  également  polis , 
et  généralement  tous  ceux  qui  auront  le  même  coefficient 
de  frottement  relativement  au  plan  mobile,  commen- 
ceront à  glisser  sous  un  même  angle  dont  la  tangente 
trigonométrîque  est  égale  au  coefficient  du  frottement, 
et  que  Ton  désigne  sous  le  nom  d^angle  du- frottement . 

Cette  expérience  peut  aussi  servir  à  démontrer  les  deux 
premières  lois  du  frottement.  En  plaçant  sur  un  plan,  mobile 
autour  d'une  horizontale,  un  corps  dont  les  différentes  faces 
planes  sont  également  polies ,  on  reconnaît  qu'il  commence 
à  glisser  pour  une  même  inclinaison  du  plan,  quelle 
que  soit  l'aire  de  la  face  de  contact ,  et  quel  que  soit  lé  poids 
dont  on  surcharge  le  corps.  On  conclut  de  là  que,  lorsque 
la  nature  et  le  poli  des  surfaces  ne  changent  pas,  la 
force  de  frottement  est  proportionnelle  à  la  pression  et  in- 
dépendante de  l'étendue  de  la  face  de  contact.  L^angle  sous 
lequel  le  glissement  commence ,  détermine  le  coefficient  du 
frottement,  qui  en  est  la  tangente  trigonométrique. 

151.  Équilibre  d*un  corps  pressé  contre  un  plan  par 
une  force  oblique,  —  Soient  P  (fig*  35)  une  force  appli- 
quée à  un  corps  M,  A  le  point  où  sa  direction  rencontre 
la  face  de  contact,  et  B  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  nor- 
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maie  AN.  La  pression  du  corps  contre  le  plan  sera  P  cos  0] 
le  frotlemenl  sera  exprimé  par  f¥  cos  â,  f  étant  le  coeffi- 
cient du  frottement;  et  la  force  dans  le  plan  fixe,  qui  tend 
à  mettre  le  corps  en  mouvement,  est  égale  à  P  sin  6,  Il  y 
9ur^  dope  équilibre  si  Ton  a 

PsinO<[/PcosQ, 
ou 

tang  0  <  /. 

Ainsi,  l'équilibre  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  force  P, 
pourvu  qu'elle  fasse  avec  la  normale  un  angle  qui  ne  soit 
pas  supérieur  à  T angle  du  frottement. 

Au  reste ,  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  ne  diffère 
du  précédent  qu'en  ce  que  la  force  P  est  de  direction  et 
de  grandeur  quelconque ,  au  lieu  d'être  le  poids  même  c|u 
corps. 

152^  Equilibre  du  le\fier  en  ayant  égard  au  frottements 
rf—  Considérons  un  levier  posé  sur  un  autre  corps ,  de  sorte 
que  le  point  d^appui  ne  soit  pas  lié  invariablement  avec 
lui ,  et  supposons-le  sollicité  par  deux  forces.  Elles  peuvent 
d*abord  être  remplacées  par  des  forces  égales  et  parallèles 
appliquées  au  levier  au  point  d'appui ,  et ,  de  plus ,  à  deux 
couples.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  il  faudrait  que  les 
couples  se  détruisissent  et  que  la  résultante  des  deux  forces 
transportées  au  point  d'appui  fût  normale  à  la  surface  ré- 
sistante. Mais,  s'il  peut  exister  un  frottement  entre  les  deux 
corps,  il  se  composera  avec  les  deux  forces  appliquées 
comme  lui  au  levier  en  son  point  de  contact;  il  faudra  donc 
encore  que  les  deux  couples  se  détruisent.  Mais  il  ne  sera 
plus  nécessaire  que  les  forces  transportées  au  point  d'appui 
donnent  une  résultante  normale  à  la  surface  -,  il  suffira  que 
cette  résultante  fasse  avec  la  normale  un  angle  inférieur  ou 
égal  à  l'angle  du  frottement. 

153.  Équilibre  d'un  corjys  qui  peut  tourner  autour  d'un 
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axe  fixe,  —  Cousidérons  maiD  tenant  un  corps  solide  perce 
d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  passe  un  cylindre 
fixe  d'un  diamètre  à  peu  près  égal.  Supposons  ce  corps  sol- 
licité par  deux  forces  situées  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  du  cylindre,  et  cherchons  les  conditions  d'équilihre, 
en  ayant  égard  à  la  force  de  frottement.  Concevons  que  tout 
le  système  soit  réduit  à  la  section  par  ce  plan  perpendicu- 
laire, ou,  en  d'autres  termes,  que  le  corps  n'ait  pas  d'é- 
paisseur sensible. 

Soit  C  [fig»  36)  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  ayant 
son  centre  en  O,  et  du  cercle  mobile  appartenant  au  corps. 
11  doit  y  avoir  équilibre  entre  les  deux  forces  données  P,  Q 
et  la  force  de  frottement  F  appliquée  en  C  tangentîelle- 
ment  au  cercle.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les 
deux  forces  P,  Q  aient  une  résultante  passant  en  C  et  fai- 
sant avec  la  normale  un  angle  moindre  que  celui  du  frot- 
tement. 

Ainsi,  lorsque  les  forces  données  auront  une  résultante 
qui  passera  par  un  point  quelconque  C  du  cercle  apparte- 
nant au  corps,  et  fera  avec  sa  normale  un  angle  égal  ou  in- 
férieur à  celui  du  frottement,  le  corps  sera  en  équiltbre  si 
Ton  fait  en  sorte  que  le  contact  avec  le  cercle  fixe  ait  lieu 
au  point  C. 

En  considéraîit  le  cas  extrême  où  l'équilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  résultante  R  des  forces  P  et  Q  fait 
avec  la  normale  au  cercle  un  angle  égal  à  Tangle  du  frotte- 
ment ;  la  pression  normale  exercée  sur  le  cylindre  fixe  est 

la  projection  de  la  résultante  R  sur  le  rayon,  ou    . 

elle  est  donc  toujours  moindre  que  la  résultante  R.  La 

force  tangeniielle  appliquée  au  cylindre  fixe  s'obtiendra  en 

multipliant  la  pression  par  le  coefficient  y*,  et  sera,  par 

R  f 
conséquent,  égale  à  ■■•.  Leur  r(\sultanlo  ne  sera  autre 
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chose  que  R,  eomme  cela  devait  être  évidemment,  puisque 
la  résultante  R  des  forces  données  est  détruite  par  la  résis-^ 
tance  du  cylindre  fixe. 

154.  Équilibre  dCun  corps  sur  un  plan  incliné,  —  Sup- 
posons un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  incliné  à  l'horizon, 
et  sollicité  par  une  force  P  comprise  dans  le  plan  vertical, 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps ,  et  la  normale  au 
plan  incliné.  Réduisons  tout  le  système  à  la  section  faite 
par  ce  plan ,  et  cherchons  la  condition  d'équilibre  en  te-, 
nant  compte  du  frottement. 

Soient  IV  [fig»  S?)  la  verticale  menée  par  le  centre  de 
gravité  du  corps,  PI  la  direction  de  la  force  P,  Q  le  poids 
du  corps,  et  a  Tinclinaison  du  plan  LA  sur  le  plan  hori- 
zontal AB;  il  faut  exprimer  que  leur  résultante  est  détruite 
par  la  résistance  normale  du  plan  AL  et  par  le  frottement. 
En  désignant  par  â  l'angle  de  la  force  P  avec  le  plan  in- 
cliné, la  pression  exercée  sur  ce  dernier  sera  égale  à 

QcQsa  —  P  sinQj 

B  étant  considéré  comme  positif  au-dessus  de  la  direction 
AL,  et  comme  négatif  au-dessous.  Si  l'équilibre  est  au  mo-. 
ment  de  se  rompre ,  la  force  de  frottement  sera  égale  à 

f  (  Q  ços  a  —  P  sin  0  )  ; 

mais,  en  général,  elle  en  sera  une  fraction  quelconque  ^. 
La  composante  tota^le  dans  le  sens  du  plan  sera 

Q  sin  a  —  P  ces  0  ; 

et  pour  que  l'équilibre  ait  lieu ,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  cette  expression,  positive  ou  négative,  soit  égale 
à  la  force  de  frottement;  ce  qui  s'exprimera  par  l'équation 
suivante  : 

Q  sin  a  —  P  cos  ô  ==  /-/(  Q,cos  a  —  P  sin  ô) , 
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k  étant  compris  entre  -^  i  et  -h  i ,  et  devenant  —  i  ou  H-  i 
dans  le  cas  où  l'équilibre  est  sur  le  point  de  se  rompre,  soit 
dans  un  sens,  soit  dans  l'autre. 
On  tire  de  cette  équation 

Q  (sin  a  —  kfcùs  a) 

ces  9  —  ^ysin  0 

Sî  A  =  G  et  ô  =  o ,  on  retombe  sur  l'expression  connue 

,P  =  Qsin  a. 

155.  Cherchons  la  direction  dans  laquelle  il  faut  faire 
agir  la  force  P  pour  obtenir  le  plus  d'avantage  possible ,  en 
supposant  le  corps  prêt  à  glisser  ^  et ,  pour  cela ,  cherchons 
la  valeur  de  9 ,  qui ,  en  supposant  A  =  i ,  donne  le  mini- 
mum de  P  ou  le  maximum  du  dénominateur.  Les  deux  pre^ 
mières  dérivées  de  ce  dernier,  par  rapport  à  â,  ont  pour 
expressions 

—  sin  G  — /"ces  ô, 
et 

—  cosô  -hysin  ô. 

En  égalant  la  première  à  zéro,  on  trouve 

tang  0  r=:  — /; 

d'où  il  suit  que  la  force  P  doit  être  dirigée  en  dessous  du 
plan ,  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  F  angle  du  frottement. 
La  seconde  dérivée  se  réduit  alors  à 

—  COS0  (i  -f-/'); 

elle  est  donc  négative  pour  cette  valeur  de  6;  d'où  il  suit 
que  le  dénominateur  de  P  est  maximum ,  et ,  par  suite ,  P 
minimum. 

On  pourrait  encore  chercher  l'inclinaison  6,  qui  donne  la 
plus  petite  valeur  de  P,  propre  à  faire  remonter  le  corps. 


l54  COURS    DE    MKCANIQUE. 

Il  faut  alors  supposer  A  ==  —  i ,  et  chercher  le  miniuium  de 

77-: — -  ou  le  maximum  de  cos  9  -f-  fsin  0,  On  en 

ces  0  H-/sin  ô  '^ 

lire 

—  sin  ô +ycos0  =  o,         tangônry*; 

ce  qui  montre  que  la  force  doit  être  dirigée  au-dessus  du 
plan. incliné  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  Tàngle  du  frot- 
tement, quelle  que  soit  son  inclinaison  a. 

Cet  angle,  qui  est  le  plus  favorable  à  la  traction  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  quelconque,  porte  le  nom  d'angle 
rie  traction;  et,  comme  nous  venons  de  le  prouver,  il  n'est 
autre  que  l'angle  du  frottement. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  du 
frottement.  Nous  n'avons  voulu  que  donner  une  idée  de  la 
manière  dont  les  forces  de  cette  espèce  modifient  les  condi- 
tions de  l'équilibre;  ce  qui  est  de  la  plus  haute  importance 
dans  les  applications.  Nous  renvoyons,  pour  de  plus  grands 
'  détails,  aux  Traités  spéciaux  sur  les  machines. 

CHAPITRE  XL 

APPLICATION   DE   LA    COMPOSITION    DES    FORCES 

A  l'attraction  mutuelle  des  corps. 

156.  L'ensemble  des  phénomènes  célestes  nous  conduira 
plus  tard  à  admettre  que  les  molécules  des  corps  s'attirent 
proportionnellement  à  leurs  masses,  et  en  raison  inverse 
du  carré  de  leur  dislance.  Il  est  donc  convenable,  pour  pré- 
parer à  l'étude  des  diverses  questions  relatives  au  système 
du  monde,  de  calculer  quelques  effets  de  l'attraction  des 
corps  5  et  nous  considérerons  plus  particulièrement  ceux 
dont  la  forme  se  rapproche  le  plus  de  celle  que  nous  pré- 
sentent les  corps  célestes. 
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Nous  allons  nous  proposer  d'abord  de  calculer  l'action 
mutuelle  de  deux  sphères  composées  de  couches  concen- 
triques homogènes ,  mais  dont  la  nature  peut  dépendre  de 
leur  distance  au  centre.  Nous  supposons  que  tous  les  points 
de  l'une  attirent  chacun  des  points  de  Tautre,  de  manière 
que  l'action  et  la  réaction  soient  égales-,  en  sorte  que,  si 
Ton  joignait  deux  points  par  une  droite  inflexible,  l'action 
mutuelle  de  ces  points  ne  produirait  aucun  mouvement. 
Cette  action  peut  changer  suivant  une  loi  quelconque ,  avec 
la  distance  des  deux  points  ;  nous  supposerons  ici  qu'elle 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Si  nous  concevons  que  toute  la  matière  qui  compose  l'u- 
nité de  masse,  tant  de  l'une  que  de  l'autre  substance,  soit 
réunie  en  un  même  point,  sans  rien  perdre  de  son  action, 
et  que  ces  deux  points  soient  placés  à  l'unité  de  distance 
l'un  de  l'autre ,  ils  produiront  Tun  sur  l'autre  une  force  at- 
tractive égale,  que  nous  désignerons  par  y,  et  qui  est  un^ 
des  données  nécessaires  de  la  question.  En  la  joignant  avec 
l'hypothèse ,  que  tous  les  points  s'attirent  mutuellement  en 
raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  la  question  est  complètement  déterminée. 

Si  l'on  considère  d'abord  l'action  mutuelle  de  deux  élé- 
ments infiniment  petits  dm^  fitn\  on  peut  considérer  les 
distances  de  leurs  différents  points  comme  égales  à  Tune 
quelconque  d^entre  elles,  que  nous  désignerons  par  u.  Toutes 
les  parties  égales  exerçant,  par  hypothèse,  une  même  action 
sur  un  même  point ,  à  la  même  distance ,  la  matière  com- 
prise dans  la  masse  dm  exercera  sur  dm^  une  action  qui 
sera  dans  le  rapport  de  dm*,  i  avec  celle  qu'exercerait  sur 
dm^  la  matière  renfermée  dans  l'unité  de  masse,  et  con- 
centrée au  point  où  se  trouve  dm.  Cette  dernière  action 
sera  dans  le  rapport  de  dm^  :  i  avec  celle  qui  aurait  lieu  si, 
au  lieu  de  dm\  on  substituait  l'unité  de  masse  concentrée 
au  même  point.  Mais  celte  nouvelle  action  est  à  celle  que 
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nous  avons  représentée  par  y,  dans  le  rapport  de  i  :  u'. 
Donc,  l'action  des  deux  éléments  dm^  dm'  sera  exprimée  par 


J'dm  dm' 

9 


u^ 


en  négligeant  la  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  su- 
périeur, qui  provient  de  la  difiërence  des  valeurs  de  ii,  et 
qui  ne  changera  pas  les  limites  des  sommes  des  éléments 
dans  lesquels  cette  expression  entrerait  comme  facteur. 

Cela  posé ,  considérons  une  coucbe  sphérique  d'une  den- 
sité égale  à  p,  d'une  épaisseur  infiniment  petite ,  dont  le 
centre  est  en  O ,  et  qui  est  comprise  entre  les  surfaces  sphé- 
rîques  dont  les  rayons  sont  r  eir-h  dr-^  son  action  sur  un 
élément  dm'  situé  en  A  à  une  distance  a  de  son  centre  sera 
dirigée  suivant  la  droite  AO,  autour  de  laquelle  tout  est 
semblable ,  et  il  suffira  de  faire  la  somme  des  composantes 
de  toutes  les  forces  suivant  cette  direction,  pour  avoir  la 
résultante  cherchée. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  cîrconférepce  dont  le 
rayon  est  r\  faisant 

d'où  résulte 

lû  =r  a'  4-  r'  —  2 ra  cosG. 

Les  deux  rayons  OM,  ON  {fig,  38)  étant  prolongés  jusqu'à 
la  circonférence  dont  le  rayon  est  r  -4-  rfr,  la  surface  infini- 
ment petite  rdôdr  tournant  autour  de  l'axe  AO  engendrera 
un  volume  nnr^  sin  6 dOdr^  dont  la  composante  de  Taction 
sur  dm'  suivant  l'axe  AO  sera 

irû/r^drdm'     sînOdB, 
a  u^       ^ 

On  aura  donc  F  attraction  de  la  couche  sphérique  sur  dtn\ 
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en  faisant  la  somme  des  expressions  semblables  quand  6  va- 
riera depuis»  o  jusqu'à  tt  ,  et ,  par  suite ,  u  depuis  a  —  r  jus- 
qu'à a  -h  r,  si  le  point  est  extérieur  5  et  depuis  r  —  a  jusqu'à 
r-t-  a ,  s'il  est  intérieur. 

Exprimons  d'abord  la  difierentîelle  en  fonction  de  u  seu- 
lement. On  lire  de  Téquation  entre  a:  et  9 , 

uduz=z  arsin  0^0. 
L'expression  ci-dessus  devient  donc 


CL*  \  W 


dont  Tintégrale  est 

^-^ ^       dm'    u  H 

ot}  \  u 

Si  le  point  est  extérieur,  cette  intégrale  prise  entre  les  li- 
mites a  —  r  et  a  -f-  r  a  pour  valeur 

^fzpfi^drdm' 

on  voit  qu'elle  est  la  même  que  si  toute  la  matière  était 
réunie  au  centre. 

Pour  avoir  l'attraction  exercée  par  un  solide  composé  de 
couclies  spbériques  homogènes,  mais  dont  la  nature  peut 
varier  avec  r  d'une  manière  arbitraire ,  il  faudrait  faire  la 
somme  des  actions  de  toutes  ces  coucbes,  et  comme  elles 
sont  toutes  les  mêmes  que  si  l'on  réunissait  ces  diverses  cou-^ 
ches  au  centre ,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Un  solide  composé  de  couches  sphériques  homogènes  ^ 
de  nature  différente,  et  dont  tous  les  points  attirent  un 
point  extérieur  en  raison  inverse  du  carré  des  distances, 
exerce  sur  ce  point  la  même  action  que  si  toute  la  matière 
qui  le  compose  était  réunie  en  son  centre. 
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Dans  le  cas  d'une  sphère  homogène ,  de  rayon  R,  l'ex- 

pression  de  celte  action  sera  -^  — 

Si  le  point  A  était  intérieur  à  la  couche  infiniment  mince 
que  nous  avons  considérée,  les  limites  de  u  seraient  r — a 
et  r-f-  a ,  et  la  somme  se  réduirait  à  zéro.  D*où  résulte  cette 
autre  proposition  : 

Dans  la  même  loi  cT attraction ,  l'action  du  même  solide 
est  nulle  sur  tout  point  situé  en  dedans  de  la  surface  inté- 
rieure. Et  pour  un  point  situé  dans  V  intérieur  de  sa  niasse  y 
r  action  se  réduit  à  celle  du  solide  compris  entre  la  surface 
intérieure  et  celle  de  la  surface  sphérique  concentrique  qui 
passe  par  ce  point. 

Il  résulte  de  là  que  l'action  d'une  sphère  entière  sur  un 
point  de  son  intérieur  est  bornée  à  Taction  de  la  sphère  con- 
centrique dont  Itf  surface  passe  par  ce  point. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  couches  sont  de  même  nature ,  si 
R  désigne  le  rayon  de  la  sphère  et  r  la  distance  du  point  que 
Ton  considère  au  centre,  Faction  de  la  sphère  sera 

elle  ne  dépend  plus  de  R,  et  est  proportionnelle  à  la  distance 
au  centre. 

157.  Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  de  calculer 
Faction  mutuelle  de  deux  sphères  extérieures  Funeà  Fautre. 
D'abord,  Faction  de  l'élément  dm'  sur  la  première  sphère 
étant  égale  et  contraire  à  cellç  de  cette  sphère  sur  dm'^ 
puisque  toutes  les  actions  élémentaires  qui  les  composent 
l'une  et  l'autre  sont  égales  et  contraires  par  hypothèse,  il 
s'ensuit  que  la  résultante  des  actions  de  la  première  sphère 
sur  tous  les  éléments  dm'  qui  composent  la  seconde ,  sera 
égale  et  contraire  à  la  résultante  de  toutes  les  actions  des 
éléments  de  la  seconde  sur  la  première  \  c'est-à-dire  que  les 
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actions  des  deux  sphères  l*une  sur  l'autre  sont  égales  et 
contraires. 

Or,  d'après  ce  qui  précède ,  l'action  de  dw!  sur  la  pre- 
mière sphère  est  la  même  que  si  toute  la  matière  qui  la  com- 
pose était  réunie  en  son  centre.  La  question  revient  donc  à 
calculer  l'action  de  la  seconde  sphère  sur  ce  point  \  mais  il 
est  prouvé  qu'elle  est  la  même  que  si  toute  la  matière  de 
la  seconde  était  réunie  en  son  centre;  d^où  l'on  conclut  que 

Deux  sphères  composées  de  couches  homogènes  quel^ 
conques ,  dont  tous  les  points  s'attirent  proportionnelle- 
ment aux  masses  et  en  raison  inv^erse  du  carré  de  la  diS" 
tance  y  exercent  l'une  sur  l'autre  la  même  action  que  si  la 
matière  dont  chacune  d'elles  est  composée  était  réunie  en 
son  centre. 

La  même  proposition  a  évidemment  lieu  pour  deux 
sphères  creuses  composées  de  même  de  couches  homogènes. 

158.  On  peut  démontrer  très-simplement  que  les  actions 
exercées  par  tous  les  points  d'une  couche  sphérique  homo- 
gène et  infiniment  peu  épaisse,  sur  un  point  de  l'intérieur, 
se  détruisent. 

En  effet,  soient  O  (Jig*  89)  le  centre  de  la  surface  înlé- 
rieure  de  la  couche,  OB  son  rayon ,  et  A  le  point  intérieur 
que  l'on  considère.  Menons  par  OA  un  plan  quelconque,  et 
soient  M  et  N  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  la  cir- 
conférence suivant  laquelle  il  coupe  la  sphère  ;  tirons  les 
droites  MAM',  NAN',  MN,  M'N':  les  triangles  AMN, 
AM'N'  seront  semblables.  Si,  maintenant,  on  fait  tourner 
le  plan  autour  deOB,  les  cordes  ou  les  arcs  MN,  M'N' 
engendreront  des  surfaces  qui,  multipliées  par  l'épaisseur 
infiniment  petite  de  la  couche,  seront  des  éléments  de  son 
volume  ;  or  les  actions  de  ces  deux  éléments  sont  égales  et 
contraires,  car  elles  sont  proportionnelles  aux  surfaces*  en- 
gendrées par  MN  et  M'N',  et  en  raison  inverse  des  carrés 
des  distances  5  il  suffit  donc  de  prouver  que  ces  surfaces  sont 


l6o  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

7      3 

en  raison  directe  de  AM,  AM',  ce  qu'on  reconnaît  facile- 
ment en  observant  qu'elles  sont  proportionnelles  aux  pro- 
duits des  arcs  générateurs  par  leurs  distances  à  l'axe ,  et  que 

7     1 

ces  produits  sont  dans  le  rapport  de  AM  :  AM',  à  cause  de 
la  similitude  des  triangles. 

159.  Autre  loi  d'attraction.  —  Si  l'on  suppose  l'action 
de  deux  points  proportionnelle  à  leur  distance,  on  peut  fa- 
cilement calculer  l'attraction  d'un  corps  de  figure  quelconque 
sur  un  point  placé  arbitrairement. 

Prenons ,  pour  cela ,  trois  axes  rectangulaires  se  coupant 
au  centre  de  gravité  du  corps  attirant,  et  faisons  passer  l'axe 
des  X  par  le  point  attiré.  Soient  x^y^  z  les  coordonnées 
d'une  molécule  quelconque  dm  du  corps ,  a  la  distance  de 
la  molécule  attirée  dm'  à  l'origine  ;  les  trois  composantes  de 
l'attraction  de  dm  seront 

f[x  —  a  )  dm  dm' ^         fy  dm  dm\         fz  dm  dm' . 

Si  l'on  fait  la  somme  de  ces  valeurs  élémentaires  ^  en  pre- 
nant pour  dm,  successivement  tous  les  éléments  du  corps , 
et  que  l'on  pbserve  que ,  d'après  les  propriétés  du  centre  de 
gravité,  on  a 

•   l.xdm  z=i  Oy  lfdm=o,  izdm  =  o, 

on  trouvera  que  les  composantes  de  l'attraction  totale, 
parallèles  aux  axes  des  z  et  des  y,  sont  nulles-,  et  que  la 
troisième,  qui  est  la  résidtante,  a  pour  valeur — /Mocdm!^ 
M  désignant  la  masse  totale  du  corps ,  ou  du  système  quel- 
conque de  points  attirants.  D'où  l'on  conclut  que,  dans 
la  loi  supposée,  V attraction  d'un  système  quelconque  de 
points  sur  un  point  situé  d'une  manière  quelconque,  est  la 
même  que  si  toute  la  masse  attirante  était  réunie  en  son 
centre  de  grai^ité. 

Si  maintenent  on  considère  l'action  mutuelle  de  deux 
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corps  quelconques ,  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui 
a  été  fait  précédemment  pour  deux  sphères  démontrera 
qu'elle  est  la  même  que  si  la  masse  de  chacun  des  corps 
était  réunie  en  son  centre  de  gravité. 

Calcul  de  rattraction  d'un   corps  quelconque  sur   un 

point  matériel. 

i  60.  Nous  allons  maintenant  envisager  la  question  d^une 
manière  plus  générale  et  supposer  Tattraction  de  deux 
éléments  proportionnelle  à  leur  masse ,  et  à  une  fonction 
quelconque  de  leur  distance  r.  Considérons  un  corps  de 
figure  quelconque  dont  la  densité,  variable  d'un  point 
à  un  autre,  soit  représentée  par  p,  et  cherchons  les  trois 
composantes  de  son  action  sur  un  point  matériel  dont  la 
masse  est  fx,  et  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  y.  L'élément 
de  volume  dxdydz  du  corps  aura  pour  masse  pdxdydz^ 
et  son  action  sur  fx  sera  exprimée  par  (ip  dxdjdz  F  {r)^ 
si  l'on  désigne  par  F  (r)  l'action  mutuelle  de  deux  unités 
de  masse  à  une  distance  r  l'une  de  l'autre.  Les  compo- 
santes X,  Y,  Z  de  l'attraction  du  corps  entier  parallèle- 
ment aux  axes  de  coordonnées  seront 

Y  =  p  JJJp  (^JZl)^Y{r)dxdydz, 


Z  ^y^JJJp  (^L—L^F{r)dxdjrdz, 


et  Ton  aura 


^{x  —  ay  4-  (r  —  ^Y  4-  («  —  7)'  =  '•• 

11  suffirait  de  les  changer  de  signe  pour  passer  au  cas  de  la 
répulsion. 

I.  1 1 
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Ces  intégrales ,  qui  s'étendent  à  la  masse  entière  du  corps, 
peuvent  se  réduire,  à  une  seule.  En  effet,  en  différentiant 
partiellement  r  par  rapport  à  a,  S,  y,  on  obtient 

dr  (x  —  a)  dr (y  —  6)  dr  (z  —  7) 

doL  r  d^  r  dy  r 

Soit  maintenant  f  (r)  la  fonction  dont  la  dérivée,  par 
rapport  à  r,  est  F  (r)  5  posons 

fffPfir)dxdxdz  =  V, 

et  différentions  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  a,  6,  y]  il  suffira  de  différentier  sous  le  signe/, 
si  (f  (r)  ne  passe  pas  par  l'infini ,  et  l'on  trouvera  ainsi  les 
formides  suivantes  : 

dU       ^_  dV  dV 

Tout  dépend  donc  de  la  seule  intégrale  U. 

n  est  bon  de  remarquer  que  si,  dans  le  cas,  par  exem- 
ple,  d'un  solide  indéfini,  l'intégrale  U  prenait  une  valeur 
infinie ,    mais  que   les  dérivées  partielles   désignées  par 

-T->  -Ts  »   -T-  fussent  finies,    les  valeurs  précédentes  de 

da      rto       dy  *- 

X,  Y,  Z  n'en  seraient  pas  moins  exactes.  En  effet,  prenons 
d'abord  une  portion  finie  du  solide-,  les  composantes  de 
son  attraction  auront  pour  valeurs  les  produits  de  —  [i  par 
les  dérivées  partielles  de  la  fonction  finie  U.  Supposons 
maintenant  que  l'on  étende  infiniment  la  partie  considérée 
du  solide ,  les  composantes  de  l'action  seront  toujours 

dV  dU  dV 

-^Ta'       -^^^        -^Ty' 

que  U  croisse  ou  non  sans  limite.  Donc,  si  ces  trois  ex- 
pressions ont  des  limites ,  ce  sont  les  composantes  de  l'at- 
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traction  du  solide  indéfini.  £t,  si  elles  croissent  indéfini- 
ment, on  en  conclura  que  Tattraction  croit  sans  liniite  à 
mesure  que  Ton  considère  une  plus  grande  partie  du  corps; 
c'est  ce  que  Ton  exprime  en  disant  que  l'attraction  du  solide 
est  infinie. 

Ainsi ,  il  suffira  toujours  de  connaître  les  dérivées  qui 
entrent  dans  l'expression  des  composantes  X,  Y,  Z  sans 
s'inquiéter  si  la  fonction  U  elle-même  est  finie  ou  infinie. 
On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  U  était  infini, 
sans  que  le  solide  le  fût. 

161 .  Dans  le  cas  où  l'attraction  e&t  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance , 


f.2  .      ,      ,  ^ 


et  faisant,  dans  ce  cas, 


ffft±±±^y^ 


on  aura 


dW  d\  d\ 

'^•^    doL  ^^    dt  ^^   dy 

Si  le  point  attiré  fait  partie  du  corps,  la  fonction  y(r) 
passe  par  l'infini;  mais  ces  formules  subsistent  toujours. 
En  efiet ,  elles  n'oiSrent  aucune  difficulté ,  si  on  les  applique 
à  tout  le  corps,  moins  une  sphère  infiniment  petite  qui 
renferme  le  point  attiré.  Or  V  a  une  limite ,  quand  cette 
sphère  tend  vers  zéro;  car  l'élément  de  volume  exprimé 
en  coordonnées  polaires  ayant  pour  origine  le  point  attiré 
a  pour  expression  HrfrsinSrfOrf^f/;  or,  si  Ton  divise  par  r 
et  qu'on  intègre  dans  Vétendue  de  la  sphère  de  rayon  infi- 
niment petit,  on  aura  une  quantité  infiniment  petite  du 
second  ordre.  Il  suit  de  là  que  la  fonction  Y  étendue  au 
corps  entier  est  finie ,  et,  par  suite,  ses  dérivées  par  rapport 

II. 
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aux  indéterminées  a ,  69/9  le  sont  aussi.  On  voit  de  même 
que  X  9  T ,  Z  ont  aussi  des  limites  \  d'ailleurs ,  quand  les 
deux  membres  d'une  équation  ont  des  limites,  ces  limites 
sont  égales  :  donc  les  formules  qui  donnent  X ,  Y ,  Z  sont 
encore  exactes  quand  on  considère  le  corps  entier  dont  le 
point  fait  partie. 

162.  L'attraction  sur  le  point  a ,  6 ,  7 ,  estimée  suivant 
la  direction  du  vecteur  r  mené  de  l'origine  à  ce  point ,  a 
pour  expression 

^a       ^6        ^7  /rfU  a        rfU€       dU y\ 

X--4-Y--hZl  =  — pf- y.         ^^        1). 

r  r  r  *    \aa  r        d^  r       df  rj 

Mais  en  considérant  U  comme  fonction  de  a,  6,  y,  et  ces 
coordonnées  comme  fonction  de  r  et  de  deux  angles  0,  ^^ 
on  a 

^— ^?       ^6      rfU7 

dr        da  r        d^  r        dy  r 

0 

en  observant  que  les  dérivées  partielles  de  a,  6,  y  par  rap- 
port à  r  sont  respectivement  -  9  -»  -• 

Donc  la  composante  de  l'attraction  suivant  le  rayon  vec- 
teur  est  —  f*  "7"  »  ^®*  deux  autres  composantes  étant  sup- 
posées dans  le  plan  perpendiculaire  à  ce  rayon.  Dans  le  cas 
de  F  (r)  =  -39  cette  expression  devient  V-f--r* 

163.  Pour  donner  une  application  de  ces  formules  dans 

le  cas  de  F  (r)  =  —  9  considérons  une  sphère  creuse  pour 

laquelle  p  soit  une  fonction  quelconque  de  la  distance  au 
centre.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  le  centre 
au  point  attiré ,  et  qui  est  évidemment  la  direction  de  la  ré- 
sultante des  attractions.  Désignons  par  a  et  A  les  rayons 
des  deux  surfaces  qui  terminent  le  solide,  par  u  le  rayon 
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inlérieur  d'une  couche  sphérîque  ayant  pour  épaisseut*  du^ 
et  par  6  l'angle  d'un  rayon  quelconque  avec  Taxe  des  x. 
La  valeur  de  V  aura  pour  expression 


^rrpu^du^ 


sinO^^O 


L'intégration  par  rapport  à  Q  étant  effectuée  entre  o  et  tt  , 
donnera  la  partie  de  V  correspondante  à  la  couche  donfc 
l'épaisseur  est  clu\  en  intégrant  ensuite  le  résultat  par  rap- 
port à  u  entre  les  limites  a  et  A ,  on  aura  la  valeur  totale 
de  V.  Or  on  a 

r^=zu^ — ^a«  ces 9 -H  a*; 

d'où  5  en  observant  que  u  est  constant, 

rcir=:  au  sin  9 dB , 
et,  par  suite, 

V  =^  "^ff^^  ^'^  ^''* 

Quant  aux  limites  de  r  correspondantes  à6  =  oet6==7r, 
il  faut  distinguer  le  cas  où  le  point  attiré  est  extérieur  au 
solide,  de  celui  où  il  est  intérieur.. 

I®.  Si  le  point  attiré  est  extérieur  au  solide,  on  aura 
a  ^  A ,  et,  par  conséquent,  a  ]>  m  pour  toutes  les  couches 
que  l'on  a  à  considérer.  On  a  alors 

fdr=  2u     et     V  =  —  /.      pu^du, 

«   Ja 

Si  l'on  désigne  par  M  la  masse  du  corps ,  on  aura 

^A 
^n  I      pu^du  =  M; 

d'où 

V=^,        et       X=:-f^. 

a  a-' 
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L'attraction  est  donc  la  même  que  si  toute  la  matière 
du  corps  était  réunie  à  son  centre. 

2^.  Si  le  point  attiré  est  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite 
surface ,  on  a  a  <^  a ,  et ,  par  conséquent ,  a  <^  a  dans  toute 
retendue  des  valeurs  de  u.  On  a  donc  alors 

Jdr  z=z  2  a.     et     V  =  4  ^J*?  "  ^"* 

Cette  quantité  étant  indépendante  de  a  ^  on  aura 

---z=:o,     et,  par  suite,     X  =  o. 

On  voit  donc  que ,  dans  cette  même  loi  d'attraction,  le  50- 
lide  n'exercera  aucune  attraction  sur  un  point  situé  dans 
l'intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

On  conclut  de  là  que  Faction  sur  un  point  qui  ferait  par- 
tie du  même  solide  se  réduirait  à  celle  qu'exercerait  la 
partie  comprise  entre  la  sphère  de  rayon  a  et  celle  qui  pas- 
serait par  le  point  attiré.  Il  faudrait  donc  supposer  la  ma- 
tière qui  compose  cette  partie ,  réunie  au  centre ,  et  agis- 
sant sur  le  point ,  suivant  la  loi  donnée. 

S41  s'agit ,  par  exemple,  de  l'action  d'une  sphère  pleine, 
homogène ,  sur  un  point  de  son  intérieur,  situé  à  une  dis- 
tance a  du  centre,  aa  devra  prendre  M  =  |  Trpa'*  ^  et  l'at- 
traction a  pour  valeur  ^iipfiioc.  Elle  est  donc  directement 
proportionnelle  à  la  distance  au  centre, 

164.  action  d'un  corps  quelconque  sur  un  point  très- 
éloigné, — Si  l'on  considère  l'action  d'un  corps  de  forme 
et  de  densité  quelconques,  sur  un  point  dont  les  distances 
à  tous  les  points  de  ce  corps  soient  très-grandes  par  rapport 
à  ses  dimensions,  on  arrive  k  un  résultat  remarquable  que 
nous  allons  faire  connaître. 

Supposons  l'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  et  calculons  la  fonction  V.  Pour  cela,  prenons  le 
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centre  de  gravité  du  corps  pour  origine ,  et  faisons  d'abord 
passer  Taxe  des  x  par  le  point  attiré. 

Soient  i  la  distance  de  ces  deux  points,  u  le  rayon  vec- 
teur d'un  point  quelconque  du  corps ,  dm  sa  masse ,  x  son 
abscisse ,  ft  la  masse  du  point  attiré;  la  distance  de  ce  der- 
nier point  à  un  point  quelconque  du  corps  sera 


et  Ton  aura  par  conséquent 

Si  l'on  développe  la  puissance  du  trinôme,  soit  par  la  for- 
mule de  Lagrange ,  soit  par  celle  du  binôme ,  on  aura  une 

série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  j  ?  et 


u 


d'autant  plus  convergente  que  j  sera  plus  petit,  et  Ton 

trouvera  ainsi ,  en  représentant  par  M  la  masse  totale  des 
corps  attirants ,  en  observant  que  YàXdin  est  nul,  puisque 
Torigine  est  le  centre  de  gravité  du  système, 

V=  —  H r-  2  (Sx'—  «MrfiW  -f- 

On  peut  donc  se  borner  à  prendre  V  =  y  en  négligeant  ^7 

par  rapport  à  j.   En*  considérant  maintenant  un  système 

quelconque  d'axes  passant  toujours  par  le  centre  de  gravité, 
et  désignant  par  a ,  6 ,  y  les  coordonnées  du  point  attiré,  on 
aura 

Les  trois  composantes  de  l'attraction  seront  donc  rcspecti- 
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vement 

p/Ma  fil/M  6  i^f^i 

d^où  l'on  voit  que  leur  résullante  passe  par  Torigine  qui 
est  le  centre  de  gravité  de  la  masse  attirante ,  et  qu'elle  a  la 
même  valeur  que  si  toute  la  masse  était  réunie  en  ce  point. 
Ce  résultat ,  qui  n'est  qu'approché  pour  un  corps  quelcon- 
que ,  est  tout  à  fait  exact  dans  le  cas  de  la  sphère ,  quelle 
que  soit  la  distance  du  point  attiré,  pourvu  qu'il  soit  en 
dehors  de  la  sphère.  Dans  ce  cas,  l'intégration  ferait  dispa- 
raître tous  les  termes ,  excepté  le  premier  de  la  série. 

Le  calcul  précédent  a  été  fait  d'après  une  loi  particulière  : 
on  verra  facile  oient  que  le  résultat  serait  le  même  dans 
le  cas  ou  l'attraction  varierait  en  raison  inverse  de  toute 
autre  puissance  de  la  distance ,  et  même  suivant  des  lois 
phts  compliquées.. 

Action  d'une  couche  elliptique  sur  un  point  intérieur, 

46S.  La  proposition  que  nous  avoni>  démontrée  relati- 
vement à  l'action  d'une  couche  sphérîque  sur  un  point  in- 
térieur, peut  se  démontrer  géométriquement  dans  le  cas 
plus  général  du  solide  compris  entré  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables ayant  leurs  axes  coïncidents. 

En  efîet,  supposons  d'abord  le  solide  homogène-,  soient 
M  (Jig*  4o)  le  point  attiré,  et  yi  sa  masse.  Considérons-le 
comme  sommet  d'une  infinité  d'angles  solides  qui  com- 
posent tout  Tespace  autour  de  lui ,  et  cherchons  la  résul- 
tante de  l'action  des  deux  parties  comprises  dans  un  quel- 
conque de  ces  angles  et  son  opposé  au  sommet.  Soit  DCAB 
une  des  arêtes  de  cet  angle  -,  on  aura  AB  =  CD  par  la  simi- 
litude des  deux  ellipsoïdes.  Si  nous  désignons  par  w  la 
mesure  de  l'angle   solide,  nous  pourrons  décomposer  le 
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solide  AB  en  cléments  dont  les  épaisseurs  PQ  formeront 
la  droite  AB,  et  dont  l'expression  sera  (ùr*dr\  multipliant 

par  ^—^î  on  aura  l'attraction  que  cet  élément  exerce  sur  le 

point  M-,  on  trouve  Simsi  pf(i(ùdr^  et  la  somme  pfiKtù.KR 
exprimera  l'attraction  de  la  matière  contenue  dans  AB.  On 
trouvera  de  même  pfi^^.CD  pour  l'attraction  de  la  matière 
contenue  dans  la  partie  CD  •,  et  comme  les  droites  AB  et  CD 
sont  égales,  ces  attractions  seront  égales,  et,  par  consé- 
quent, se  détruiront.  Donc,  comme  il  en  sera  ainsi  pour 
tous  les  angles  solides  autour  de  M ,  fe  solide  homogène 
compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  quelconques 
n'exerce  aucune  attraction  sur  un  point  situé  dans  Vinté^ 
rieur  de  sa  plus  petite  surface. 

Cette  proposition ,  étant  indépendante  de  l'épaisseur,  a 
lieu  aussi  pour  une  couche  infiniment  mince.  Donc  elle  est 
encore  vraie  pour  un  solide  d^une  épaisseur  quelconque 
composé  de  couches  homogènes  comprises  entre  des  ellip- 
soldes  semblables  f  et  dont  la  nature  varie  d'une  manière 
quelconque  de  F  une  à  Vautre. 

166.  Surfaces  de  niv^eau,  —  On  appelle  ainsi  celles  sur 
lesquelles  un  point  matériel  posé  resterait  en  équilibre  sous 
Tinfluence  des  forces  du  système. 

Considérons  donc  un  corps  quelconque  qui  attire  un 
point  suivant  une  loi  quelconque  ;  on  aura ,  d'après  ce  qui 
précède , 

pour  que  la  résultante  soit  perpendiculaire  à  la  surface  sur 
laquelle  le  point  peut  se  mouvoir,  il  faut  qu'on  ait  pour 
tous  les  déplacements  sur  cette  surface, 

Xr/a-f- Yr/§-hZr^7  =  o, 
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OU 

-j-  rta  -f-  -3^  rt6  +  -—-  rf7  =  o, 
doL  ab  ay 

ce  qui  prouve  que  U  est  constant.  L^équation  des  surfaces  de 

niveau  relatives  à  l'attraction  ou  à  la  répulsion  du  corps  est 

donc 

U  =  r, 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

'  Quand  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance ,  cette  équation  devient  V  =  c. 

167.  La  fonction  V  jouît  d'une  propriété  remarquable, 
qui  est  d'une  grande  utilité  pour  la  détermination  de  sa  va- 
leur. 

Diaprés  la  valeur  de  r,  on  a 

r       X  —  a  r        y  —  6  r        z — 7 

£/a  r'  d^  r'  ^7  r' 

r  __  3  (x  —  g)'         X  r_3(j-— g)'         I 


dai  r»  r'  rfê»  r»  r 


rf'i 


r 3  (z  —  7)*        i 


^7'  r^  r^' 

d'où  l'on  conclut 


rf'i       rf'-       J^i 
r  r  r 

1 1 r=  o. 


Mais,  puisque  l'on  a  V  =  l    I    /  ^ — ?  dv  étant  Télémeiit 

de  volume,  et  que,  pour  différentîer  une  intégrale  par  rap- 
port à  des  quanlilés  considérées  comme  constantes  dans 
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l'intégration ,  et  qui  n'entrent  pas  dans  les  limites  de 
cette  intégrale,  il  suffit  de  diflférentier  sous  le  signé _/,  on 
aura 

pourvu ,  toutefois ,  que  la  fonction  -  ne   devienne   infinie 

pour  aucune  valeur  comprise  dans  les  limites  de  Tintégra-* 
tion  ;  car  on  sait  que ,  dans  ce  cas ,  la  diflerentiation  sous  le 
signe  f  peut  donner  des  résultats  inexacts. 

Donc ,  si  le  point  a ,  6 ,  y  ne  fait  pas  partie  du  corps  atti- 
rant, on  aura 

rf'V      rf'V      d'\ 

Si  le  point  fait  partie  du  corps ,  on  concevra  une  sphère  infi- 
niment petite  dans  l'intérieur  de  laquelle  il  sera  compris  5 
la  fonction  V,  considérée  pour  tout  le  reste  du  corps,  satis- 
fera à  Féquation  ci-dessus. 

SoitjD  la  densité  du  corps  au  point  attiré,  ce  sera  aussi 
celle  de  la  petite  sphère.  Les  composantes  de  l'attraction  de 
la  sphère  sur  ce  point,  qui  est  dans  son  intérieur,  seront 
donc  respectivement 

—  3 ^f*/p  («  —  «)>    —  3 ^f*/p  (<5  —  ^) ,    —  |^f*/p  {y  —  c)y 

a^  by  c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  petite  sphère; 
on  aura  donc,  en  appelant  V  la  partie  de  V  qui  se  rapporte 
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à  cette  sphère, 

dY  4      .  . 


^'V       d^y       £/»V' 


d'où 

da}     '     d€^     •     €^7 
et,  par  conséquent, 
,    ,  d^\      d'y      d'Y 

la  valeur  de  p  se  rapportant  au  point  attiré. 

Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples  très-simples, 
comment  les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  servir  à  déter- 
miner la  fonction  Y  dont  se  déduisent  les  trois  composantes 
de  l'attraction . 

168.  application  à  la  sphère.  —  La  sphère  étant  sup- 
posée formée  de  couches  homogènes ,  V  sera  fonction  de  la 
distance  r  du  centre  de  la  sphère  au  point  attiré  5  la  résul- 
tante de  l'attraction  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint 

ces  deux  points,  et  représentée  par  l^f-j-- 

L'équation  r'  =  a*  -h  6'  -h  y'  donnera 

dr        OL       dr        ^       dr        7 
doL        r        d^        r        tly        r 

et  Ton  aura,  par  suite, 

rf'V       a'^'V        \dV       ol' dV 


dct}        r'  dr^         r  dr        r^  dr 
d'V       ê'rf^V        w/V       6'rfV 


? 


d^'        r'  dr'    '    r  dr        r^  dr 

d'V  __f  d'V        id\       f  d\ 

dy'        r'  dr'         r   dr         r'^  dr 
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et  ajoutant  ces  trois  dernières  équations,  on  aura,  en  sup- 
posant d'abord  le  point  hors  de  la  sphère , 

dr^         r  dr 

La  fonction  V  dépend  donc  alors  d'une  équation  qui  ne 

renferme  pas  de  différentielles  partielles.  En  la  multipliant 

d\ 
par  r',  son  premier  membre  devient  la  dérivée  de  r*  —  • 

On  aura  donc ,  en  désignant  par  c  une  constante  arbitr^^ire , 

dr  "^  r*' 

Supposons  d'abord  que  la  sphère  soit  creuse  et  que  le 
point  soit  dans  F  intérieur  de  la  plus  petite  surface  dont  nous 
désignerons  le  rayon  par  Rj.  L'attraction  devant  évidem- 
ment être  nulle  pour  r=  o,  il  faut  qu'on  ait 

dV 
c  z=  o      et,  par  suite,     — -  =  o. 

dr 

Donc  les  composantes  de  l'attraction  sont  toujours  nulles , 
et  le  point  est  en  équilibre ,  quelque  position  qu'il  occupe 
dans  la  partie  vide  de  la  sphère.  Supposons,  en  second 
lieu ,  que  le  point  fasse  partie  de  la  masse  de  la  sphère ,  on  a 

d'Y       id\  . 

p  étant  une  fonction  donnée  de  r. 
Multipliant  par  r*  et  intégrant  à  partir  de  Ri,  il  vient, 

dS 
en  observant  que  —  étant  nul  pour  tous  les  points  de  l'in- 
térieur, l'est  aussi  à  la  limite  Ri , 

d:s        ,    r 
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Or,  f    /^Tir^pdr  est  la  masse  comprise  entre  cette  surface 

et  la  sphère  qui  passe  par  le  point  attiré.  Si  on  la  désigne 
par  M',  on  aura 

dr  r* 

La  valeur  absolue  de  l'attraction  sera  donc  ^   ,    :  elle  est  la 

même  que  si  la  masse  M'  agissait  seule  et  était  réunie  au 
centre. 

Si  le  point  attiré  est  sur  la  surface  extérieure  ayant  pour 
rayon  R ,  on  aura ,  en  désignant  par  M  la  masse  totale  de  la 
sphère  creuse , 

dr  ~"        R*' 

et  Tattraction  exercée  sur  lé  point  aura  pour  expression 

fx/M 

Enfin,  considérons  un  point  extérieur  à  la  sphère,  c'est- 
à-dire  pour  lequel  on  ait  r^R,  on  aura,  comme  dans  le 

premier  cas , 

^_  c 

mais ,  à  cause  de  la  discontinuité  provenant  des  points  de  la 
masse,  la  constante  c  n'est  pas  assujettie  à  avoir  la  même 
valeur  que  pour  les  points  intérieurs.  Pour  la  détermi- 
ner, on  fera  r  =  R ,  et  Ton  devra  trouver,  d'après  le  cas  pré- 
cédent, 

^V  M        , 

^=-g^;      donc     r=-M, 

et  Ton  aura  pour  tous  les  points  extérieurs  , 

—  —  ^- 

dr  ^  /-  ^ 
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L'attraction  aiira  donc  pour  expression 


7 


r^ 


et  l'on  en  conclut  ce  théorème  : 

Une  sphère  creuse  composée  de  couches  concentriques 
homogènes  exerce  sur  les  points  extérieurs  la  même  action 
que  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

169,  Application  au  cylindre  indéfini,  —  Considérons 

maintenant  un  cylindre  creux  indéfini  composé  de  couches 

homogènes  dont  la  densité  n^est  fonction  que  de  la  distance 

à  l'axe  de  ce  cylindre,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  z  \ 

son  action  sur  un  point  quelconque  sera  dirigée  vers  le 

point  où  Taxe  est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire ,  mené 

par  le  point  attiré.  Nous  prendrons  ce  point  de  l'axe  pour 

origine,   et  nous  désignerons  par  r  sa  distance  au  point 

attiré  5  l'attraction  ne  dépendra  que  de  r,  et  son  expression 

sera 

d\ 

Or,  pour  les  points  qui  ne  font  pas  partie  de  la  masse  du 
cylindre,  on  aura ,  en  observant  que  Vest  indépendant  de  7, 

d^W      d^\  __ 
d'où 


d^y       1  dy 
dr^    '    r  dr" 

=  0. 

Multipliant 

par  r, 

on  a 

^(41)= 

0; 

d'où 

dy     c 

dr        r 

c  éiant  une  constante  arbitraire* 
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Mais  remarquons ,  comme  dans  le  cas  d^une  sphère  creuse, 
que  les  points  extérieurs  et  les  points  intérieurs  à  la  couclie 
cylindrique  étant  séparés  par  ceux  de  la  masse  de  cette  cou- 
che ,  pour  lesquels  les  circonstances  sont  différentes ,  il  n'y 
a  pas  continuité  en  passant  des  valeurs  de  r  plus  grandes 
que  le  rayon  de  la  surface  extérieure  du  cylindre,  aux  va- 
leurs de  r  plus  petites  que  le  rayon  de  la  surface  intérieure. 

Pour  les  points  de  l'intérieur  de  cette  surface,  la  valeur 
de  c  est  invariable;  or  elle  est  évidemment  nulle  pour 
r  =  o  ;  donc  on  a ,  pour  tous  les  points  de  l'intérieur, 

D'où  l'on  conclut  qa^un  cylindre  creux  indéfini,  composé 
de  couches  concentriques  homogènes  j  n^ exerce  aucune 
action  sur  un  point  situé  dans  r  intérieur  de  sa  surface 
interne. 

On  démontrerait  directement  cette  proposition  de  la 
même  manière  que  pour  l'ellipsoïde  creux. 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  —  pour  les  points 

appartenant  à  la  m^çse  du  cylindre  ]  pour  ces  points ,  on  a 

et  l'on  trouve  par  l'intégration,  en  désignant  par  Rj  le  rayon 
de  la  surface  intérieure , 


s=-^"X 


r 

prdr. 


Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  —  est  nul 

pour  r  =  Ri,  puisqu'il  l'est  pour  tous  les  points  de  Tinté- 
rieur  de  la  surface  dont  le  rayon  est  Ri .  En  faisant  r  =  R, 
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on  obtient 


Pour  les  points  extérieurs  on  doit  avoir 


dy_  C 
dr  ~  r" 


Faisant  r  =  R ,  on  trouve ,  en  vertu  de  Téqualion  précé- 
dente , 

Jr. 


rdr. 


La  constante  étant  ainsi  déterminée,  on  aura  pour  toute 
les  valeurs  de  r  plus  grandes  que  R , 


dV 


—  9 


dr  r 

et  l'attraction  du  cylindre  aura  pour  expression 

r 

On  voit  qu'elle  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  du 
point  à  l'axe  du  cylindre. 

Attraction  des  ellipsoïdes, 

170.  Pour  connaitreles  trois  composantes  de  l'attraction 
d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point ,  on  décomposera  ce 
corps  en  couches  infiniment  peu  épaisses,  par  une  série  de 
surfaces  semblables  à  celle  qui  le  termine  ^  on  cherchera  les 
composantes  de  l'attraction  d'une  quelconque  de  ces  cou- 
ches ,  en  fonction  du  paramètre  qui  détermine  une  des  sur- 
faces de  cette  couche^ elrde  son  épaisseur;  puis  on  intégrera 
ces  trois>  expressions  ^fférentielles  en  faisant  varier  le  pa- 

I.  12 
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ramètre  entre  les  limites  correspondantes  aux  surfaces 
extrêmes  que  Ton  doit  considérer. 

Si  r ellipsoïde  est  plein,  les  surfaces  limites  seront  celle 
de  cet  ellipsoïde,  et  son  centre. 

Si  le  solide  attirant  est  compris  entre  les  surfaces  de 
deux  ellipsoïdes  semblables ,  ces  surfaces  seront  les  deux 
limites. 

Mais  si  le  point  attiré  se  trouvait  dans  Tintérieur  du 
solide ,  il  serait  inutile  de  considérer  la  partie  située  au  delà 
de  la  surface  d'un  ellipsoïde  semblable  passant  par  ce  point, 
parce  que  l'on  sait  que  son  action  est  nulle. 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas,  la  question  retient 
à  calculer  les  trois  composantes  de  r  attraction  d'une  cou- 
che comprise  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  et  infini- 
ment rapprochés ,  sur  un  point  situé  en  dehors  de  cette 
couche,  ou  sur  sa  surface. 

Nous  commencerons  par  établir  quelques  propositions 
qui  ramènent  ce  problème  au.  cas  où  le  point  attiré  est 
situé  sur  la  surface  extérieure  de  la  couche.  Ces  proposi- 
tions et  les  calculs  qui  suivent  sont  tirés  des  Mémoires  de 
M.  Chasles. 

Comparaison  de  l'action  de  deux  couches  homofocales 

sur  un  même  point  extérieur, 

(71.  Considérons  une  couche  homogène  comprise  entre 
deux  ellipsoïdes  semblables,  infiniment  rapprochés. Les  com- 
posantes de  son  action  sur  un  point  extérieur  M  [Jig'  4^) 
doçt  les  coordonnées  sont  x^  j^  z ,  sont  proportionnelles 
aux  dérivées  partielles  par  rapport  à  x ,  d'une  fonction  V 
qui  exprime  la  somme  des  masses  des  éléments  de  la  couche, 
divisées  par  kurs  distances  au  point  M. 

Considérons,  en  second  lieu,  une  couche  homogène 
d'une  densité  quelconque,  comprise  entre  deux  ellipsoïdes 
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semblables  entre  eux,  dont  rextérieur  passe  par  M,  et  qui 
soient  respectivement  homofocaux  avec  ceux  qui  terminent 
la  première  couche  ^  ces  deux  ellipsoïdes  seront  complète- 
ment déterminés ,  et  les  axes  de  même  direction  seront  dans 
le  même  rapport  dans  les  deux  systèmes. 

Désignons  généralement  par  points  correspondants  sur 
les  surfaces  de  deux  ellipsoïdes  quelconques ,  ceux  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement  entre  elles  comme  les 
axes  qui  leur  sont  parallèles.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que,  quand  ces  ellipsoïdes  sont  homofocaux,  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  Tun  à  un  point  quelconque  de 
Tautre  est  égale  à  la  distance  des  points  respectivement 
correspondants . 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  des  deux  sui- 
vantes ,  dont  la  démonstration  est  trop  facile  pour  que  nous 
la  rapportions  : 

i*'.  La  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  à 
deux  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes  homofo- 
caux est  constante  ^ 

2®,  Le  produit  de  deux  rayons  quelconques,  pris  res- 
pectivement dans  les  deux  ellipsoïdes ,  par  le  cosinus  de 
leur  angle  y  est  le  même  que  pour  les  rayons  menés  aux 
points  correspondants. 

La  somme  des  carrés  de  ces  rayons  est  aussi  la  même  de 
part  et  d'autre,  en  vertu  de  la  première  proposition.  D'où 
résulte  le  théorème  en  question. 

On  voit  facilement  aussi  que  si  l'on  considère  les  deux 
couches  homofocales  dont  il  a  été  déjà  parlé,  tout  point 
pris  dans  l'épaisseur  de  l'une  a  son  correspondant  dans 
l'autre  ]  et  deux  portions  terminées  à  des  surfaces  dont  tous 
les  points  sont  correspondants  dans  les  deux  couches ,  sont 
proportionnelles  aux  produits  des  trois  coordonnées  des 
points  correspondants ,  ou  aux  produits  des  axes  des  ellip- 
soïdes intérieurs  ou  extérieurs,  et,  par  suite,  aux  volumes 

12. 
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des  deux  couches^  car  on  péui  décomposer  ces  deux  vo- 
lumes en  parallélipipedes  infiniment  petits  ayant  leurs 
arêtes  parallèles  aux  axes ,  et  leurs  sommets  en  des  points 
correspondants.  Les  arêtes  de  ces  parallélipipedes  seront 
proportionnelles  aux  axes  parallèles;  les  volumes  seront 
donc  proportionnels  aux  produits  des  trois  axes  respectifs, 
et ,  par  conséquent ,  leurs  sommes  ou  les  deux  volumes  en 
question  le  seront  aussi  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Cela  posé,  partageons  le  volume  de  la  couche  proposée 
en  éléments  infiniment  petits^  et  divisons  la  masse  de  cha- 
cun d'eux  par  la  distance  au  point  M^  de  l'un  quelconque  de 
ses  points,  que  Ton  pourra  choisir  sur  la  surface  même  de 
l'ellipsoïde  passant  en  M',  vu  l'épaisseur  infiniment  petite 
de  la  couche;  nous  aurons  ainsi  tous  les  éléments  de  l'inté- 
grale V>.  Partageons  ensuite  le  volume  de  la  seconde  en  élé- 
ments correspondants ,  et  divisons  la  masse  de  chacun  par 
la  distance  au  point  M'  correspondant  de  M  sur  la  surface 
extérieure  de  la  couche  donnée.  Deux  éléments  correspon- 
dants étant  entre  eux  comme  les  couches  entières ,  et  leurs 
distances  aux  points  correspondants  M^  M'  étant  égales, 
les  deux  sommes  ou  les  deux  fonctions  V  seront  aussi  entre 
elles  comme  les  masses  des  deux  couches.  Or,  la  fonc- 
tion V,  qui  se  rapporte  à  la  couche  passant  par  M,  est 
constante  pour  tous  les  points  de  son  intérieur,  et,  par 
conséquent,  pour  tous  ceux  de  la  surface  extérieure  de  la 
couche  passant  par  M'  :  donc  aussi  la  fonction  V  sera  con- 
stante pour  la  couche  proposée,  quelque  position  que  l'on 
donne  au  point  M  sur  Tellipsoïde  homofocal  passant  par  M. 
Donc  la  résultante  de  V attraction  de  la  couche  proposée 
sur  le  point  M  est  normale  à  V  ellipsoïde  homofocal 
passant  par  ce  point. 

Nous  pouvons  maintenant  comparer  les  actions  exercées 
sur  le  point  M  par  la  première  couche ,  et  une  autre  dont 
les  deux  surfaces  semblables  seraient  homofocales  à  celles 
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de  la  première ,  et  seraient  comprises  entre  elles  et  celle  qui 
passe  par  M.  En  effet,  les  fonctions  V qu'elles  fourniraient 
relativement  au  point  M ,  étant  divisées  par  leurs  masses 
respectives,  donnent  le  même  résultat,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  précédemment.  D'où  il  suit  que  les  dérivées  partielles 
de  ces  deux  fonctions  sont,  comme  elles-mêmes,  dans  le 
rapport  des  masses  des  deux  couches;  et,  par  conséquent, 
les  résultantes  des  attractions  de  ces  deux  couches  sur  un 
même  point  extérieur  sont  de  même  direction  y  et  propor- 
tionnelles à  leurs  masses  (*). 

Enfin  cette  proposition  nous  conduit  à  la  réduction  que 
nous  avions  annoncée.  En  effet,  nous  pouvons  supposer 
que  la  couche  dont  nous  venons  de  comparer  l'action  à 
celle  de  la  proposée,  vienne  se  confondre  avec  celle  dont  la 
surface  extérieure  passe  par  le  point  M.  Ces  deux  actions 
étant  de  même  sens,  et  proportionnelles  aux  masses  des  deux 
couches,  l'une  d'elles  détermine  l'autre.  D'où  Von  yoiique, 
pour  reconnaître  V action  d'aune  couche  sur  un  point  exté- 
rieur^ il  suffit  de  calculer  celle  qu  ^exerce  sur  ce  même  point 
une  couche  homofocale  et  de  même  matière  y  dont  la  sur^ 
face  extérieure  passera  par  ce  points  et  de  la  multiplier 
par  le  rapport  du  volume  dé  la  première  à  celui  de  la 
seconde  y  sans  rien  changera  sa  direction. 

Calcul  de  Caction  d'une  couche  elliptique  sur  un  point 

de  sa  surface. 

172.  Soit  M  (fig-  4^)  ^^  point  quelconque  de  la  surface 
extérieure  d'une  couche  homogène ,  comprise  entre  deux 

(*)  Cette  proposition  conduit  facilement ,  comme  l'a  montré  M.  Chasles, 
et  comme  nous  le  ferons  voir  bientôt ,  au  célèbre  théorème  de  Maclaurin , 
par  lequel  on  ramène  le  calcul  de  raitraciion  d'un  ellipsoïde  homogène  sur 
un  point  extérieur  à  celui  d'un  autre  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  surface  ; 
problème  plus  facile  et  qu'on  a  su  résoudre  longtemps  avant  l'autre. 
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ellipsoïdes  semblables  et  infiniment  rapprochés.  L'attraction 
de  cette  couche  sur  ce  point  sera  dirigée  sùivaiit  la  normale 
MN  à  Fellipsoïde  extérieur^  de  sorte  qu^on  pourra  rem- 
placer chaque  action  élémentaire  par  sa  composante ,  sui- 
vant MN. 

Considérons  le  point  M  comme  sommet  d'une  infinité 
d'angles  solides,  composant  l'espace  situé  d'un  même  côté 
du  plan  tangent. 

Soient  donVun  quelconque  de  ces  angles,  et  MM'  la  di* 
rection  d'une  de  ces  arêtes  :  on  peut  décomposer  la  partie 
de  la  couche  qu'il  renferme  en  éléments  dont  le  volume 
aura  pour  expression  r^drdto^  r  étant  leur  distance  au 
point  M.  Multipliant  par  la  densité  p,  par  la  force  attrac- 
tive f  de  deux  unités  de  masse ,  situées  à  l'unité  de  dis- 
tance, par  la  masse  /x  du  point  supposé  en  M,  et  divi- 
sant par  le  carré  de  la  distance,  on  aura  l'attraction  de 
l'élément  de  la  couche  sur  la  masse  fi;  son  expression 
sera 

intégrant  de  M  à  P,  on  aura 

intégrant  ensuite  de  P'  à  M',  on  trouvera 

Or,  M'P'=  MP,  puisque  les  deux  ellipsoïdes  sont  sembla- 
bles ;  donc  l'attraction  de  la  partie  comprise  dans  l'angle  d(ù 
se  réduira  à 

Multipliant  cette  force  par  cos  PMK ,  on  aura  sa  composante 
suivant  la  normale ,  et  l'on  obtiendra  ainsi ,  en  observant 
que  MP  cos  PMK  =  MK , 

ap/jxMKr/w, 
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Cette  expression  n'est  exacte  qu'en  supposant  Tare  PK 
infiniment  pelit,  comme  cela  a  lieu  ici,  puisque  MK  est 
infiniment  petit. 

L'angle  extrême  KMP  est  droit ,  parce  que  PK  est  un  infi- 
niment pelit  d'un  ordre  moins  élevé  que  MK;  de  sorte  que, 
si  Ton  fait  la  somme  de  toutes  les  expressions  semblables , 
pour  tous  les  éléments  Jû),  on  aura,  pour  l'action  de  la 
couche  entière, 

Au  lieu  de  l'épaisseur  MK  de  la  couche  au  point  M  ,l il  vaut 
mieux  introduire  la  différence  des  demi-grands  axes  a  et 
a-{-  da  des  deux  surfaces. 
Or  on  a 

MK       QO        .,   ,     ^,^        ^^  MI 
MI        MO  ^     MO' 

,,  ,    *       MI  MI        da    ^         1»       .         1 

et  1  on  peut  remplacer  -— r  par  -=^0X1  — •  lionc  1  action  de 
^  '-  MO  ^       10         a 

la  couche  aura  pour  expression 

47r.o/fxP-^, 
a 

P  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent  en  M.  ' 

Les  composantes  de  cette  action ,  parallèlement  aux  axes 
positifs  des  .r ,  j^,  ^ ,  s'obtiendront  en  la  multipliant  par  les 
cosinus  des  angles  que  forme  avec  ces  axes  la  direction  in- 
térieure de  la  normale.  Désignant  par  a ,  6 ,  c  les  demi-axes 
de  l'ellipsoïde ,  et  par  ar ,  y ,  z  les  coordonnées  de  M ,  ces 
cosinus  ont  pour  valeurs 

-—Vx       —  P  j       — Pz 

«'     '         b^     '      ~ 

Les  trois  composantes  auront  donc   respectivement  pour 
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expressions 

la  valeur  de  P*  étant 

r 


On  peut  observer  que,  d'après  les  égalités  —  =  —  =  — , 

les  expressions  des  deux  dernières  composantes  se  dédui- 
raient de  la  première  en  changisant  x  et  a  en  j^  et  6 ,  ou  en  z 
et  c. 

Calcul  des  composantes  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde 

sur  un  point  extérieur, 

\  73.  Soient  A ,  B ,  C  les  demî-axes  d^un  ellipsoïde  homo- 
gène ,  A  étant  le  plus  petit ,  et  posons 

Désignons  }>ar  a ,  6 ,  y  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  ; 
il  s'agit  de  calculer  les  composantes  X ,  Y,  Z  de  l'attraction 
de  rellipsoïde  sur  ce  point ,  auquel  nous  supposons  l'unité 
de  masse. 

Décomposons  ce  corps  en  couches  infiniment  peu  épaisses, 
par  des  ellipsoïdes  semblables.  Soient  a  et  a  — da  les  demi- 
axes  des  X  des  deux  surfaces  qui  terminent  une  couche  quel- 
conque ,  les  autres  axes  s'ensuivront  ;  et ,  lorsque  nous  au- 
rons calculé  les  composantes  de  l'action  de  cette  couche ,  il 
suffira  de  les  intégrer  par  rapport  à  a ,  depuis  a  =  o  jusqu'à 
a  =  A,  si  l'ellipsoïde  est  plein.  Dans  le  cas  où  il  s'agirait 
d'un  solide  creux  terminé  par  deux  ellipsoïdes  semblables 7 
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on  intégrerait  depuis  la  valeur  de  a  relative  à  la  surface 
intérieure  jusqu'à  a  =  A. 

Substituons  à  la  couche  en  question  une  couche  terminée 
par  des  ellipsoïdes  semblables  entre  eux,  homofocaux  à  ceux 
qui  terminent  la  première ,  et  tels  que  le  plus  grand  passe 
par  le  point  M. 

Soient  a',  i',  c'  et  a'  —  da\  V —  dh\  c' —  de*  les  demi- 
axes  de  ces  deux  ellipsoïdes,  on  aura  les  relations  sui- 
vantes : 


«''. 

—  «» 

= 

y»  — 

h^  — 

c"- 

'C\ 

da 

da' 

a 

h 

c 

a 

= 

a'' 

Â"~ 

B"~ 

c' 

■      a»         6»        7» 

les  composantes  de  Faction  de  cette  couche  sur  le  point  M 
seront 

ahr 

Si  on  les  multiplie  par    , ,,  ,^  on  aura  les  composantes  de 

Faction  de  la  couche  en  question  \  et  Fon  trouvera  ainsi ,  en 

.  da'  da 

remplaçant  -^  par  -, 

•v  /      fe  P^!*^« 

rf  Y  =  —  4  irp/6 -r;— 7-^ , 


Posons 


b"n'c' 

V'bcda 
rfZ  =  -  4«p/7  -pj^^. 


a  1»   %        / 

— ,  =  w ,     cl  ou     rt  ==  rtw^'  ; 


l86  COURS    DE    MECANIQUE. 

et ,  en  vertu  des  équations  ( i) , 


l'équation  (2)  donnera 


62  ^2        ^ 


Ainsi  a  et,  par  suite,  a',  i',  c'  dépendent  de  w. 

Il  reste  à  exprimer  P'*  en  fonction  de  m  ,  et  les  compo- 
santes élémentaires  cîX,  É?Y,  é/Z  seront  ramenées  à  cette 
seule  variable. 

Or,  on  a 


p'2  --. 


a' 


7}        6»        7'         ,   ,  6*  7^ 


^/4  ^  ^/4  ^  ^a  ^  f^ur^^vy^  [u-^  -H  V*)^ 

Différentiant  Téquation  (  3  ) ,  pour  exprimer  da  au  moyen 
de  du^  et  ayant  égard  à  la  valeur  de  P",  on  trouvera 


d'où 


ou 


P"  da  =  fl'3  du , 


Remplaçant  h  ^  c^  a* ^  h\  c'  par  leurs  valeurs  en  «  et  m,  ^ 
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disparait,  et  il  vient,  en  introduisant  la  masse  M  =  ^tt/d  ABC, 

3M/a                  u^du 
dis.  = i ■ \  ' 

^'   (i  ^vu?Y[i-^\'uî'Y 

3  M/6  u^du 

(4)        MY= ^5 7 T' 

3  M/y  «'^« 

A 

Si  Ton  intègre  ces  valeurs  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  j^,j 

A'  étant  le  demi-axe  des  x  de  l'ellipsoïde  homofocal  pas- 
sant par  le  point  donné,  on  aura  les  composantes  de  l'at- 
traction totale  ;  leurs  expressions  seront 


_       3M/a    /»A'  u^du 


/A'  u^di 

(i-4-va'ni 


A^ 

(5)      Y= — Â^   ; 


;    /*A'  u'di 

/A' u'di 


A^ 

_        3  M/7    /*A' tt'^tf 


Â'  étant  donné  par  l'équation  suivante  : 

a»  6'  -' 


4-,..L       ..=  , 


A"       A'»-4-B»— A'       A'^-f-C'»  — A 

cette  équation  ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  positive 
pour  A".  Les  deux  valeurs  négatives  se  rapportent  aux  hy- 
pfîrboloïdes  homofocaux. 
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Si  le  point  ^  se  trouve  à  la  surface  même  de  l'ellipsoïde , 
on  a  A'  =  A  5  et  la  seconde  limite  des  intégrales  est  i  :  ce 
qui  donne  pour  les  composantes  de  l'action  sur  un  point  de 
la  surface  de  Tellipsoïde , 

3M/a    /»'  a^du 

A — rz —     I       : r> 


Y=  — 


(6)  (    *-  A 


3  M/6    /»'  u'du 

/      1 1' 

J      (i  4- Vtt')Mï+^"«')' 


3M/7    r^  u^du 

TT 


Si  le  point  est  intérieur  à  rellipsoïde ,  on  ne  devra  con- 
sidérer que  l'action  d'un  ellipsoïde  semblable  passant  par  ce 
point.  Mais  le  rapport  de  sa  masse  au  cube  de  son  demi-axe 
des  X  sera  le  même  que  pour  l'ellipsoïde  proposé  5  on  pourra 

M 
donc  laisser  ~  dans  les  formules  (6)  qui  représenteront  en- 

A. 

core  les  composantes  chercbées. 

On  reconnaît  alors  cette  propriété  remarquable ,  que 
chaque  composante  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un 
point  intérieur  ne  dépend  que  de  la  coordonnée  parallèle, 
et  lui  est  proportionnelle. 

On  peut  remarquer  que  les  formules  (  5  )  peuvent  se  dé- 
duire de  la  seule  intégrale  qui  entre  dans  la  première.  Soit^ 
en  effet , 


+  W)=' 
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on  trouvera ,  en  dilTérentiant  LX  par  rapport  à  X , 


ctAli  /»A'  u^du 


et,  diflerentiant  X'L  par  rapport  à  X', 

A 


dV      ""       l  .  .1.  A' 


ce  qui  changera  les  équations  (5)  dans  les  suivantes  : 

3M/a  3M/6^/.>L 

_3M/7  rfa^. 

"^  A»         rf>     ' 

maïs  il  faut  bien  remarquer  que ,  quand  on  aura  X'  =  X , 
il  ne  faudra  faire  cette  supposition  qu'après  avoir  difTé- 
rentié  XL  et  X'L. 

174.  Ellipsoïde  de  réi^olution  aplati.  —  Si  Ton  suppose 
B  =  C ,  on  a  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pôles  5 
dans  ce  cas,  X'  =  X,  et  Ton  trouve 


X  =  - 


A  A_ 

3 M/g    r^'    u\lu  3M/6    ^ ^'      u'du 

A>       f        i4-X*«''      ""  A^       /       [i-^Vu'Y 

A 


z  =  -^ 


M/7  n^.'    u'dii 

A»       1         (1  -i-Vu^Y' 
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Or,  on  a 

Jf*"     u'^du  I 

d'où  résulte 


X=  — 


VA- 


3 


/XA  XA\ 


,    ,  ,^  3M/6  /  \A  XAA'      \ 

SM/v/  XA  XAA'      \ 

On  fera  A'  =  A  si  le  point  est  la  surface  même  de  l'el- 
lipsoïde. Si  X  =  o,  Fellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère ,  et 
les  formules  (7)  coïncident  avec  celles  que  l'on  connaissait 
pour  ce  cas. 

175.  Ellipsoïde  de  réi^olution  allongé. —  L'ellipsoïde 
sera  encore  de  révolution  si  A  ==  B ,  mais  il  sera  allongé 
vers  les  pôles*,  on  aura  alors  X  =  o,  et  les  formules  (5) 
deviendront 

A  A 

3M/a    /*A'        u-'du         ^  3  M/6    r^'     u'du 


X  = 


-hV'tf,)' 


z  =  — 


_        3  M/y     ^A.'       u'du 

A^        I  I 


Or,  on  a 


I 


"        u'du  u^i-\-V'u')  I    ,   ,,,  / TT-Tv 


o    (i+y^'a')-^  ^^"  ^^" 
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el  rintégrale  qui  entre  dans  Z  s'en  déduira  en  la  multi- 
pliant par  V  et  diflérentiant  le  produit  par  rapport  à  V\ 
on  trouvera  ainsi 

et,  par  suite, 

3  M/a  [VA  ^  /        V^      ,   /VA      .    /     .  V^\A"| 


L'ellipsoïde  se  réduira  encore  à  une  sphère  en  supposant 
C  =  A  ou  X'  =  o;  les  formules  (8)  se  réduiront  à  -J,  et, 
traitées  par  les  procédés  ordinaires ,  elles   reproduiront 
encore  celles  qui  conviennent  à  ce  cas  particulier. 

Nous  allons  maintenant  faire  connaître  les  méthodes  au 
moyen  desquelles  on  résolvait  le  même  problème,  avant 
que  celle  de  M.  Chasles  fût  connue. 

yiutres  méthodes  pour  calculer  i attraction  des 

ellipsoïdes, 

176.  Le  calcul  direct  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  ho- 
mogène sur  un  point  est  beaucoup  plus  facile  quand  ce 
point  est  dans  son  intérieur  ou  à  sa  surface  que  quand  il  lui 
est  extérieur.  C'est  le  cas  que  Ton  a  traité  d'abord;  on  a 
ramené  ce  calcul  à  des  quadratures  simples ,  et  les  géomè- 
tres ont  dirigé  leurs  efforts  vers  la  réduction  du  second  ca» 
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au  premier.  Ils  ont  découvert  deux  théorèmes  qui  remplis- 
sent cet  objet  :  Tun,  qui  porte  le  nom  de  M aclaurin ,  quoi- 
qu'il n'ait  été  démontré  par  ce  géomètre  que  dans  un  cas 
particulier  5  l'autre ,  qui  est  dû  à  Ivory.  Nous  allons  exposer 
ces  différentes  théories  qui  résolvent  aussi  complètement 
que  possible  ce  problème ,  si  important  dans  la  théorie  du 
système  du  monde.  Poisson ,  après  beaucoup  d'efforts,  est 
parvenu  à  faire  directement  le  calcul  de  Fintégration  pour 
le  point  extérieur  ]  mais  nous  ne  ferons  pas  connaître  ses 
recherches  sur  ce  point,  parce  que  les  calculs  sont  trop 
compliqués  )  et  qu'ils  ne  nous  paraissent  pas  très-impor- 
tants pour  la  question  en  elle-même. 
Soit  l'équation  de  l'ellipsoïde 

47»  y»         z^ 


a^       0*       c« 


Soient  a ,  6 ,  y  les  coordonnées  du  point  intérieur  attiré  fx, 
auquel  nous  supposerons  une  masse  égale  à  l'unité  \  p  la 
densité  de  la  matière  homogène  qui  compose  l'ellipsoïde; 
Ç,  y?,  Ç  les  angles  que  fait  avee  les  axes  la  direction  d'un 
rayon  vecteur  quelconque  mené  par  le  point  /m^  dtù  un 
angle  solide  infiniment  petit  dans  la  direction  de  ce  rayon, 
et  son  sommet  en  (i. 

Partageons  la  portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  cet 
angle  solide ,  par  des  sphères  ayant  leurs  centres  en  fi  et  des 
rayons  r  croissants  par  différences  infiniment  petites  dr\ 
l'expression  d'un  quelconque  de  ces  éléments  de  volume 
sera  r'rfcoJr;  et  l'attraction  étant  supposée  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance ,  son  action  sur  le  point  fx  aura 
pour  expression 

fp  r/w  dr. 

Faisant  la  somme  des  actions  de  tous  les  éléments  qui  com- 
posent Tanglc  solide  depuis  le  sommet  |ui  jusqu'à  sa  rcncoa- 
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tre  avec  la  surface  de  rellîpsoïde,  on  obtiendra,  en  dési- 
gnant le  rayon  fiM  par  r^ 

Les  trois  composantes  de  l'action  de  cette  portion  du  solide 
seront 

/"prcosÇr/w,     yjpr  cos>je/w,     /pr  cosÇrfw. 

Soit  maintenant  r*  la  valeur  négative  du  rayon  (iM'  de  la 
surfacedeTellipsoïde,  correspondante  aux  mêmes  angles  g, 
ï3,  ^.  En  prolongeant  en  sens  contraire  le  premier  angle  so- 
lide, on  aurait  à  faire  un  calcul  analogue  au  précédent; 
seulement  les  angles  relatifs  à  sa  direction  seraient  les  sup- 
pléments de  I,  >î,  ^,  etla  valeur  absolue  du  rayon  vecteur 
serait  —  r'  5  de  sorte  que  les  composantes  de  la  force  pro- 
duite par  la  portion  de  Tellipsoïde  comprise  dans  ce  second 
angle  solide  auront  pour  expressions 

ypr' ces  Çrfw,    f^r'co^ndtày    /"pr' ces  Çrfw. 

En  les  ajoutant  aux  premières ,  on  aura 

/p  [r  -+-  r') cos  Idw ,    /?('•  +  '•')  cos»rfw ,    /pir-hr^)  ces  Ç^o) , 

et  si  l'on  fait  la  somme  d'expressions  de  ce  genre  en  pre- 
nant pour  dta  tous  les  éléments  d'une  demi-sphère  quel- 
conque ayant  son  centre  en  (i  et  pour  rayon  Tunité,  on  ob- 
tiendra les  composantes  X,  Y,  Z  de  l'aclion  de  rdlipsoïdo 
entier  sur  le  point  11,  Pour  avoir  les  valeurs  de  r  et  /',  il 
faut  rapporter  l'ellipsoïde  à  des  coordonnées  polaires,  au 
moyen  des  formules 

a*  =  a -f- r  cos  Ç ,     7=  6 -f^rcos  >î,      z  =:  y -\- r  cos  K\ 

ce  qui  donne  pour  équation  de  rellîpsoïde 

pr^  -H  9.qr=  /. 
I.  i3 
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En  posant 

COS^  Ç        COS'  Yl        cos*  Ç 

a  COS  s       6  COS  Yi       7  COS  Ç 

—  ^  —  -  —  L'  —  / 

on  reconnaît  de  suîte  que  les  deux  valeurs  de  r  données  par 
Téquation  ci-dessus,  pour  une  valeur  des  angles  Ç,  yj,  ^, 
sont  de  signes  contraires,  puisque;?  et  /sont  essentielle- 
ment positifs^  et  l'on  aura 

P 
Si  maintenant  Ton  observe  que,  pour  deux  directions  con- 
traires 5  -  est  le  même ,  au  signe  près ,  et  que ,  par  consé- 

,  T     .       a  COS  g      û^COSïJ     7C0SÇ  1  . 

quent ,  les  plroduits ? ? sont  les  mêmes  ei» 

grandeur  et  en  signe  pour  ces  deux  directions,  on  recon- 
naîtra qu'au  lieu  de  prendre  pour  les  directions  (iM  de 
l'angle  solide  celles  qui  sont  d'un  même  côté  d'un  plan  pas- 
sant par  fi^  on  peut  les  prendre  tout  autour  Je  ce  point, 
pourvu  qu'on  divise  par  2  le  résultat.  Nous  aurons  donc,  en 
considérant  que  les  sommes  S  se  rapportent  à  toutes  les  di- 
rections autour  du  point  (jl  , 


=-/p2: 


7CosÇ 


d(ti. 


Parmi  les  sommes  partielles  dont  se  composeront  les  va.— 
leurs  de  X,  Y,  Z,  quand  on  aura  substitué  à  y  sa  valeur,   se 
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trouveront  les  trois  suivantes  : 

2  CCS  S  cos  m  db>       ^  cos  Ç  ces  Çe/a>       ^  cos  n  ces  Çr/u 
— p — '   Z — j, — '   Z — 7 — ' 

qui  sont  évidemment  nulles  comme  composées  d'éléments, 
deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires  :  car,  en  conser- 
vant les  mêmes  valeurs  quelconques  à  deux  des  trois  angles, 
choisis  convenablement ,  le  troisième  peut  avoir  deux  va- 
leurs supplémentaires;  et,  quant  au  dénominateur,  il  res- 
tera le  même  dans  les  deux  cas.  On  aura  donc,  d'après  cette 
remarque , 

ypa^eos'Ç</w  /p6w^cos'»^w 

~  c^   jZà        p        ' 

Pour  eflectuer  ces  calculs,  il  faudrait  exprimer  l'un  des 
trois  angles  Ç,  yj,  Ç  au  moyen  des  deux  autres;  mais  il  vau- 
dra mieux  introduire  les  deux  angles  que  l'on  emploie  le 
plus  ordinairement  dans  les  coordonnées  polaires ,  et  qui 
sont  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  avec  l'un  des  axes , 
par  exemple  l'axe  de  x,  et  celui  que  fait  avec  l'axe  des^  la 
projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  y  ei  z.  Dési- 
gnant le  premier  par  0  et  le  second  par  ^p,  on  aura 

cos  g  =  cos  9 ,     cos  Jî  =  sin  0  cos  ip,     cos  Ç  =  sin  9  sin  >{^. 

Nous  calculerons  d'abord  la  valeur  de  X  ;  celles  de  Y  et  Z 
s'en  déduiront  par  de  simples  changements  de  lettres!  Dans 
ee  nouveau  système  de  variables  ,  on  aura 

et 

^       /pa    /*     /•  cos^  0  sin  0  dO  d'^ 

~  ~  '0       sin'  0  cos'  ^       sin'  0  sin'^i  ' 

-  + -p ^ — 7^ — 

*  '  »xtégrale  par  rapport  à  ^  est  prise  entre  les  limites  o  et  a  îi, 

i3. 
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et  celle  par  rapport  à  9 ,  entre  o  et  tt.  Quant  à  la  première, 
il  suffira  de-la  prendre  entre  o  et  -  »  puis  de  quadrupler  le 

résultât^  pour  la  seconde,  on  la  prendra  aussi  entre  o  et  ~ 

et  l'on  doublera  le  résultat. 

Commençons  par  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  (|/, 
et  posons  pour  cela  tang  ^  =  m  ,  d'où 

sin'  -^  = ,     ces'  ^  == î     d-^  = 


On  aura  ainsi 


du 


Q-hb'  cos'  e)  H-  b\a'  sin'  Q-^c^  cos'ô)w^ 
na^  bc 


2  \/(a*  sin*  0  -h  ô'  cos'  ô)  («'  sin»  ô  4-  <?'  cos^  0) 

Il  restera  donc  à  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  ô,  ce 
qui  n'est  pas  possible  sous  forme  finie  si  les  trois  axes  de 
rellipsoïde  sont  inégaux.  Pour  déduire  la  valeur  de  Y  de 
celle  de  X ,  on  observera  que  si  l'on  avait  introduit  l'angle 
du  rayon  vecteur  avec  Taxe  des  y  au  lieu  de  l'axe  des  x, 
dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  le  calcul  relatif 
à  Y  n'aurait  différé  de  celui  que  nous  venons  de  faire  que 
par  le  changement  réciproque  des  lettres  a  et  b  -,  la  même 
remarque  s'applique  à  c,  et  l'on  aura,  en  conséquence,  les 
formules  suivantes  : 


ces'  0  sin  e  dB 


X  =  —  ^Tzfpbco:  j       -r= 

Jo    s/(a 


s/{a^  sin'  0  +  ^'  ces'  0)  (a^  sin'  0  -f-  c'  cos'O) 


TT 


,     ^       ^  r ^  cos^0sin0fl?0 

Y  rzr  —  ^n/aac^  I  -^- 

Jo    V(^'sin'0-}- «'cos'0)(^'sin'0-f-c'cos'ô) 


II 


Z  ^z-^^ir/paby  j 


^  cos'0sin0É?0 


v/(c'  sin'  B-h  b'  ces'  0)  (c'  sin'  0  +  fl*cos'Ô) 
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On  donnera  à  ces  expressions  la  forme  trouvée  précédem- 
ment ,  et  posant  cos  0  =  u ,  elles  coïncideront  ainsi  avec  les 
formules  (6) ,  dans  lesquelles  «,6,7  désignent  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  l'intérieur,  ou  de  la  surface 
de  rdlipsoïde. 

Ces  valeurs  de  X ,  Y,  Z  étant  respectivement  de  signes 
contraires  à  a,  6,  y,  chacune  des  composantes  tend  à  rap- 
procher le  point  de  Torigine.  On  remarquera  encore  que 
ces  valeurs  ne  changeraient  pas  si  Ton  multipliait  les  quan- 
tités a^  b^  c  par  un  môme  nombre.  L'attraction  n'est  donc 
pas  changée  par  l'addition  ou  la  soustraction  d'une  couche 
comprise  entre  la  surface  de  Tellipsoïde  proposé  et  une  sur- 
face semblable  plus  grande  ou  plus  petite,  pourvu  que  le 
point  [f.  soit  toujours  dans  son*  intérieur;  car  nos  calculs 
sont  fondés  sur  cette  supposition.  D'où  Ton  conclut  que  le 
solide  homogène  compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables 
dont  les  axes  coïncident  en  direction,  n'exerce  aucune  action 
sur  un  point  matériel  placé  dans  l'intérieur  de  sa  plus  petite 
surface. 

Maintenant  que  le  problème  est  résolu  pourun  point  inté- 
rieur à  Tellipsoïde  ou  sur  sa  surface ,  il  suffit  d'y  ramener 
le  cas  d'un  point  extérieur  pour  que  le  problème  proposé 
soit  complètement  résolu.  C'est  ce  que  Maclaurin  a  essayé 
de  faire  au  moyen  d'un  théorème  qui  a  conservé  son  nom, 
quoiqu'il  ne  l'ail  pas  démontré  avec  toute  la  généralité  né- 
cessaire. Il  avait  été  établi  péniblement  par  d'autres  géo- 
mètres •,  de  sorte  que  Ton  pouvait  en  faire  l'usage  que  nous 
allons  indiquer.  Mais,  comme  sa  démonstration  n'était  pas 
simple,  on  a  continué  à  chercher  à  perfectionner  celte  im- 
portante théorie,  et  M.  Ivory  a  découvert  un  autre  théo- 
rème très-élégant  qui  remplissait  le  même  objet  d'une  autre 
manière,  et  dont  il  déduisait  même  celui  de  Maclaurin 
dans  toute  sa  généralité.  Après  lui ,  M.  Rodrigues  a  trouvé 
uae  autre  démonstration  analytique  fort  simple  de  ce  der- 
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nier  théorème,  et  enfin  M.  Chasles  en  a  donné  une  pin» 
simple  encore  et  tout  à  fait  géométrique,  que  nous  avons 
déjà  fait  pressentir  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

177.  Théorème  de  Maclaurin.  —  Ce  théorème  a  pour 
objet  de  comparer  les  actions  de  deux  ellipsoïdes  homofo- 
eaux,  homogènes  et  de  densités  quelconques  sur  un  même 
point  extérieur  à  Tun  et  à  l'autre.  Â  cet  effet,  on  partagera 
chacun  d'eux  en  couches  infiniment  minces ,  par  des  sur- 
faces ellipsoïdales  semblables  à  la  surface  qui  le  termine  et 
respectivement  homofocales.  Nous  avons  démontré  (n^  165) 
que  deux  couches  homologues  de  ces  deux  corps  exercent 
sur  le  point  extérieur  des  actions  de  même  direction  et  pro- 
portionnelles aux  masses  de  ces  couches ,  et ,  par  suite ,  à 
celles  des  ellipsoïdes  proposés.  Il  résulte  de  là  qu'en  com- 
posant toutes  ces  actions  élémentaires  qui  auront  respecti- 
vement un  rapport  constant  et  une  même  direction ,  on  aura 
deux  résultantes  de  même  direction,  et  ayant  entre  elles  ce 
même  rapport.  D'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

Deux  ellipsoïdes  homofocaux  homogènes  exercent  sur 
un  même  point  extérieur  quelconque  des  actions  de  même 
direction  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  corps. 

Cette  proposition  aura  encore  lieu  lorsque  la  surface 
d'un  des  ellipsoïdes  passera  par  le  point  même  ,  et  Fon  voit 
facilement  que  pour  calculer  l'action  d'un  ellipsoïde  homo* 
gène  sur  un  point  extérieur,  il  suffira  de  déterminer  l'ellip- 
soïde homofocal  passant  par  ce  point ,  auquel  on  donnera 
la  même  densité  qu'au  premier.  Les  formules  (6)  feront 
connaître  les  composantes  de  son  action  sur  ce  point,  et  il 
suffira  de  les  multiplier  par  le  rapport  du  volume  de  Tellip- 
soïde  proposé  à  celui  du  second  pour  avoir  les  composantes 
de  l'action  du  premier.  Nous  allons  effectuer  ce  calcul. 

178.  Application  du  théorème  de  Maclaurin,  —  Nous^ 
avons  démontré  précédemment  ce  théorème,  et  nous  alloua 
montrer  maintenant  l'usage  que  l'on  en  peut  faire  pouv 
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obtenir  l'action  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  con* 
naissant  son  expression  pour  un  point  intérieur. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  Tellipsoïde  donné, 
A',  B',  G'  ceux  de  l'ellipsoïde  homofocal,  passant  par  le 
point  extérieur  («,  6,  y).  Les  composantes  de  Faction  de  ce 
dernier  sur  ce  point  se  calculent  directement,  sans  difBculté, 
et  sont 


A'» 


■  r — 


,V/        C'»  — A'«    \ 


_       3  W/^ 
~  A'» 


c*  —  A" 


'Y 


3  M'/y 


C'2  —  A'^    \  » 


A'» 


■) 


Si  l'on  observe  que  l'on  a 
B'»  -  A'»  =  B«  -  A»,     C'»  -  A'»  =  C^—  A%     ?^  =  t^ , 


M  ABC 


et  qu'on  pose 


A' 


€6  qui  donne  o  et  ^  pour  limites  de  ix  ^  si ,  ensuite ,  on  mul- 

ABf 

liplie  les  trois  composantes  X',  Y',  Z'  par  />  on  aura, 

A.  i5  VI 

d'après  le  théorème  de  Maclaurin ,  les  composantes  de  l'at- 
traction de  rèllipsoïde  donné  ;  et  l'on  retrouvera  ainsi  les 
formules  (5). 

179.    Théorème  d'Iuory,  —  Ce  théorème  a  aussi  pour 
objet  de  ramener  Tatlraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur 
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un  point  extérieur,  à  celle  d'un  autre  ellipsoïde  sur  un  point 
de  son  intérieur.  Il  n'offre  aucun  avantage  sur  celui  de  Ma- 
elaurin;  mais,  comme  nous  Pavons  dît,  son  auteur  Ta  fait 
connaître  à  une  époque  où  l'autre  n'était  pas  encore  bien 
rigoureusement ,  ou  du  moins,  bien  simplement  démontré  ^ 
et  il  a  été  considéré  par  les  géomètres  comme  une  découverte 
importante. 

Soient  a ,  6 ,  y  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  à  un 
ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont  A  ,  B ,  C  -,  la  composante 
X  de  son  attraction  sur  ce  point  sera 


-'///, 


(x  —  a)  dxdy  dz 


les  intégrales  s'étendant  au  volume  entier.  Intégrant  par 
rapport  à  x,  et  désignant  par  rj,  i\  les  distances  du  point 
attiré  aux  points  extrêmes  du  filet  de  l'ellipsoïde  dans  lequel 
on  a  fait  Fintégration,  on  trouvera 


=  _/,// .^..(i-i).- 


Concevons  maintenant  un  ellipsoïde  homofocal  avec  le 
preniier,  passant  par  le  point  donné,  et  cherchons  son 
attraction  sur  le  point  correspondant  à  ce  dernier  sur  la 
surface  du  premier  ellipsoïde.  Pour  cela  nous  prendrons  le 
rectangle  dy' dz\  dont  les  points  seront  les  correspondants 
de  ceux  de  dydz^  et  n^us  intégrerons  dans  l'étendue  du 
filet  du  second  ellipsoïde,  qui  se  projette  suivant  dy'  dz'  sur 
le  plan  YZ.  Nous  trouverons ,  pour  la  composante  de  l'at- 
traction de  ce  dernier  corps  sur  le  point  correspondant  au 
point  donné , 

IjCs  rayons  /',  et  r*  sont  les  mêmes  que  pour  le  premier  cllip- 


PREMICRB    ANNÉE.    —    STATIQUE.  20I 

solde,,  puisque  leurs  extrémités  sont  respectivement  corres- 
pondantes de  celles  des  autres. 

Or,  dydz'  \dydz  ::  B'C  :  BC  \  et  cette  proportion  ayant 
lieu  pour  les  portions  des  intégrales  relatives  à  deux  filets 
correspondants  quelconques^,  aura  lieu  pour  les  intégrales 
elles-mêmes  \  d'où  résulte 

x:X'::bç:B'C', 

et  de  même 

Y:Y'::  ACiA'C, 
z:Z'::  ab:a'b'. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant ,  qui  est  celui  de 
M.  Ivory  : 

LêCS  attractions  que  deux  ellipsoïdes  homofocaux  exer- 
cent  parallèlement  à  chaque  axe^  sur  deux  points  corres- 
pondants placés  sur  leurs  surfaces  respectiv^es  ^  sont  entre 
elles  comme  les  produits  des  deux  axes  perpendiculaires  à 
chaque  composante. 

Poisson  a  renaarqué  que  ce  théorème  était  indépendant 
de  la  loi  d'attraction.  Car  si  la  fonction  de  la  distance  qui 
exprime  l'attraction  est  désignée  par  F  (r) ,  on  aura 

dx 

intégrant  par  rapport  à  x  l'expression  (x  —  a)F(r)— ? 
ou  F  (r)  c?r,  et  désignant  le  résultat  par  9  (r) ,  on  aura 

^  =f?ffdX  ^^  [?  ('•> )  —  ?  ( '••i)]- 
Pour  le  second  ellipsoïde,  on  trouvera  de  même 

X'=^/p//rf/rf/[T(r.)-?(r.)]; 

d'où  l'on  conclurait  encore  '* 

X:X'::BC:B'C', 

I 

^t  de  même  pour  les  autres  composantes. 


202  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

180.  Application  du  théorème  d^Ivory. —  On  voit  que, 
d'après  ce  ihéorème ,  on  connaîtra  les  composantes  de  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  en  faisant 
passer  par  ce  point  un  ellipsoïde  homofocal,  et  cbercliânt 
les  composantes  de  son  attraction  sur  le  point  correspon- 
dant de  la  surface  du  premier  \  puis  multipliant  les  compo- 
santes par  les  rapports  des  produits  des  axes  perpendicu- 
laires. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  pro- 
posé, A',  B',  C  ceux  de  l'ellipsoïde  homofocal  passant  par 
le  point  donné  (a,  6,  y)  :  A'',  B'',  C  ceux  d'un  ellipsoïde 
semblable  au  second  et  passant  par  le  point  (a',  6',  y')  cor- 
respondant à  (a,  6,  y)  sur  le  premier-,  enfin,  M,  M',  M* 
les  masses  de  ces  trois  corps. 

Les  composantes  de  l'attraction  du  troisième  ellipsoïde 
sur  le  point  (a',  6',  y')  seront  les  mêmes  que  celles  du  second. 
On  aura  donc ,  d'après  les  formules  connues  pour  les  points 
de  la  surface , 


iii 


Mais,  d'après  la  similitude  des  deux  derniers  ellipsoïdes, 
on  a 

B'^î  —  A"-  _  B"  —  A''       01""  —  k"^  _  C  —  A" 

M'        M'  ,       ,  ,        aA      ,  ,  ^    ^,^ 

—73  =  -73)  et,  de  plus,  a  =-77?  donc,  en  observant  que 

i/V  A.  A. 

l'on  a  B'*  —  A"  =  B'  —  A%  C"  —  A'»  =  C— A',  on  aura 

X'  =  -  ?M'-^"^ 


A'*         f  /         B^  —  A^  /         C  — A'    . 
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Posons  maîuteuant 

I'         a 

et  multipliant  par  ^77^^  on  trouvera 


u^du 


B'  — A^»    y  (        C— A»    , 

H — «M     H r^^ —  w' 


Il  en  serait  de  même  des  deux  autres  composantes ,  et  Ton 
retombe  encore  sur  les  formules  (  5  ) . 

Passage  du  théorème  d'Ivorj  à  celui  de  Maclaurin, 

181.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  Tattraction  de 
l'ellipsoide  dont  les  trois  demi-axes  sont  A,  B,  C,  sur  le 
point  extérieur  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  y,  X^',  Y", 
Z''  les  composantes  de  Tattraction  de  l'ellipsoïde  homofocal 
passant  par  le  point  (a,  6 ,  y)  sur  le  point  correspondant, 

qui  a  pour  coordonnées  --yj  :^5  7^7  -,  A',  B',  C  étant  1 

ABC 

demi-axes  de  cet  ellipsoïde  5  et  enfin  X',  Y',  Z'  les  com- 
posantes de  l'attraction  du  second  ellipsoïde  sur  le  point 
(a j  ê,  y)  de  sa  surface. 
Le  théorème  d'Ivory  doune 

X^_BC^       L  — J^       ^   _  A^  . 

T''^¥C'     Y^'""A'C''      Z^""A'B'' 

inais  pour  tout  point  de  l'intérieur  d'un  ellipsoïde,  les  com- 
posantes de  l'attraction    sont  proportionnelles  à  la  coor- 


es 


2o4  COURS    DE    MKCANIQI^i:. 

donnée  parallèle  ^  donc 


X"       A        Y"   .    B 

V.       C 

X'        A''      Y'        B'' 

Z'  ~"C" 

lut  imiriédiatement 

X          ABC         Y 

z 

X'       A'B'C       Y' 

""Z'' 

Considérons  de  même  un  ellipsoïde  homofocal  ayant  pour 
demi-axes  Ai,  Bi,  Ci,  et  auquel  le  pointa,  6,  y  soit  exté- 
rieur. Soient  Xi,  Y,,  Zi  les  composantes  de  son  action  sur 
ce  point  5  on  aura  encore 


d' 


ou 


X, 
X' 

A. B.c. 
A'B'C 

Y,       Z. 

-y'          Z" 

X 

X. 

Y        Z 

Y.       Z. 

ABC 
A. B.C. 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  théorème  de  Maclaurin; 
Par  une  marche  inverse,  on  passerait  de  ce  dernier  à  celui 
d'Ivory. 

182.  Conséquence  remarquable  du  théorème  (Tluory. 
—  Considérons  deux  sphères  concentriques  homogènes 
ayant  pour  rayons  a  et  A  ;  le  théorème  d'Ivory  montre  que 
Taction  P  de  la  sphère  A  sur  un  point  situé  en  m,  sur 
la  surface  de  la  sphère  intérieure,  est  à  l'action  p  delà 
sphère  a  sur  un  point  situé  en  M  sur  la  surface  de  l'autre, 
comme  A'  est  à  «*  ^  on  a  donc 

Ce  résultat  est  indépendant  de  la  loi  d'attraction  5  or,  ^^ 
*  nous  supposons  une  loi  telle,  qu'une  couche  sphérique  ho»^ 
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mogène  n'exerce  aucune  action  sur  un  point  de  son  inté- 
rieur, Faction  de  la  sphère  A  sur  le  point  M  doit  être  indé- 
pendante de  A  5  ce  qui  exige  que  Ton  ait 


/^  =  T-2' 


c 


c  étant  une  constante  :  d'où  il  suit  que  Faction  d'une  sphère 
quelconque  sur  des  points  extérieurs  situés  à  des  distances 
arbitraires  de  son  centre  est  en  raison  inverse  des  carrés 
de  ces  distances  *,  et ,  comme  on  peut  supposer  la  sphère  aussi 
petite  qu'on  voudra,  la  même  loi  devra  avoir  lieu  pour 
Faction  d'un  point  matériel  sur  des  points  quelconques.  On 
conclut  de  là  cette  proposition  importante  : 

La  seule  loi  d* attraction  pour  laquelle  une  courbe  s'phé- 
rique  homogène  n^exerce  aucune  action  sur  les  points  de 
son  intérieur,  est  celle  de  la  raison  im^erse  du  carré  de  lu 
distance. 
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LIVRE   SECOND. 

DU  MOUVEMENT 
CONSIDÉRÉ  INDÉPENDAMMENT  DE  SES  CAUSES. 


183.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  le  premier  livre, 
les  lois  générales  de  l'équilibre  de  forces  appliquées  à  des 
systèmes  quelconques  de  points  :  il  nous  reste  maintenant  à 
étudier  les  mouvements  que  prennent  les  diiïérenls  points 
de  ces  systèmes ,  lorsque  les  forces  qui  y  sont  appliquées 
n'y  sont  pas  en  équilibre. 

Mais  avant  de  chercher  les  mouvements  produits  par  dés 
forces  données ,  il  est  utile  d'étudier  le  mouvemewt  en  lui- 
même  et  indépendamment  de  toute  cause.  Quand  on  con- 
naît bien  la  nature  des  modifications  qu'il  peut  subir  et  les 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  ces  variations  peuvent 
être  envisagées ,  il  est  plus  facile  de  reconnaître  comment 
l'action  des  forces  est  liée  à  ces  circonstances  intimes  du 
mouvement.  C'est  séparer  les  difficultés  au  lieu  de  les  laisser 
réunies. 

Quelquefois,  dans  la  Géométrie,  on  emploie  la  consi- 
dération du  mouvement  pour  la  formation  des  grandeurs. 
Mais  le  temps  n'y  entre  pour  rien  -,  il  suffit  que  les  lignes  ou 
les  surfaces  mobiles  se  trouvent  simultanément  dans  leurs 
positions  correspondantes,  quelque  soit  le  temps  qu'elles 
mettent  à  parvenir  de  l'une  à  Tautre.  Cette  simultanéité  est 
la  seule  chose  importante,  et  le  mouvement  est  du  reste 
entièrement  indéterminé. 

Ici,  au  contra  ire,  on  ne  s'occupera  que  de  mouvements  bien 
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déterminés  dont  le  temps  sera  un  élément  essentiel,  et  où 
Ton  considérera  les  positions  des  différents  points  du  sys- 
tème à  chaque  instant.  Cette  étude  ne  se  rapportera  donc 
pas  à  la  Géométrie  pure.  On  pourrait  bien  en  faire  une 
science  à  part;  mais  il  nous  paraît  plus  convenable  de  la 
considérer  comme  une  branche  de  la  Mécanique ,  qui  est 
la  science  générale  du  mouvement.  Avant  de  chercher  quel 
mouvement  peut  être  produit  par  des  forces ,  il  faut  con- 
naître intimement  ce  qu'est  le  mouvement  en  lui-même  ;  et 
cette  étude  préalable  ne  sera  pour  nous  que  le  début  néces- 
saire de  la  science  du  mouvement. 

C'est  cette  étude ,  bornée  aux  considérations  les  plus  élé- 
mentaires et  les  plus  générales ,  qui  fera  Tobjct  de  ce  second 
livre,  et  servira  d'introduction  à  la  Dynamique. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DU     MOUVEMENT     D'uN     POINT. 

184.  La  notion  du  temps  est  une  de  celles  qui  ne  peuvent 
être  ramenées  à  aucune  autre,  et  qui,  par  conséquent,  ne 
sont  pas  susceptibles  de  définition.  Mais  ce  qu'il  faut  dé- 
finir dans  ces  sortes  de  grandeurs,  c'est  l'égalité;  faute  de 
quoi ,  elles  ne  iseraient  pas  susceptibles  d'être  mesurées ,  ni , 
par  suite,  soumises  au  calcul. 

Nous  dirons  que  deux  intervalles  de  temps  sont  égaux, 
lorsque  deux  corps  identiques,  placés   dans   des  circon- 
stances identiques  au  commencement  de  chacun  de  ces  in- 
tervalles et  soumis  aux  mêmes  actions  et  influences  de  toute 
espèce ,  auront  parcouru  des  espaces  identiques  à  la  fin  de 
ces  intervalles.  La  notion  de  l'égalité  conduit  immédiate- 
ment à  celle  d'un  rapport  quelconque. 

Le  mouvement  d'un  point  est  dit  uniforme^  lorsque  ce 
point  parcourt  des  espaces  égaux ,  en  temps  égaux ,  quelque 
petits  que  soient  ces  temps. 
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Lorsqu'un  mouvement  n'est  ni  uniforme ,  ni  composé  de 
mouvements  uniformes  ayant  des  durées  finies,  on  l'ap- 
pelle mouvement  varié. 

185.  Vitesse.  —  Les  mouvements  uniformes  peuvent 
différer  les  uns  des  autres  par  les  espaces  parcourus  dans  des 
temps  égaux  \  et  cette  considération  donne  naissance  àTidée, 
d'abord  un  peu  vague ,  dé  vitesse.  Pour  introduire  dans  le 
calcul  cet  élément  indispensable,  il  est  nécessaire  d'en  don- 
ner une  définition  précise,  et  nous  appellerons  vitesse àixm 
point  dont  le  mouvement  est  uniforme ,  l'espace  qu'il  pat- 
court  dans  Funité  de  temps 5  ou,  en  d'autres  termes,  lé  rap- 
port de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le  parcou- 
rir :  de  sorte  que  le  point  dont  la  vitesse  sera  exprimée 
par  le  nombre  i,  parcourra  l'unité  de  longueur  dans  l'u- 
nité de  temps. 

On  voit,  d'après  celle  définition,  que,  dans  uti  même 
mouvement,  la  quantité  que  nous  appelons  vitesse  sera  d'au- 
tant plus  grande ,  que  l'unité  de  temps  le  sera  davantage,  - 
ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  l'idée  qu'on  en  a  vulgairement; 
mais  le  rapport  des  vitesses  dans  deux  mouvements  diffé- 
rents en  est  complètement  indépendant  \  c'est  le  rapport  des 
espaces  parcourus  dans  un  même  temps. 

On  voit  encore  que  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse 
varie  avec  l'unité  de  longueur^  il  est  d'autant  plus  grand, 
que  cette  unité  est  plus  petite.  Ces  remarques  sur  l'in- 
fluence des  diverses  unités  sont  indispensables  pour  recon- 
naître V homogénéité  des  formules  de  la  Dynamique. 

Remarque.  —  Si  Ton  voulait  admettre,  à  priori^,  la  no- 
tion de  vitesse  et  n'en  pas  donner  de  définition,  il  faudrait, 
comme  nous  l'avons  remarqué  dans  d'autres  circonstances, 
définir  l'égalité  de  ces  sortes  de  quantités.  On  dirait  alors 
que  les  vitesses,  dans  deux  mouvements  uniformes,  sont 
égales  lorsque  les  espaces  parcourus  dans  le  même  temps 
sont  égaux.  On  définirait  l'addition  des  vitesses  par  celle 
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des  espaces  parcourus  dans  un  même  temps.  De  là  résul- 
terait que  le  rapport  de  deux  vitesses  est  celui  des  espaces, 
et  que,  par  conséquent,  la  vitesse  d'un  point  est  mesurée 
par  l'espace  qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps ,  en  pre*- 
nant  pour  unité  la  vitesse  du  point  qui,  dans  l'unité  de 
temps ,  parcourt  l'unité  de  longueur. 

186.  Dans  le  mouvement  varié,  on  ne  peut  plus  appeler 
vitesse  à  un  instant  quelconque  l'espace  parcouru  pendant 
l'unité  de  temps,  à  partir  de  cet  instant,  parce  qu'alors  la 
vitesse  du  mobile  dépendrait  des  variations  plus  ou  moins 
irrégulières  que  subirait  le  mouvement  au  delà  de  l'époque 
dont  il  s'agit  :  et  cette  considération  ne  serait  d'aucun 
intérêt. 

L  C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  courbes,  on  a  pu 
prendre  pour  mesure  de  la  courbe  du  cercle ,  en  un  quel* 
conque  de  ses  points,  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité^  mais 
pour  une  ligne  où  la  courbure  n'est  pas  proportionnelle  à 
la  longueur  de  l'arc,  il  n'a  pas  été  possible  de  mesurer  la 
courbure  en  un  point  par  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité  com- 
mençant en  ce  point. 

On  peut  faire  des  remarques  semblables  pour  le  poids 
spécifique  en  un  point  d'une  substance  hétérogène;  pour 
la  température  en  un  point  d'un  corps  inégalement 
échauflé,  etc. 

Aussi  reconnaitra-t-on  la  plus  grande  analogie  entre  la 
manière  dont  nous  avons  procédé  dans  les  différentes  cir- 
constances que  nous  venons  de  rappeler,  et  celle  dont  nous 
allons  procéder  dans  le  cas  actuel. 

Soit  M  (fig*  43  )  la  position  qu'occupe ,  à  un  certain  in- 
stant, un  point  qui  décrit  d'un  mouvement  varié  une  ligne 
de  nature  quelconque.  Après  un  certain  temps  d,  il  sera 
parvenu  en  un  autre  point  N,  et  le  rapport  de  Tespace  par- 

MN  .  ,      . 

couru  au  temps,  ou  -—  >  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec 

I.  i4 
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laquelle  cet  arc  a  été  décrit  ^  c'est-à-dire  que  ce  5era  l'espace 
parcouru  pendant  Tunité  de  temps,  en  supposant  le  mou- 
vement uniforme,  et  tel  que  l'arc  MN  soit  parcouru  pendant 
le  temps  6.  Si  maintenant  on  suppose  que  6  diminue  iûdéfi- 

niment,  la  vitesse  moyenne  —  variera  en  même  temps,  et 

tendra  vers  une  limite  déterminée,  que  nous  appellerons  la 
vitesse  du  mobile  au  point  M. 

Ainsi,  pour  employer  le  langage  reçu  dans  le  calcul 
infinitésimal ,  on  appelle  vitesse  d'un  mobile  à  un  instant 
donné ,  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle  il  décrit  un  arc  in* 
finiment  petit,  à  partir  de  cet  instant. 

Si  Ton  désigne  par  t  le  temps ,  et  par  s  la  longueur  des 
arcs  de  la  ligne  décrite,  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  la 

limite  du  rapport  -r-  n'est  autre  chose  que  — •  Ainsi  la  vi- 
tesse en  un  point  quelconque  du  mouvement  est  exprimée 
par  la  première  dérivée  de  l'espace  parcouru  par  rapport 
au  temps. 

187.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'arc  décrit  dans  un 
temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme  le  pro- 
duit de  ce  temps  par  la  vitesse  du  mobile  au  commencement 
de  ce  petit  intervalle.  Car  cet  arc  serait  rigoureusement  le 
produit  du  temps  par  la  vitesse  moyenne  relative  à  cet  in- 
tervalle, et  cette  vitesse  moyenne  diilere  d'une  quantité 
infiniment  petite  de  ce  que  nous  avons  appelé  vitesse  au 
commencement  de  rintervalle.  11  est  évident  que  l'on  pow^ 
rait  encore  prendre  la  vitesse  à  une  époque  quelconque  du 
même  intervalle.  Le  résultat  ainsi  obtenu  ne  différera  ja- 
mais de  celui  que  l'on  cherche  que  d*une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  lui-même ,  et  pourra  par  consé- 
quent lui  être  substitué  toutes  les  fois  que  l'on  n'aura  à 
considérer  que  des  limites  de  rapports  ou  de  sommes. 

Ainsi,  par  exemple,  l'espace  parcouru  dans  un  terop* 
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fini  sera  la  limite  de  la  somme  des  produits  des  éléments 
infiniment  petits  de  ce  temps ,  par  les  vitesses  correspon- 
dantes aux  commencements  de  ces  éléments.  La  vitesse  telle 
que  nous  venons  de  la  définir,  joue  donc  le  même  rôle  dans 
le  mouvement  varié ,  que  la  vitesse  premièrement  définie, 
dans  le  mouvement  uniforme,  pourvu  que  l'on  ne  considère 
que  des  termes  infiniment  petits  *,  et  c'est  à  cause  de  cette 
analogie ,  qu'il  était  cfonvenable  de  lui  donner  le  même  nom. 

i88.  Équation  finie  du  mouvement  uniforme.  —  Le 
mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  ligne  indéfinie , 
droite  ou  courbe ,  peut  être  représenté  par  une  équation 
du  premier  degré  entre  le  temps  et  la  distance. 

Désignons  par  t  le  temps  compté  à  partir  d'une  époque 
déterminée,  par  x  la  distance  du  point  mobile  M  à  une  ori- 
gine fixe  O,  prise  sur  la  ligne  indéfinie  X'X  que  ce  point 
parcourt^  a  la  distance  OA  de  l'origine  au  point  qù  se  trouve 
le  mobile  lorsque  f  =  o  ;  enfin  \f  sa  vitesse ,  ou  l'espace  con- 
stant qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps. 

Cela  posé ,  nous  nous  proposons  de  trouver  une  équa- 
tion au  moyen  de  laquelle  on  puisse  connaître  la  position  du 
point  mobile,  à  une  époque  quelconque,  e'est-à-dire  une 
équation  entre  xeit. 

Or  le  mobile  parcourant  un  espace  y  dans  Tunîté  de 
temps,  parcourra  ^t  dans  le  temps  quelconque  <•,  et  par 
conséquent,  si  l'on  suppose  d'abord  (jue  la  direction  du 
mouvement  soit  celle  des  x  positifs  OX ,  à  un  instant  quel- 
conque on  aura 

X  et  a  étant  de3  quantités  positives  ou  négatives,  suivant  la 
position  des  points  A  et  M  par  rapport  à  l'origine  ;  u  étant 
un  nombre  absolu ,  et  t  un  nombre  positif  correspondant 
aux  diflérentes  époques  postérieures  à  celle  qui  sert  d'ori- 
gine aux  temps. 

«4- 
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On  aperçoit  immédiatement  qu'il  est  inutile  d'employer 
une  équation  distincte  de  la  précédente ,  pour  représenter 
les  positions  du  mobile,  qui  correspondent  aux  époques 
antérieures  à  cette  origine,  et  qu'il  suffit  de  donner  à  t  des 
valeurs  négatives  dans  l'équation  ci-dessus. 

Enfin ,  on  peut  renfermer  dans  cette  même  équation  les 
mouvements  uniformes ,  dont  la  direction  est  opposée  à 
celle  des  x  positifs  \  et  Ton  aperçoit  aisément  quMl  suffit  de 
supposer  que  i^  ne  représente  pas  seulement  le  nombre 
d'unités  de  longueur  parcourues  dans  Tunité  de  temps, 
mais  ce  nombre  aflfecté  inplicitcment  du  signe  —  .  De  cette 
manière,  l'équation  générale 

(i)  X  =  a  -h  vt 

peut  représenter  tous  les  mouvements  uniformes ,  rappor- 
tés à  des  origines  quelconques  pour  les  temps  et  les  dis- 
tances ,  et  à  une  direction  quelconque  du  mouvement  par 
rapporta  celle  des  x  positifs. 

Les  quatre  quantités  :c,  a,  ^',  t  peuvent  donc  être  implici- 
tement négatives ,  et  nous  venons  de  déterminer  dans  quelles 
circonstances  elles  devaient  être  considérées  comme  telles. 
Cette  manière  de  les  envisager  est ,  comme  nous  l'avons  dit, 
indispensable  pour  que  tous  les  cas  soient  renfermés  dans 
une  seule  équation^  ce  qui  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance, comme  on  le  sait,  dans  toutes  les  formules  algé- 
briques. 

Cette  équation  (i)  peut  donner  lieu  à  diverses  questions 
simples,  que  l'on  traite  ordinairement  dans  les  cours  élé- 
mentaires d'algèbre,  et  dont  nous  ne  nous  occuperons 
pas  ici . 

189.  Equation  différentielle  du  inouy^ement  uniforme. 
—  Nous  avons  vu  que ,  dans  un  mouvement  quelconque,  la 

,  ds  , 

vitesse  était  mesurée  par  —7  s  désignant  Tespace  parcouru; 
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cette  expression  devient,  dans  le  cas  actuel,  -7-5    indépen- 

dammentde  toute  considération  de  signe. 

Or,  si  nous  prenons  t  pour  variable  indépendante,  et,  par 

suite,  J^positif,  —  sera  positif  si  le  mouvement  a  lieu  dans 

le  sens  desx  positifs,    et  négatif  dans  le  cas  contraire.  Si 

dx 
donc  nous  posons  v^=:  —t  c'est  dire  que  nous   entCDdons 

par  ^»  une  quantité  positive  ou  négative ,  suivant  que  le 
mouvement  a  lieu  dans  le  sélks  des  x  positifs  ou  négatifs  \ 
du  reste,  les  origines  des  temps  et  des  abscisses  n'y  entrent 
pour  rien,  et  le  mouvement  peut  être  varié  d'une  manière 
arbitraire.  Ainsi  pour  avoir  une  équation  qui  renferme  tous 
les  mouvements  uniformes ,  il  suffira  de  poser 

dx 

f^  désignant  une  quantité  constante,  positive  ou  néga- 
tive. 

Cette* équation  se  déduirait  de  (i)  par  1^  dilTérentiation , 
comme  réciproquement ,  on  en  déduirait  la  première  par 
une  intégration,  qui  introduirait  une  constante  arbitraire  a. 

i90.  Moux^ement  uniformément  varié.  —  Après  le  mou- 
vement uniforme ,  le  plus  simple  est  celui  où  la  vitesse,  au 
Heu  d'être  constante ,  varie  uniformément ,  c'est-à-dire  de 
telle .  «orte  que  ses  accroissements  soient  proportionnels  à 
ceux  du  temps.  Ce  mouvement,  qui  servira  de  terme  de  com- 
paraison aux  mouvements  variés  plus  compliqués,  mérite 
qu'on  en  dise  ici  quelques  mois ,  et  c'est  par  lui  que  nous 
terminerons  ces  exemples  simples. 

La  condition  que  la  vitesse  ^  ait  ses  accroissements  pro- 
portionnels a  ceux  du  temps  ,  entraine  celte  autre  condition 

que  sa  d&ivée  -7-  soit  constante,  et  réciproquement.  Ea 
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désignant  donc  par  a  une  constante  quelconque,'  positive 
ou  négative,  l'équation  générale  qui  renfermera  tous  les 
mouvements  uniformément  variés  sera 

dv  d^  X  .  dx 

dF^"'    ""  -JF-"    P""^""    •'=Â' 


on  déduit  de  la ,  en  intégrant , 

dx 
dt 


(l)  P  =  a^-f- 6  =-r-» 


équation  qu'on  aurait  pu  obtenir  immédiatement  :  en  F  in- 
tégrant de  nouveau ,  il  vient   * 

(2)  J?    = \-bt-\-Cy 

^      '  2 

h  çXc  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Les  accroissements  de  la  vitesse  sont  positifs  ou  négatifs 
en  même  temps  que  a,  qui  est  Taccroissement  de  la  vi- 
tesse, dans  un  temps  quelconque,  divisé  par  ce  temps*,  ou 
Vaccroissement  de  la  vitesse  dans  Tunité  de  temps. 

On  donne  à  cette  quantité  le  nom  particulier  S  accéléra- 
tion. En  entendant  que  cette  accélération  peut  être  positive 
ou  négative,  comme  nous  l'avons  dit,  le  mouvement  peut 
être  dit  uniformément  accéléré  ;  et  celte  dénomination  n'en- 
traine  pas  l'idée  d^une  vitesse  croissante  plutôt  que  décrois- 
sante. 

Les  équations  (i)  et  (a)  dans  lesquelles  a^h  ^  c  peuvent 
avoir  des  signes  quelconques,  donnent  lieu  à  divers  problè- 
mes d'algèbre  élémentaire,  dont  la  discussion  n'offre 
aucune  difficulté,  et  dans  le  détail  desquels  nous  ne  pou- 
vons entrer  ici . 

Du  mouvement  rectiligne  varié  en  général. 

191.  Dans  ce  qui  précède,   nous  avons  supposé  que  le 
point  se  mouvait  sur  une  ligne  quelconque.  Mais  mainte- 
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nant  que  nous  allons  faire  une  étude  plus  approfondie  du 
mouvement  ^  .  nous  supposerons  d'abord  ,  pour  ne  pas 
réunir  toutes  les  difficultés ,  qu'il  s'effectue  sur  une  ligne 
droite. 

La  notion  d'accélération  que  nous  venons  de  donner  dans 
le  mouvement  uniformément  accéléré  peut  recevoir  une 
extension  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  à  la 
vitesse. 

En  effet,  désignons  par  Ai^  l'accroissement  de  vitesse 
que  prend  le  point ,  à  partir  d'un  instant  quelconque ,  lors- 
<}he  le  temps  croit  de  At,  et  imaginons  un  mouvement  uni- 
formément accéléré  dans  lequel  la  vitesse  serait  la  même 
que  celle  du  mobile  au  premier  instant ,  et  qui  aurait  un4^ 
accélération  telle,  que  la  vitesse  croîtrait  de  même  de  At» 
dans  le  temps  A  t  ;  cette  accélération  moyenne  sera  mesu- 
rée, d'après  ce  qui  précède,  par   — ?  et  tendra  vers  une 

certaine  limite  à  mesure  que  A?  tendra  vers  zéro. 

Cette  limite  est  ce  que  l'on  appelle  V accélération  dans  le 
mouvement  proposé,  à  l'instant  que  l'on  considère.  Son 
expression  est 


dp  d'^x 

—     ou     • 

dt  de 


Et  il  est  facile  de  voir  qu'elle  jouera  le  même  rôle  dans  le 
mouvement  varié  en  général ,  que  dans  le  mouvement  uni- 
formément accéléré,  pourvu  queroh  ne  considère  que  des 
intervalles, infiniment  petits.  En  effet ,  si  A/  est  infiniment 
petit,  on  aura 

^v        dv 

Tt^dt'^'' 

s  étant  aussi  infiniment  petit,  et,  par  conséquent, 

du  ' 

^v  =:  —  àt  -\-  iàt. 
dt 
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Doue,  l'accroissement  Ai^  de  la  vitesse  ne  difïere  de 

---  At  que  d'une  quantité  infiniment  petite,  par  rapport  à 

Ai^,  et  qui  pourra  être  négligée  toutes  les  fois  qu'on  ne 
considérera  que  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports. 
Donc ,  dans  tous  les  cas  de  ce  genre ,  Taccroissement  infini- 
ment petit  de  vitesse  pourra  être  calculé  comme  si  le  mou- 
vement était  uniformément  accéléré,  et  que  l'accélération 
de  ce  mouvement  fût  égale  à  ce  que  nous  avons  appelé  l'ac- 
célération dans  le  mouvement  varié  en  question. 

Remarque.  —  Il  est. bon  de  remarquer  que  nous  àvoni 
considéré  de  deux  manières  fort  différentes  un  mouvement 
varié  quelconque ,  comme  limite  de  mouvements  successif 
de  durées  infiniment  petites.  Dans  un  cas,  ces  mouvements 
élémentaires  sont  uniformes,  dans  Tautre  ils  sont  upifor- 
mément  accélérés. 

Les  premiers  ont,  à  l'instant  commun ,  le  même  —  que 

leproposé^  en  d'autres  termes^  la  même  vitesse;  les  seconds, 

le  même  -r-  et  le  même  -r-5  c'est-à-dire  même  vitesse  et 
dt  dv 

même  accélération.  Les  premiers^ont ,  s'il  est  permis  de 
s'exprimer  ainsi ,  un  contact  du  premier  ordre  avec  le  pro- 
posé; les  seconds ,  un  contact  du  second  ordre.  Mais  aussi 
on  ne  peut,  même  dans  un  temps  infiniment  petit,  rempla- 
cer le  proposé  par  les  mouvements  élémentaires  du  premier 
genre  que  pour  calculer  les  accroissements  d'espace  ;  tandis 
qu'on  peut  employer  les  autres  pour  le  calcul  de  l'accrèlssc- 
ment  de  la  vitesse. 


Mouvement  curviligne  d'un  point, 

192.   Direction  de  la  vitesse,  —  La  définition  que  nous 
avons  donnée  de  la  grandeur  de  la  vitesse  est  indépendante 
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de  la  lîgneque  décrit  le  mobile,  et  que  l'on  nomme  ordinai- 
rement la  trajectoire.  Mais  quand  le  mouvement  est  cur- 
viligne, il  y  a  une  considération  de  plus  à  introduire,  celle 
de  la  direction.  Dans  le  mouvement  rectiligne,  la  droite 
qui  joint  une  position  du  mobile  avec  une  autre  infiniment 
voisine,  a  toujours  une  même  direction,  celle  de  la  droite 
qu'il  décrit,  et  qu'on  nomme  la  direction  du  mouvement. 
Dans  le  mouvement  curviligne,  la  droite  qui  joint  une  po- 
sition déterminée  à  celle  qu'il  a,  après  un  temps  infiniment 
petit,  varie  à  mesure  que  l'intervalle  diminue,  et  tend 
vers  une  limite  que  l'on  appelle  quelquefois  la  direction 
du  mouvement  à  l'instant  considéré,  et  que  nous  nomme- 
rons spécialement  direction  de  la  vitesse  à  cet  instant.  Elle 
se  confond  évidemment  avec  la  tangente  à  la  trajectoire  au 
point  que  l'on  considère,  prise  dans  le  sens  du  mouve- 
ment. 

Les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes  d'un 
système  de  coordonnées  rectangulaires  seront  donc,  en  gran- 
deur et  en  signes ,  * 

dx        djr        dz 
ds        ds        ds 

en  considérant  ds  comme  la  valeur  absolue  de  l'élément 
de  l'ajc,  et  dx^  djr^  dz  comme  les  accroissements  positifs 
ou  motifs  des  coordonnées  x^y^  z  du  mobile  dans  le  temps 
infiniment  petit  dt. 

i93.  Composition  et  décomposition  des  vitesses, — ■  Lors- 
que plusieam  forces  sont  appliquées  à  un  même  point ,  nous 
avons  vu  dànà  la  Statique  qu'elles  pouvaient  être  rempla- 
cAJi^tmr  une  seulenj'ét  il  y  a  une  construction  géométrique 
très-simple  pour  obtenir  cette  résultante,  lorsque  toutes 
les  forces  sont  représeç^s,  pour  leurs  grandeurs  et  pour 
leurs  directions,  par  dcsiSroîtes  partant  de  ce  point.  Lorsqu(î 
des  constructions  semblables  se  rencontrent  sans  qu'il  s'a- 


V»- 
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ffisse  de  forces,  il  est  commode  d'employer  des  dénomina- 
tions analogues  qui  indiquent  immédiatement  ce  qui ,  au- 
trement, exigerait  de  longs  développements.  C'est  dans  ce 
sens  que  nous  emploierons  quelquefois  ces  expressions, 
résultante  de  droites  données  de  grandeurs  et  de  direc- 
tions partant  d'un  même  point;  composantes  d'une  ligne 
de  direction  et  de  grandeur  donnée. 

C'est  dans  ce  même  sens  que  nbus  entendrons  la  compo-^ 
sition  et  la  décomposition  des  vitesses.  Ainsi,  pour  avoir 
les  composantes  d'une  vitesse  donnée  suivant  trois  direc- 
tions données ,  nous  construirons  sur  la  droite  qui  la  repré- 
sente en  grandeur  et  en  direction ,  un  parallélipipède  dont 
elle  soit  la  diagonale  et  dont  les  trois  côtés  soient  dans  les 
directions  choisies  pour  les  composantes.  Ce  serait  l'in- 
verse pour  la  composition  de  trois  vitesses;  et  quel  que  soit 
le  nombre  des  composantes  données  ou  cherchées ,  on  "en- 
tendra toujours  qu'il  y  a  ]es  mêmes  constructions  à  faire  que 
s'il  s'agissait  de  composer  ou  décomposer  des  forces  appli- 
•quées  à  un  même  point.  Si  l'une  des  composantes  étant  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée ,  toutes  les  autres  lui  sont 
perpendiculaires ,  cette  composante  est  ce  qu'on  appelle  la 
vitesse  estimée  suivant  cette  direction.  Ce  n'est  autre  chose 
que  la  projection  de  la  vitesse  sur  cette  direction.  Nous 
verrons  par  l'usage  l'utilité  que  ces  transformations  peuvent 
avoir.  Mais  jusqu'ici  il  ne  faut  attacher  à  ces  dénominations 
de  composantes  et  résultantes  de  vitesses  que  le  sens  précis 
qui  résulte  de  nos  définitions. 

194.  Composantes  de  la  vitesse  parallèlement  aux  axes. 
— ^Si  l'on  suppose  les  axes  rectangulaires ,  ces  composantes 
ne  seront  autre  chose  que  les  projections  de  la  vitesse  sur 
les  axes.  En  prenant  la  vitesse  en  valeur  absolue^  et  sa  di- 
rection comme  nous  en  sommes  convenus ,  il  faudra  faire 

,  ,    .       ^     fis  <lx      (ly      dz 

les  produits  do  —r  respcctivcnient  par  -7-  ?   -r  ->  -r  \   ce  qui 
*  dt        ^  ^        ds       ds      ds  '  * 
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donnera  pour  les  composantes  de  la  vitesse, 

dx        dy        dz 
dt^      dt^      dt'^ 

elles  seront  positives  ou  négatives ,  suivant  que  la  direction 
de  la  vitesse  fera  avec  les  axes  des  angles  aigus  ou  obtus.     '^ 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  expressions  subsistent 
encore  dans  le  cas  fl^ axes  obliques. 

En  effet,  soient  M  une  position  quelconque  du  point,  et 
M'  celle  qu'il  occupe  après  un  temps  très-petit;  Ax,  Ajr^ 
Az  le^ccroissements  des  coordonnées  de  M*,  le  paralléli- 
pipèdedont  les  arêtes  sont  Ax^  Ay,  Az,  et  la  diagonale 
MM^,  tend  à  devenir  semblable  à  un  parallélipipè<|e  qui 
aurais  l(es  arêtes  parallèles  aux  axes,  et  sa  diagonale  suivant 
la  tangente.  Or,  ce  dernier  est  semblable  à  celui  dont  la  dia- 
gonale et  les  arêtes  seraient  1?  vitesse  et  ses  composantes  : 
donc  les  rapports  de  celles-ci  à  la  vitesse  sont  les  limites 
des  rapports 


ou 


ÙlX  .          t^x 

Az 

MM'  '     MM'  ' 

MM' 

dx       dy 

ds  '      ds 

dz 
ds 

ds 
Les  multipliant  par  la  vitesse  —i  on  retrouve  pour  les  com- 
posantes les  expressions  précédentes 


dx        dy        dz 


dt^      dt''     di 


dx 
On  peut  remarquer  que  —  est  la  vitesse  d'un  point  qui  se 

mouvrait  sur  Taxe  des  x  en  ayant  toujours  la  même  abs- 
cisse que  le  point  dans  l'espace j   et  il  en  serait  de  niême 
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pour  les  deux  autres  composantes.  D'où  Ton  voit  que  les 
composantes  de  la  vitesse  d'un  mobile  sont  les  vitesses  de 
ses  projections  rectangulaires,  ou  obliques,  sur  les  trois 
axes  de  coordonnées. 

195.  Déi^iatïon. -^Considérons  un  point  animé  d'un  mou- 
vement varié  quelconque ,  et  à  un  instant  quelconque  me- 
nons la  tangente  à  sa  trajectoire  au  point  M  où  il  se  trouve 
(fig'  44)»  Concevons  ensuite  qu'à  cet  instant  un  second 
mobile  commence  à  se  mouvoir  sur  la  tangente  avec  la  vi- 
tesse qu'a  le  premier  en  M-,  et  soient  M',  N  les  positions 
simultanées  de  ces  deux  points  après  un  temps  quelconque  : 
la  droite  NM'  indique  de  combien  le  mobile  a  été  dérange 
de  la  position  qu'il  aurait  eue,  si  sa  vitesse  était  restée  con- 
stante en  grandeur  et  en  direction;  sa  considération  est 
très-importante  dans  l'étude  du  mouvement,  principale- 
ment lorsque  l'intervalle  de  temps  écoulé  entre  les  posi- 
tions M,  M'  est  infiniment  petit.  Nous  lui  donnerons  le 
nom  particulier  de  déy^iation*  Elle  pourra  être  envisagée 
sous  le  rapport  tant  de  la  grandeur  que  de  la  direction  qui 
sera  toujours  estimée  de  N  vers  M'.  Elle  sera,  par  consé- 
quent ,  entièrement  déterminée  quand  on  connaîtra  en  gran- 
deur et  en  signe  ses  trois  composantes  parallèles  aux  axes. 
C'est  le  calcul  que  nous  allons  faire,  en  supposant  que  le 
mouvement  soit  donné,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées 
X,  y,  z  du  mobile  soient  des  fonctions  connues  du  temps  ^ 

196.  Composantes  de  la  déi^iation  suwant  les  axes,  — 
Soit  Q  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit;  les  coordon- 
nées de  N  sur  la  tangente  seront,  après  ce  temps, 

dx  ^  dy  ^  Vz  ^ 

Celles  du  point  M'  sur  la  trajectoire  seront,  en  les  déve- 
loppant par  la  formule  do  Taylor,  et  représentant  par  e. 
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e',  z"-^  des  quantilés  infiniment  petites , 

dx  „        /d'y         A  9' 


dz  ^        Id^z 
dt 


di*  /  2 


En  retranchant  les  coordonnées  de  N  de  celles  de  M',  on 
aura  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de  la  dévia- 
tion NM'j  leurs  valeurs  sont 

Les  expressions  des  composantes  de  la  déviation  peuvent 
être  simplifiées  lorsque  Q  est  infiniment  petit ,  car  on  peut 
alors  négliger  le  second  terme  qui  est  infiniment  petit,  par 
rapport  au  premier  \  elles  se  réduisent  à 

d^x  ^       d^X  Ô»       d'z  0' 

et  la  déviation  elle-même  devient,  en  supposant  les  axes 
rectangulaires , 

197.  Direction  de  la  déviation.  —  On  appelle  direction 
de  la  déviation  en  un  point  quelconque  M ,  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  direction  NM'  à  mesure  que  M' tend  vers  M. 
Les  cosinus  des  angles  de  NM'  avec  les  axes  rectangu- 
laires étant  toujours  proportionnels  aux  composantes  de 
NM',  et  respectivement  de  mêmes  signes  ^  il  s'ensuit  que  la 
direction  de  la  déviation  au  point  M  fait  avec  les  axes  des 
angles  dont  les  cosinus  peuvent  être  représentés  proportion- 
nellement en  grandeurs  et  en  signes  par  les  trois  quantités 

d'^x        d^y        d^z 


dt'  '       dt'  '       dt^ 
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Leurs  valeurs  même  s'obtiendraient  en  divisant  ces  quanti* 
tés  par 


yjiwh  m*  &) 


Si  ]e  mouvement  avait  lieu  suivant  une  ligne  droite,  la 
déviation  serait  évidemment  dirigée  suivant  cette  même 

droite 5  et,  en  effet,  dans  ce  cas,  les  quantités  -tt»  -779 

d^z  .  ^^      y  dx    dr    dz 

yy  sont  proportionnelles  ^  7"'  ;t^'  ;/-• 

498.  accélération  dans  le  mouvement  déx^iatoire, — Nous 
avons  vu  qu'en  négligeant  les  quantités  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second ,  par  rapport  à  6 ,  et ,  par  conséquent ,  infi- 
niment petites  par  rapport  à  la  déviation  NM',  la  valeur  de 
cette  dernière  quantité  était 


Elle  croît  donc  comme  l'espace  parcouru  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  par  un  mobile  partant  du  repos , 
l'accélération  étant  égale  à 


v(^)'*  m 


d'^z 
~dF 


Ainsi ,  en  se  représentant  la  déviation  comme  décrite  par 
le  mouvement  d'un  point,  et. bornant  l'approximation  aux 
quantités  du  second  ordre  qui  suffisent  pour  le  calcul  des 
accroissements  infiniment  petits  de  vitesse,  on  peut  dire 
que  le  mouvement  dévia  toi  re  est  uniformément  accéléré-, 
et  dans  ce  mouvement  l'accélération  a  pour  valeur 

\/WFWRSÎ- 

En  multipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
formés  avec  les  axes  par  la  direction  de  la  déviation,  et 
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calcules  ci-dessus,  on  trouvera  pour  les  composantes  de 

cette  accélération,  en  grandeurs  et  eu  signes,  les  trois 

expressions 

d'^x        d'^y        d^z 

199.  Remarque, — 11  faut  bien  remarquer  que  cçtte  accélé- 
ration est  celle  du  mouvement  dévia  toi  re ,  au  moyen  duquel 
on  regarde  la  déviation  comme  décrite,  et  non  pas  du  mou- 
vement lui-même  sur  la  trajectoire.  Ce  serait  trop  détourner 
les  mots  de  leur  sens  naturel.  Nous  avons  d^ abord  appelé 
accélération,  Taccroissement  de  la  vitesse  dans  l'unité  de 
temps,  cet  accroissement  ayant  lieu  uniformément-,  nous 
avons  ensuite  étendu  cette  définition  au  cas  d'une  variation 
quelconque ,  par  la  considération  des  infiniment  petits  :  il 
n'est  pas  possible  d'aller  plus  loin  sans  dénaturer  cette  no- 
tion. Si  donc  on  considérait  l'accélération  dans  un  mouve- 
ment curviligne  varié,  il  serait  naturel  d'entendre. par  là 

Faccroissement  de  vitesse  rapporté  à  l'unité  de  temps,  ou  -y» 

ce  qui  ne  serait  nullement  Taccélération  du  mouvement 
déviatoire  que  nous  venons  de  calculer.  C'est  pourquoi 
nous  ne  désignerons  jamais  celte  dernière  sous  le  nom  d'ac- 
célération du  mouvement  sur  la  trajectoire. 

200.  Composantes  de  la  déi^iation  suwant  la  tangente 
et  la  normale,  -^  Nous  avons  vu  que  les  composantes  de  la 
déviation  suivant  les  axes  avaient  pour  expressions,  en  négli- 
geant les  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  ces 
composantes, 

ô'  d^x         &'  d'y        Q'  d'z 
2     dt"^  2    dt'         2    dt' 

Soient  NM'  (fig.  44)  la  déviation,  M'P  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  M'  sur  la  tangente  en  M  ]  NP  et  PM' 
seront,  d'après  notre  définition,  les  composantes  de  NM^ 
suivant  la  tangente  et  la  direction  PM'. 


y 
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La  composante  tangentielle  KP  s'obtiendra,  en  grandeur 
et  en  signe  ,  en  projetant  sur  la  tangente  les  trois  compo* 
santés  de  NM'  suivant  les  axes.  En  supposant  toujours  les 
axes  rectangulaires ,  les  cosinus  des  angles  que  forme  avec 
eux  la  direction  de  la  tangente  prise  dans  le  sens  du  mou- 
vement, sont 

dx        dy       dz 

ds         ds       ds' 

d'où  il  suit  que  la  composante  tangentielle  de  la  déviation 
aura  pour  valeur 

Ô'   dxd^x-hdfd^X-i-dzdH 
2  dsdt^ 

Mais  de  l'équation 

dx^  -f-  dy  -h  dz'^  =  ds^ 
on  tire 

dxd^x  -\-  dfd^y-i-  dzd^z  =  dsd^Sy 
l'expression  précédente  devient  donc 

0'  d^s  ô*  dv 

ou -• 

2  dt^  2  dt 

Telle  est  l'expression  de  la  composante  tangentielle. 

Quant  à  la  seconde  composante  M'P,  on  sait  que  si  l'on 
désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  en  M, 
on  aura,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  M'P, 

,c,^      MM'' 
M'P  =  — -  ; 
2R  ' 

mais  MM'  étant  l'espace  parcouru  dans  le  temps  0,  cm- 
pourra  remplacer  MM'  par  ^9 ,  et  l'on  aura,  au  degré  d'ap — 
proximation  demandé , 

M' P  =  -  -  . 
2  R 
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Telle  est  donc  Fexpressioii  de  la  composante  normale ,  dont 
la  direction  peut  être  remplacée  par  sa  direction  limite,  sans 
changer  le  degré  d'approximation.  Cette  direction  limite  est 
celle  de  la  normale  menée  du  point  M  au  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire.  Ces  deux  composantes  peuvent  être 
désignées  par  les  noms  de  déi^iation  tangentielle  et  défla- 
tion centripète. 

On  reconnaît  facilement,  d'après  les  expiassions  de  ces 
deux  composantes,  que,  si  le  mouvement  est  uniforme,  la 
déviation  est  normale  à  la  trajectoire;  et,  s'il  est  rectiligne, 
R  étant  infini,  la  déviation  est  dans  le  sens  de  la  tangente 
ou  de  la  ligne  du  mouvement. 

201 .  Composantes  tangentielle  et  normale  de  Vaccélé- 
ration  dans  le  mouvement  dév^iatoire,  —  Le  mouvement 
déviatoire  étant  dirigé  suivant  NM',  et  par  suite  aussi,  l'ac- 
célération de  ce  mouvement,  les  composantes  de  cette  accé- 
lération suivant  la  tangente  et  la  normale  principale  seront, 
avec  Taccélération  elle-même,  dans  les  mêmes  rapports  que 
NP,  PJVr,  NM' ,  et  nous  avons  déjà  remarqué  que  les  com- 
posantes de  l'accélération  dans  un  mouvement  rectiligne 
NJVI^  sont  les  accélérations  des  mouvements  des  projections 
du  point  sur  les  directions  que  Ton  considère.  Nous  aurons 
donc  les  expressions  des  composantes  de  l'accélération  en 

divisant  par  —  les  expressions  des  espaces  infiniment  petits 

NP,  PM'  parcourus,  dans  le  temps  6. 
Les  composantes  tangentielle  et  normale  de  Taccéléra- 

tion  du  mouvement  déviatoire  sont  donc ,  la  première  -7^ 
ou  —  î  et  la  seconde  •-■• 

dt  R 

On  les  désigne  quelquefois  sout  les  noms  di  accélération 
tnngentielle  et  accélération  centripète. 
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CHAPITRE  IL 

SUR    LE    MOUVEMENT    GÉOMÉTRIQUE   D'UN    SYSTÈME 

DE   FORME   INVARIABLE. 

202.  Si  Ton  considère  deux  posi lions  successives  occu- 
pées par  un  système  de  forme  invariable,  indépendamment 
des  forces  qui  l'ont  sollicité,  et  du  temps  qu'il  a  mis  pour 
passer  de  l'une  à  l'autre,  on  voit  d'abord  qu'il  y  a  une  in- 
finité de  manières  de  l'amener  de  la  première  à  la  seconde, 
et  Ton  peut  se  proposer  de  déterminer  les  mouvements  les 
plus  simples  ou  les  plus  avantageux ,  au  moyen  desquels  on 
peut,  dans  chaque  cas,  opérer  ce  passage. 

Or,  quelque  déplacement  qu'ait  subi  un  système,  ou  peut 
l'amener  dans  sa  nouvelle  position,  en  faisant  d'abord 
mouvoir  tous  les  points  suivant  des  lignes  parallèles  et 
égales  à  celle  qui  joint  les  deux  positions  d'un  même  point 
du  système,  ou  d'un  point  quelconque  qu'on  y  aura  lié  in- 
variablement, puis  en  laissant  ce  point  fixe,  et  en  faisant 
tourner  le  système  autour  de  lui ,  jusqu'à  ce  que  deux  au- 
tres points ,  non  en  ligne  droite  avec  ce  centre ,  viennent 
prendre  la  position  qu'ils  doivent  occuper. 

Examinons  maintenant  chacun  de  ces  deux  mouvements, 
de  translation  et  de  rotation. 

Il  est  évident  que  le  point  que  l'on  a  considéré  pourrait 
parvenir  d'une  position  à  l'autre,  en  décrivant  un  polygone 
quelconque ,  qui  commencerait  à  Tune  et  se  terminerait  à 
r autre.  D'où  il  suit  que  le  premier  mouvement  pourra  être 
remplacé  par  une  suite  d'autres  mouvements  de  translation, 
représentés  en  grandeur  et  en  direction  par  les  divers 
cotés  de  ce  polygone.  Cette  substitution  de  plusieurs  mouve- 
ments successifs  à  un  seul  s'appellera  composition ,  etl'iii- 
verse  décomposition ,  On  peut  donc  dire  que  les  mouve- 
menls  de  translation  peuvent  se  composer  et  se  décomposer 
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de  la  même  manière  que  les  forces  appliquées  à  un  même 
point. 

Quant  au  mouvement  autour  du  point  fixe ,  il  est  facile 
de  reconnaître  d'abord  qn'il  peut  être  décomposé  d'une 
infinité  de  manières,  en  deux  mouvements,  autour  d'axes 
fixes;  car  on  amènerait  un  point  quelconque  d'une  posi- 
tion à  une  autre,  en  faisant  tourner  le  système  autour  d'une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  fixe,  et  située  dans  le 
plan  mené  par  ce  point,  perpendiculairement  à  la  droite 
qui  joint  les  deux  positions  du  point  que  l'on  considère, 
lesquelles  sont  nécessairement  équidistantes  du  centre.  Le 
système  ayant  maintenant  deux  de  ses  points  dans  la  posi- 
tion qu'ils  doivent  occuper ,  il  est  certain  que  tous  les  au- 
tres arriveront  à  la  leur,  par  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  la  droite  qui  joint  les  deux  premiers.  La  question 
est  donc  réduite  à  la  considération  des  mouvements  de  ro- 
tation autour  d'axes  passant  par  le  point  fixe. 

Les  propositions  que  nous  allons  démontrer  relativement 
à  la  composition  et  la  décomposition  de  ces  mouvements 
sont  extraites  de  la  Théone  nou\*tlle  de  la  rotation  des 
corps,  de  M.  Poinsot;  mais,  avant  d'entrer  dans  cette  expo- 
sition, nous  commencerons  parfaire  une  remarque  très- 
simple  et  très-utile.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un 
axe  fixe,  d'une  quantité  angulaire  infiniment  petite,  les 
variations  infiniment  petites  des  coordonnées  d'un  point 
quelconque  dépendent  des  coordonnées  de  ce  point,  et 
des  autres  données  de  la  question.  Pour  un  point  infiniment 
voisin,  ces  variations  ne  différeront  donc  des  premières 
que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles ,  et 
l'on  peut  les  substituer  les  unes  aux  autres,  s'il  ne  s'agit 
que  de  limites  de  sommes  ou  de  rapports.  On  peut  donc, 
dans  la  détermination  du  déplacement  infiniment  petit 
d'un  corps  qui  tourne  autour  d'un  axe,  supposer  que  le 
corps,  au  lieu  de  partir  de  la  position  donnée,  parte  d'une 


i5. 
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aulre  position  infiniment  voisine  ^  les  variations  des  coor- 
données de  chacun  de  ces  points ,  ainsi  calculées ,  pourront 
être  prises  pour  celles  que  Ton  cherchait.  Si  donc  on  a  à 
faire  éprouver  successivement  à  un  corps  un  nombre  quel- 
conque  de   rotations  successives   infiniment   petites,   on 
pourra  supposer  chacune  d'elles  effectuée  à  partir  de  la 
position  primitive  du  corps ,  et  la  somme  totale  des  varia- 
tions des  coordonnées  de  chaque  point  pourra  être  consi- 
dérée comme  la  variation  résultante  des  mouvements  opérés 
à  la  suite  les  uns  des  autres ,  et  dans  un  ordre  quelconque. 
Il  est  encore  facile  de  s'assurer  que  si  le  système  tournait 
de  la  même  quantité  infiniment  petite  autour  d'un  axe  in»- 
finiment  voisin  de  celui  qui  est  donné,  les  variations  des 
coordonnées  d'un  point  à  une  distance  finie  ne  seraient  al- 
térées que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles- 
mêmes,  et  qui  pourraient  conséquemmentêtre  négligées.En 
effet,  les  variations  des  coordonnées,  en  se  bornant  aux 
quantités  du  premier  ordre  infinitésimal,  sont  le  produit 
de  Tangle  de  rotation  infiniment  petit,  par  des  fonctions 
des  quantités  qui  déterminent  l'axe.  Si  donc  ces  quantités 
changent  infiniment  peu,  il  en  résulte,  pour  les  variations 
des  coordonnées,  des  changements  d'un  ordre  supérieur 
au  premier. 

Ainsi ,  il  n'y  a  aucune  erreur  du  premier  ordre  infinité- 
simal dans  l'expression  des  variations  des  coordonnées  des 
divers  points  d'un  système  rigide  qui  tourne  successivement, 
de  quantités  angulaires  infiniment  petites,  autour  d'axes  en 
notnbre  quelconque,  lorsque  l'on  substitue  à  ces  divers 
points,  d'autres  points  infiniment  voisins^  que  l'on  substitue 
de  même  à  ces  axes  d'autres  axes  infiniment  peu  différents, 
et  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  différentes 
rotations.  C'est  à  cause  de  ces  avantages  que  l'on  décompose 
toujours  les  mouvements  effectués  dans  des  temps  finis, 
dans  ceux  qui  s'accomJ)lîssent  dans  les  intervalles  infini- 
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ment  petits,  daus  lesquels  on  peut  décomposer  ces  temps. 
Aussi  tout  ce  que  nous  dirons  sur  la  composition  et  la  dé- 
composition des  mouvements  se  rapportera  presque  unique- 
ment au  cas  où  ces  mouvements  seront  infiniment  petits. 

203.  Vitesse  angulaire.  —  Considérons  le  mouvement 
continu  de  rotation  d'un  système  rigide,  et  concevons  un 
plan  passant  par  Taxe  et  lié  invariablement  au  système.  La 
position  de  ce  plan  détermine  celle  de  tous  les  autres  points, 
et  peut  être  donnée  à  chaque  instant  par  l'angle  ^  qu'il  fait 
avec  un  plan  fixe  mené  par  Taxe. 

Si  les  accroissements  de  cet  angle  sont  proportionnels 
aux  accroissements  du  temps ,  le  mouvement  angulaire  du 
système  est  uniforme.  Il  en  est  de  même  des  mouvements 
des  différents  points,  et  leurs  vitesses  sont  proportionnelles 
k  leurs  distances  à  Taxe.  On  nomme,  dans  ce  cas,  vitesse 
angulaire  du  système,  l'angle  décrit  par  le  plan  mobile 
dans  l'unité  de  temps  3  c'est  la  vitesse  de  tout  point  situé  à 
l'unité  de  distance  de  Taxe. 

Si  le  mouvement  angulaire  est  varié  et  que  Tangle  ^  soit 
une  fonction  quelconque  du  temps,  on  appellera  vitesse 
angulaire  à  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse 
angulaire  moyenne  avec  laquelle  un  angle  infiniment  petit 
serait  décrit  à  partir  de  cet  instant.  Sa  valeur  est  la  dérivée 

de  Tangue  par  rapport  au  temps,  ou  ^;  et  l'angle  décrit 

dans  un  temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme 
le  produit  de  la  vitesse  angulaire  par  ce  temps,  en  négli- 
geant l^s  infiniment  petits  d'ordre  supérieur. 

2()4.  Remarque, — Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  le  sens  que 
nous  avons  attaché  à  la  composition  des  mouvements.  Nous 
avons  supposé  que  le  corps  avait  deux  mouvements  succes- 
sifs ,  et  nous  nous  sommes  proposé  de  déterminer  la  position 
à  laquelle  il  parvenait  après  leur  accomplissement.  Quel- 
quefois on  dit  qu'un  corps  est  animé  de  plusieurs  mouvc- 
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ments  simultanés;  mais  comme  eilcctivement  un  point  ne 
peut  avoir  qu'un  mouvement  à  la  fois ,   on  entend  par  là 
que  ce  corps  a  un  certain  mouvement  par  rapport  à  un  sys- 
tème rigide,  qui  lui-même  en  a  un  par  rapport  à  un  autre 
système  rigide,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  Ton  arrive 
à  un  système  immobile.  Il  résulte  de  là,  pour  le  corps,  un 
certain  mouvement  dans  l'espace ,  qui  est  continu  si  les 
autres  le  sont ,  et  qui  rentre  dans  les  mouvements  résultants 
tels  que  nous  les  avons  définis.  En  clFet,  considérons  tous 
ces  mouvements  correspondants  à  un  même  temps  écoulé  : 
concevons  d'abord  que  le  corps  se  meuve  seul  et  accomplisse 
son  mouvemenfdans  Iç  premier  système;   qu''ensuite  ce 
système  exécute  son  mouvement  dans  le  second ,  en  entraî- 
nant avec  lui  le  corps  dans  la  position  qu'il  y  a  prise; 
qu'après  cela,  le  second  système  CTiécute  son  mouvement  en 
entraînant  le  premier  et  le  corps;  et  ainsi  de  suite;  il  est 
facile  de  voir  que  le  corps  se  trouvera   à  la  fin  dans  la 
position  où  il  doit  être  d'après  les  données.  Mais  chacun  des 
mouvements,  que  nous  venons  d'indiquer,  des  systèmes  qui 
entraînent  le  corps  fixement  lié  à  eux,  n'est  autre  chose 
qu'un  mouvement  du  corps  lui-même ,  et  décomposable  en 
un  mouvement  de  translation  suivi  d*un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  fixe.  D'où  Ton  voit  que  les  mou- 
vements simultanés  en  question ,  que  Ton  appelle  quelque- 
fois, assez  improprement,  des  mouvements  dont  le  corps  est 
animé  simultanément,  le  placent  à  une  époque  quelconque 
dans  la  même  position  où  il  arriverait  par  la  composition  de 
ces  mouvements  telle  que  nous  l'avons  définie,  c'est-à-dire 
en  les  produisant  successivement. 

205.  Cas  des  axes  concourants, —  Soit  OA  (fig*  45)  1* 
direction  d'un  axe  autour  duquel  un  système  rigide  tourne, 
d'une  quantité  angulaire  quelconque  a  a,  le  sens  de  la  rota- 
tion étant  déterminé  de  la  manière  indiquée  précédem- 
ment. 
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Soit  de  même  OB  un  second  axe  autour  duquel  le  sys- 
tème tourne  d'une  quantité  angulaire  2  S ,  quand  le  pre- 
mier mouvement  est  accompli.  Nous  allons  démontrer  que 
le  système  arriverait  à  la  même  position  par  une  rotation 
unique,  autour  d'un  axe  passant  par  le  même  point  O. 

En  effet ,  menons  par  OA  un  plan  qui  fasse  avec  le  plan 
AOB  un  angle  a,  du  côté  de  OB;  et  par  OB  un  autre  plan 
faisant  avec  AOB  un  angle  S,  du  côté  de  AO.  11  est  évident 
qu'après  la  première  des  deux  rotations ,  l'intersection  OD 
de  ces  deux  plans  aura  pris  la  position  symétrique  par  rap- 
port ail  plan  AOB,  et  qu'après  la  seconde  rotation,  elle 
aura  repris  sa  première  position.  Donc  le  système  par- 
viendrait à  la  seconde  position  en  tournant  autour  de 
Taxe  OD. 

Cette  conséquence  a  lieu,  quels  que  soient  les  angles  2a, 
a  6;  mais  nous  examinerons  particulièrement  le  cas  où  ils 
sont  infiniment  petits.  Dans  Tangle  trièdre ,  formé  par  les 
arêtes  OA,  OB,  OD,  les  sinus  des  angles  BOD,  AOD  sont 

entre  eux  comme  sîn  a  :  sin  6*,  donc  la  limite  de  -?  qui  est 

le  rapport  des  vitesses  angulaires,  en  supposant  ces  angles 
décrits  dans  un  même  temps,  est  égale  au  rapport  des  sinus 
des  angles  formés  avec  OB,  OA  par  la  limite  de  la  direction 
de  l'axe  OD)  qui  se  trouve  dans  le  plan  OAB  lui-même. 
Ainsi ,  les  deux  rotations  infiniment  petites,  dont  le  rapport 
des  vitesses  angulaires  est  connu,  se  composent  en  une 
seule,  autour  d'un  axe  dirigé  suivant  la  diagonale  OP  du 
parallélogramme  construit  sur  les  lignes  OM,  ON  [^fig-  4^)  1 
proportionnelles  à  ces  vitesses  angulaires,  et  porlc'cs,  i\ 
partir  du  point  O,  sur  les  axes  correspondants. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  conuaitrc  le  sens  et  la  grandeur  de 
la  vitesse  angulaire  du  mouvement  résultant.  Pour  cela, 
on  choisira  un  point  quelconque  1  sur  l'axe  OA,  autour  du- 
quel s'est  elVectuée  la  première  rolalion;  il  ne  se  (lé])la<:era 
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qa'à  la  seconde,  et  il  décrira  une  ligne  infiDÎment  petite  IL 
perpendiculaire  au  plan  A06  [fig.  46)»  Abaissons  les  per- 
pendiculaires IK,  IH  sur  06,  OD.  Les  angles  infimiment 
petits ,  dont  le  point  I  tourne  autour  de  OB  ou  de  OD,  pour 
parvenir  à  sa  position  L,  sont  dus  à  des  mouvements  de 
même  sens,  et  en  raison  inverse  de  IK  et  IH ,  ou  de  sin  KOI 
et  sin  HOI,  ou  enfin  de  OP  et  ON.  Donc  la  vitesse  angu- 
laire résultante  sera  représentée  par  la  diagonale  OP^  puis- 
que la  vitesse  angulaire  autour  de  OB  l'est  par  ON.  De~plu8, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit,  le  sens  de  la  rotation  autour 
de  OD  est  de  gauche  à  droite,  comme  autour  de  OB.  Donc 
enfin ,  si  Von  prend  sur  la  direction  de  deux  axes,  à  par^ 
tir  de  leur  point  de  concours,  des  grandeurs  qui  repré' 
sentent  les  vitesses  angulaires  des  rotations  successives  au- 
tour de  ces  deux  axes,  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  ces  deux  lignes  représentera  la  direction  de 
Taxe  de  la  rotation  résultante j  et  la  grandeur  de  sa  w- 
tesse  angulaire. 

On  conclut  de  là  que  la  composition  et  la  décomposition 
de  rotations  en  nombre  quelconque  autour  d^axes  passant 
par  un  même  point  s^ effectuent  de  la  même  manière  que 
celles  des  forces  dirigées  suis^ant  ces  axes  y  et  représen- 
tées en  grandeur  par  les  vitesses  angulaires  correspon- 
dantes. 

206.  Cas  des  axes  parallèles.  —  Considérons  mainte- 
nant deux  axes  parallèles  dont  les  directions  sont  dans  le 
même  sens ,  par  exemple  au-dessus  du  plan  perpendiculaire 
sur  lequel  ils  sont  projetés.  Soient  A  et  B  leurs  projections, 
et  2  a,  26  les  angles  dont  le  système  tourne  successivemait 
autour  de  A  et  B.  Soit  AC  (fig-  47)  la  trace  d'un  plan  pas- 
sant par  Taxe  A  et  faisant  avec  AB  l'angle  CAB  =  a  du  côte 
de  B  5  et  soit  de  même  BC  faisant  l'angle  CB A  =  6  du  côté 
de  A.  La  parallèle  aux  axes,  menée  par  le  point  C,  revien- 
dra à  sa  première  position  après  les  deux  rotations,  effec- 
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tuées  dans  l'ordre  indiqué.  Le  déplacement  proposé  serait 
donc  produit  par  une  rotation  autour  de  cette  droite. 

Lorsque  les  angles  a,  6  sont  infiniment  petits,  le  point  C 
est  sur  la  droite  AB,  en  un  point  C/  qui  la  partage  en  raison 
inverse  des  angles  a,  6,  ou  des  vitesses  angulaires. 

De  plus ,  lorsque  la  rotation  est  effectuée  autour  de  A , 
et  qu'elle  s'effectue  ensuite  autour  de  B ,  le  point  A  étant 
situé  du  même  côté  de  C  et  B ,  et  la  rotation  autour  de  Cy 
devant  l'amener  au  même  point,  il  en  résulte  qu'elle  est 
dans  le  même  sens  que  les  deux  autres.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
connaître  la  vitesse  de  la  rotation  résultante.  Soit  AD  la 
ligne  infiniment  petite  que  décrit  le  point  A  autour  de  B, 
il  décrira  la  même  ligne  autour  de  C,  et  les  vitesses  angu- 
laires seront  en  raison  inverse  de  AB  et  de  AC.  Donc,  si 
les  vitesses  angulaires  autour  de  A  et  B  sont  représentées 
respectivement  par  BC  et  AC,  la  vitesse  angulaire  résul- 
tante le  sera  par  AB. 

La  loi  de  composition  de  deux  rotations  de  même  sens 
autour  d'axes  parallèles  est  donc  identique  avec  celle  de  la 
composition  des  forces  parallèles  de  même  sens.  On  trou- 
verait la  même  identité  dans  le  cas  de  rotations  de  sens 
contraires,  soit  en  le  déduisant  du  précédent,  comme  dans 
la  composition  des  forces ,  ou  en  le  traitant  directement. 

207.  Couples  de  rotations.  —  Si  les  deux  rotations  qu'où 
a  à  composer  étaient  égales  et  de  sens  contraires,  on  aurait 
ce  que  M.  Poinsot  appelle  un  couple  de  rotations.  L'effet 
de  ces  deux  rotations  est  de  donner  un  mouvement  de  trans- 
lation au  système  dans  le  sens  de  l'axe  de  ce  couple.  En 
effet,  soit  M  [fig*  4^)  ^^^  point  quelconque  du  système,  il  se 
mouvra  dans  un  plan  perpendiculaire  aux  axes;  et  si  pour 
chacune  des  rotations  il  décrit  les  lignes  infiniment  petites 
MC,  ME,  respectivement  perpendiculaires  aux  droites 
MA  ,  MB  et  proportionnelles  à  leurs  longueurs ,  il  pai*vien- 
dra  à  l'extrémité  N  de  la  diagonale  du  parallélogramme 
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construit  sur  MC,  MD.  Or,  les  triangles  MÇN,  AMB  sont 
semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels  ,  d'où  il  suit  que  MN  est  perpendiculaire  à 
AB,  L'effet  d'un  couple  de  rotations  est  donc  un  mouve- 
ment de  translation  dans  le  sens  de  l'axe  de  ce  couple ,  et 
qui  reste  le  même ,  de  quelque  manière  qu'on  place  ce  cou- 
ple dans  son  plan,  ou  dans  tout  plan  parallèle.  Pour  con- 
naître l'espace  parcouru,  il  suOit  de  considérer  un  point 
quelconque,  A  par  exemple,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  se 
déplace  d'une  quantité  égale  à  la  dislance  AB,  multipliée 
par  l'angle  de  rotation. 

Toute  translation  pouvant  ainsi  être  remplacée  par  deux 
rotations ,  on  pourrait  se  borner  à  considérer  des  mouve- 
ments de  rotation. 

Nous  avons  vu  que  les  mouvements  de  translation  se 
composent  comme  les  forces  appliquées  à  un  morne  point; 
il  s'ensuit  que  les  couples  de  rotations  se  composeront  de 
la  même  manière;   et  si  l'on  porte  sur  l'axe  de  chacun 
d'eux  une  longueur  égale  à  l'angle  de  rotation  multiplié 
par  le  bras  de  levier  de  ce  couple,  c'est-à-dire  par  la  dis- 
tance de  deux  axes  de  rotation  ,  ces  longueurs  composées 
comme  des  forces,   à  partir  du  même  point,   donneront 
en  grandeur  et  en  direction  le  mouvement  de  translation 
résultant. 

On  remarquera  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  A  pourra 
toujours  être  remplacée  par  une  rotation  identique,  autour 
d'un  axe  B  parallèle  au  premier,  plus  un  couple  de  rotations 
dont  le  bras  de  levier  sera  AB  ;  car  il  suffit  pour  cela  d'in- 
troduire deux  rotations  autour  de  Taxe  B  qui  soient  égales 
à  la  première  et  de  sens  opposés ,  ce  qui  ne  change  rien  aa 
déplacement. 

208.  Réduction  générale  cle  tout  nioui^jnienf. —  Quelles 
que  soient  les  rotations  et  translations  infiniment  petites 
opérées  sur  un  système  ,  elles  peuvent  se  réduire  à  une  rota- 
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tion  autour  d'un  axe  passant  par  un  point  arbitraire ,  cl 
une  translation  dépendante  de  ce  point. 

En  effet,  toute  rotation  autour  d'un  axe  peut  être  chan- 
gée en  une  rotation  identique  autour  d'un  axe  parallèle 
mené  parce  même  point  quelconque,  plus  une  translation, 
ou  un  couple  de  rotations,  dépendant  de  la  position  du 
nouvel  axe.  Toutes  les  rotations  composées  donneront  /a 
même  rotation  résultante  autour  d'un  axe  de  direction 
constante  y  quel  que  soit  le  point  où  Ton  ait  transporté  tous 
les  axes.  Mais  les  mouvements  de  translation  ou  couples  de 
rotations  donnés,  composés  avec  ceux  qu'on  a  introduits  , 
donneront  un  couple  résultant,  ou  une  translation,  varia- 
ble de  grandeur  et  de  direction. 

209.  Cas  particulier  oit  le  mouvement  est  parallèle  à  un 
plan,  —  Si  tous  les  points  du  corps  se  meuvent  suivant  des 
lignes  parallèles  à  un  même  plan,  et  que  l'on  conçoive^ne 
section  faite  par  un  plan  fixe  parallèle  au  premier,  il  en 
résultera  une  figure  qui  se  mouvra  dans  ce  plan  fixe  ;  et  sa 
position  déterminant  celle  du  corps  même,  il  suflSra  de  con- 
sidérer le  mouvement  de  cette  figure. 

Or,  îl  est  facile  de  démontrer  que  tout  déplacement  infi- 
niment petit  qu'elle  subira  ,  peut  être  produit  par  une  rota- 
tion autour  d'un  point  déterminé.   En  effet,  on   pourra 
toujours  produire  ce  déplacement,  par  une  translation  qui 
amènera  un  point  A  choisi  arbitrairement  dans  la  position 
A'  qu'il  doit  prendre  (fig*  49  ) 9  puis ,  par  une  rotation  con- 
venable 2a  effectuée  autour  de  A'.  Menons  par  A'  une 
droite  LM  perpendiculaire  à  A  A',  et  deux  autres  droites 
faisant  de  part  et  d'autre  de  LM  des  angles  égaux  h  cr.  5  puis, 
inscrivons  entre  ces  deux  droites  deux  lignes  BB-,  CC, 
égales  et  parallèles  à  A  A'. 

Les  deux  points  B ,  C  considérés  comme  liés  à  la  figure 
auront  été  transportés  en  B',  C  par  la  translation  5  ensuite 
la  rotation  amènera  B'  en  B  ou  (V  en  C,  suivant  qu'elle  de- 
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vra  cire  exécutée  dans  un  sens  ou  dans. F  autre.  Supposons 
que  ce  soil  B'  qui  revienne  en  B  :  le  système  arriva  donc 
dans  la  position  qu'il  doit  avoir  ,  sans  que  le  point  B  quitte 
sa  première  position,  et  par  conséquent,  par  une  simple 
rotation  autour  du  centre  B,  dont  la  position  est  entière- 
ment déterminée  par  la  construction  précédente.  Le  corps 
aura  ainsi  effectué  une  rotation  autour  d'un  axe  perpendi- 
culaire au  plan. 

La  question  que  nous  venons  de  traiter  est  renfermée 
dans  celle  du  mouvement  d'une  figure  sur  une  sphère,  la- 
quelle avait  été  traitée  pour  la  première  fois  par  Euler. 

210.  Réduction  générale  à  un  moui^ement  hélicoïdal. — 
Nous  avons  déjà  réduit  tout  mouvement  à  deux  autres,  l'un 
de  translation  dépendant  du  point  choisi  5  l'autre  de  rota- 
tion et  constant  quant  à  la  direction  et  à  la  grandeur.  Dé- 
composons le  premier  en  deux ,  l'un  parallèle  à  l'axe  de 
rotation  ,  l'autre  perpendiculaire.  Ces  mouvements  infini- 
ment petits  pouvant  être  effectués  dans  un  ordre  quelcon- 
que, nous  commencerons  par  la  translation  parallèle  à 
l'axe  ^  il  restera  une  rotation  et  une  translation  perpendicu- 
laire à  l'axe,  qui  se  composeront  comme  on  vient  de  le 
voir,  en  une  simple  rotation  autour  d'un  axe  parallèle  au 
premier. 

Tout  mouvement  est  donc  réductible  à  une  rotation  au- 
tour d'un  axe ,  et  une  translation  parallèle  à  cet  axe,  mou- 
vement qui  n'est  autre  que  celui  d'une  vis  dans  son 
écrou. 

On  reconnaît  facilement  que  cette  translation  parallèle  à 
l'axe  est  la  projection,  sur  cet  axe  ,  de  la  première  transla- 
tion à  quelque  point  qu'elle  se  rapportât.  Hle  est  toujours 
la  même  et  égale  à  la  quantité  commune  dont  tous  les  points 
du  corps,  en  passant  de  leur  première  position  à  la  seconde, 
se  sont  éloignés  d'un  même  plan  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion déterminée  de  Taxe.  Enfin  elle  est  la  plus  petite  trans- 
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lalion  possible,  puisqu'elle  est  la  projecliou  de  toutes  les 
autres. 

On  arriverait  à  ce  même  résultat  par  la  composition 
des  rotations  et  des  couples  de  rotations ,  qui  est  analogue , 
comme  nous  l'avons  vu,  à  celle  des  forces  et  des  couples. 
En  effet,  nous  avons  démontré  dans  la  Statique  que  tout 
système  de  forces  pouvait  être  ramené  à  une  force ,  et  un 
couple  ayant  son  axe  parallèle  à  cette  force.  Donc  aussi,  tout 
système  de  rotations  ou  translations  infiniment  petites  peut 
être  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  axe ,  et  une  transla- 
tion parallèle  à  cet  axe. 

21  i .  Moux^ement  continu  parallèlement  à  un  plan  fixe. 
— Ce  mouvement  peut  être  réduit,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  à  celui  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Décomposons 
le  temps  en  éléments  infiniment  petits.  Le  mouvement  opéré 
dans  chacun  de  ces  intervalles  pourra ,  comme  nous  l'avons 
démontré,  être  considéré  comme  une  rotation  effectuée  au- 
tour d'un  point  déterminé ,  que  l'on  nomme  centre  instan- 
tané de  rotation;  et  l'ensemble  de  ces  centres  a  pour  limite 
un  lieu  géométrique  continu,  entièrement  déterminé,  et 
immobile  sur  le  plan.  Si  maintenant  l'on  considère  tous  les 
points  liés  à  la  figure  mobile,  qui  sont  venus  successive- 
ment coïncider  avec  les  points  du  premier  lieu  à  l'instant 
où  ils  étaient  centres  de  rotation,  on  aura  un  second  lieu, 
invariablement  ^m  avec  la  figure  mobile,  et  se  déplaçant 
sur  le  plan.  Si  l'on  connaissait  le  mouvement  de  ce  lieu,  il 
déterminerait  réciproquement  celui  de  la  figure  qui  lui  est 
liée.  Or  nous  allons  voir  qu'il  peut  être  très-simplement 
défini. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  E,  F,  etc.  (  fig,  5o),  les  posi- 
tions successives  des  centres  de  rotation  correspondants  aux 
divers  intervalles  de  temps 5  A',  B',  C,  D',  etc.,  les  points 
liés  à  la  figure ,  et  qui  viennent  coïncider  respectivement 
avec  les  premiers ,  à  l'instant  où  ils  deviennent  centres  de 
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rotation.  Lorsque,  par  exemple,  B'  est  en  B,  la  figure 
tourne  autour  de  B  jusqu'à  ce  que  C  vienne  en  Ç  ;  alors  elle 
tourne  autour  de  C  jusqu'à  ce  que  D'  vienne  en  D,  et  ainsi 
de  suite.  D'où  il  suit  que  ces  deux  polygones  ont  les  côtés 
égaux  et  roulent  Tun  sur  l'autre  sans  glisser,  tandis  que  la 
figure  arrive  successivement  à  toutes  les  positions  qu'elle 
doit  avoir  aux  instants  considérés. 

Supposons  maintenant  que  les  intervalles  de  temps  di- 
minuent indéfiniment^  les  deux  polygones  tendent  à  de- 
venir deux  courbes  déterminées,  Tune  fixe,  l'autre  mobile 
avec  la  figure  à  laquelle  elle  est  invariablement  liée.  Ces 
deux  courbes  sont  constamment  tangentes^  des  arcs  égaux 
de  ces  courbes  s'enroulent  les  uns  sur  les  autres,  et,  par 
conséquent,  il  n'y  a  pas  glissement. 

Si  donc  on  adaptait  à  la  figure  donnée  la  courbe  lieu  des 
centres  instantanés  relativement  à  celte  figure ,  il  suffirait 
de  faire  rouler,  sans  glisser,  cette  figure  sur  celle  qui  est  le 
lieu  des  mêmes  centres  sur  le  plan  fixe;  et  la  figure  pren- 
drait ainsi  le  mouvement  qu'elle  doit  réellement  avoir. 

Pour  avoir  le  mouvement  du  corps  lui-même ,  il  suffira 
de  considérer  les  deux  surfaces  cylindriques  qui  se  pro- 
jettent sur  le  plan  fixe,  suivant  ces  deux  courbes,  et  de  les 
faire  rouler  l'une  sur  l'autre  sans  glisser. 

212.  Mouvement  continu  autour  d'un  point  fixe,  —  Ce 
mouvement  peut  être  décomposé  en  um^nfinité  d'autres 
effectués  dans  des  intervalles  de  temps  infiniment  petits^  et 
qui  peuvent  être  considérés  comme  ayant  lieu  autour  d'axes 
successifs  infiniment  voisins;  chacun  de  ces  axes  peut  être 
considéré  comme  lié  au  corps  dans  la  position  où  il  est  re- 
lativemeut  à  lui  à  l'instant  où  il  devient  axe  de  rotation. 
On  a  ainsi  deux  systèmes  de  droites ,  l'un  immobile  dans 
l'espace,  l'autre  fixement  lié  au  corps  mobile.  Ce  second 
système  constitue  un  angle  solide ,  à  faces  infiniment  pe- 
tites, qui  viennent  successivement  coïncider  avec  celles  de 
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Tangle  solide  fixe.  Les  deux  systèmes  forment  à  la  limite 
deux  surfaces  coniques,  Tune  rfîxe,  Tautrc  liée  au  corps  et 
toujours  tangente  à  la  première  suivant  une  génératrice, 
puisque  les  surfaces  dont  elles  sont  les  limites  avaient  tou- 
jours une  face  commune. 

Il  est  facile  de  voir,  en  outre,  qu'elles  ne  glissent  pas 
Tune  sur  l'autre.  Car  la  génératrice  commune  étant  Taxe 
instantané  de  rotation  aune  vitesse  nulle,  et,  par  consé- 
quent, ne  peut  se  déplacer  que  d'un  infiniment  petit  du 
second  ordre,  dans  l'intervalle  de  temps  du  premier  ordre, 
pendant  lequel  a  lieu  une  rotation  du  même  ordre  :  ce 
qui  exclut  tout  glissement.  Et,  d^ailieurs,  c'est  aussi  une 
conséquence  immédiate  de  ce  que  des  faces  égales  de  sur- 
faces polyédriques  s'appliquant  toujours  les  unes  sur  les 
autres,  les  surfaces  coniques  qui  s'enrouleront  les  unes  sur 
les  autres  le  seront  elles-mêmes ,  et,  par  conséquent,  il  n'y 
aura  pas  glissement. 

On  peut  donc  se  représenter  le  mouvement  d'un  corps 
autour  d'un  point  fixe,  comme  déterminé  par  le  roulement 
d'un  cône  fixement  lié  à  ce  corps  sur  un  cône  immobile 
dans  l'espace  ayant ,  comme  le  premier,  le  point  fixe  pour 
sommet. 

On  rentrerait  dans  le  cas  précédent  en  supposant  le  point 
fixe  à  Tinfini. 

21 3.  Mouv^ement  continu  en  général, — Les  mouvements 
infiniment  petits  dans  lesquels  on  décomposera  le  mouve- 
ment peuvent  être  ramenés  d'une  infinité  de  manières  à  une 
translation  et  une  rotation  5  nous  nous  bornerons  à  consi- 
dérer celle  011  la  translation  est  parallèle  à  Taxe  de  rota- 
tion. M.  Poinsot  n'a  pas  cru  devoir  parler  de  ce  cas,  parce 
que  la  marche  à  suivre  est  la  même  que  dans  les  précédents, 
et  que  cela  l'aurait  écarté,  sans  aucun  intérêt ,  de  son  objet. 
L'ensemble  des  axes  de  rotation  et  de  glissement  forme  une 
surface  réglée  dans  l'espace,  et  une  autre  dans  le  corps 
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mobile.  Toutes  les  génératrices  de  la  seconde  viennent  suc- 
cessivement s'appliquer  sur. celles  de  la  première;  et,  en 
supposant  que  la  rotation  soit  exécutée  après  la  translation, 
une  génératrice  de  la  seconde  viendra,  par  une  rotation, 
s^appliquei  sur  sa  correspondante,  sur  laquelle  elle  glissera 
d'abord  en  entraînant  le  corps  dans  sa  translation,  et  au- 
tour de  laquelle  elle  tournera  ensuite  jusqu'à  ce  que  les 
deux  génératrices  suivantes  soient  venues  coïncider;  et 
ainsi  de  suite. 

Or,  au  moment  où  la  rotation  autour  d'une  génératrice 
commune  a  amené  une  seconde  génératrice  à  coïncider,  les 
deux  surfaces  ont  deux  génératrices  communes,  et,  par 
conséquent,  sont  tangentes  dans  toute  l'étendue  de  ces  gé- 
nératrices. On  peut  donc  dire  que  le  mouvement  du  corps 
peut  être  réalisé  par  le  mouvement  d'une  surface  réglée, 
liée  à  ce  corps  sur  une  autre  surface  réglée  fixe  dans  l'es- 
pace, à  laquelle  elle  est  tangente  suivant  toute  une  géné- 
ratrice ,  et  sur  laquelle  elle  roule  en  glissant  le  long  de  cette 
génératrice. 

Le  rapport  du  glissement  à  la  rotation  dépend  de  la  na- 
ture du  mouvement  et  peut  même  être  nul.  Si  l'une  des 
surfaces  est  développable ,  il  est  clair  que  l'autre  l'est  aussi,    - 
puisque  leurs  éléments  coïncident  dans  toute  leur  longueur. 

On  rentre  dans  le  cas  précédent  s'il  y  a  un  point  fixe  dans 
le  corps  ;  les  deux  surfaces  deviennent  des  cônes ,  et  le  glis- 
sement est  nul. 

Démonstration  analytique  des  propositions  précédentes. 

214.  Il  n'est  pas  inutile  de  voir  comment  les  principales 
propositions  qui  viennent  d'être  établies  sur  le  mouvement 
d'un  corps  solide ,  peuvent  être  démontrées  par  le  calcul. 
Nous  déterminerons  la  position  du  corps  à  chaque  instant, 
au  moyen  des  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quel- 
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conque  O  lié  à  ce  corps ,  et  des  angles  formés  avec  les  axes 
fixes  AX,  AY,  AZ  par  trois  axes  rectangulaires  OXi,  OYi, 
OZi  liés  invariablement  au  corps  et  passant  parle  point  O. 
Soient  a,  i,  c,  «',&',  c',  a'',  b'\c"  les  cosinus  des  angles 
que  forment  les  axes  des  x\  y'^  z'  respectivement  avec  ceux 
des  X,  j^,  z,  et  Ç,  yj,  Ç  les  coordonnées  du  point  arbitraire 
du  système  mobile  par  lequel  on  mène  les  axes  des  x\y'  ^  z\ 
dont  on  a  choisi  la  direction  dans  le  corps,  indépendamment 
du  point  O  par  lequel  on  les  fait  passer.  On  aura,  entre  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  M  dans  les  deux  sys- 
tèmes d'axes,  les  relations  connues 

ixz=i\  -\-  ax'    -f-  hy'  -f-  cz\ 
j  =  >j  -h  a'x'-\-  h'f  4-  c'z\ 

Considérons  un  point  déterminé  du  système  pour  lequel, 
par  conséquent,  x'y  z'  seront  indépendants  du  temps  t. 
Supposons  que  t  augmente  d'une  quantité  finie  Af ,  et  dé- 
signons par  la  caractéristique  A  les  accroissements  finis 
correspondants  des  autres  variables.  Les  équations  (i)  don- 
neront 

Ar  =  A>î  +^'A«'-f-/A/>'-4-3'Ar', 

Az  =  AÇ  '^x' ^a'-^y^h"-^z'^c\ 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  compo- 
santes du  déplacement  de  ce  point,  parallèlement  aux  axes 
fixes  \  les  premiers  termes  des  trois  seconds  membres  sont 
les  composantes  du  déplacement  de  O^  et  il  est  facile,  comme 
nous  allons  le  voir,  d'interpréter  les  trois  derniers  termes 
de  chacun  des  seconds  membres.  En  effet,  si  en  supposant 
le  point  O  fixe,  on  change  la  direction  des  axes  X',  Y',  Z', 
de  manière  que  dans  le  temps  A  f  les  cosinus  a,  i,  c,  a',  etc. , 
varient  des  mêmes  quantités  Aa,  AZ>,  etc.,  il  faudra  laisser 
I.  i6 
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Ç,  y?,  Ç  constants  dans  les  cquaiions  (i),  cl  les  seconds 
membres  des  équations  (2)  seront  réduits  à  la  seconde 
partie  que  nous  cherchons  à  interpréter.  D'où  l'on  voit 
que  ces  secondes  parties  ne  sont  autre  chose  que  les  compo- 
santes du  déplacement  que  prendrait  le  point  quelconque  M 
si  Ton  donnait  au  système  un  mouvement  autour  du  point 
fixe  O,  qui  fît  changer,  dans  le  temps  A^,  les  inclinaisons 
des  axes  Xi  Yi  Zi  de  la  même  manière  que  dans  le  déplace- 
ment réel.  Il  suffit  donc,  pour  amener  chaque  point  dans  sa 
véritable  position ,  de  faire  exécuter  au  corps  les  deux  mou- 
vements successifs  qui  produiront  ces  deux  composantes  ■ 
pour  chaque  point.  D'on  résulte  cette  proposition  gêné.-  : 
raie  :  , 

Tout  déplacement  jini  d'un  systèrîie  rigide  peut  être 
produit  en  lui  donnant  d'abord  un  moui^ement  de  trans- 
lation qui  amène  un  quelconque  de  ses  points  dans  la  po- 
sition quil  doit  ai^oir^  puis  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  ce  dernier  point,  moui^ement  qui  est  le  même, 
quel  que  soit  le  point  choisi,  et  ne  dépend  que  des  chan- 
gements de  direction  des  lignes  du  système. 

Il  est  évident  qu'on  aurait  pu  effectuer  d'abord  la  rota- 
tion autour  du  point  o  pris  dans  sa  première  position,  puis 
effectuer  la  translation^  les  valeurs  de  Ax,  Aj^,  Az  se- 
raient les  mêmes,  et,  par  conséquent,  le  système  arriverait 
à  la  même  position.  C'est  ce  que  Ton  reconnaîtrait  d'ail- 
leurs immédiatement  par  la  Géométrie. 

215.  Simplification  du  moui^cment  autour  d'un  point. — 
11  est  facile  de  voir  que  tout  déplacement  du  corps  autour  dii 
point  fixe  O  peut  être  produit  par  une  rotation  autour  d'uT^ 
axe  passant  par  ce  point. 

En  effet,  en  supposant  le  point  O  fixe,  les  équations  (sb-  ^ 
donnent,  pour  Aa:,  Aj^,  A^r,  des  valeurs  qui  seront  nulles  ^ 
pour  tous  les  points  du  corps  qui   satisferont   aux  équ^fc-  — 
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lions 

x'Atf"-f-/A6''4-z'Ac"=  o. 

Tous  ces  points  auront  donc  la  même  position  avant  et 
après  le  déplacement.  Si ,  en  éliminant  a:', /',  et,  par  suite, 
£\  entre  ces  trois  équations,  Féquation  de  condition  résul- 
tante est  satisfaite ,  il  y  aura  une  infinité  de  valeurs  pour  a:', 
y\  z'  satisfaisant  aux  équations  (3)  et  qui  correspondront 
à  des  points  en  ligne  droite  avec  l'origine  O 5  sinon,  l'ori- 
gine seule  satisferait.  Or  nous  allons  voir  que  cette  équation 
de  condition  est  satisfaite  5  d'où  il  résultera  que  tous  les 
points  d'une  certaine  droite  passant  par  O  ont  conservé  leur 
position  première  après  le  déplacement,  et,  par  conséquent, 
que  ce  déplacement  peut  être  opéré  en  faisant  tourner  le 
système  autour  de  cette  droite  fixe. 

En  eflFet,  les  quantités  a,  i,  c,  a',  etc.,  satisfont  consta m- 
ment  aux  équations  suivantes  : 

ah-^a'b'-^a"b"=:o,  «c-f-aV-f-aV^o,   ^c-»-^V-h^V'=o. 

D'où  l'on  tire,  en  donnant  k  a^b  ^  c,  etc.,  les  accroisse- 
ments Aa,  Ai,  etc.,  et  retranchant  les  équations  précé- 
dentes, ,  .  • 

(fl4-iAa)Aû4-(«'H-T^rt')Aei'H-(«"-f-|Afl"}A«"=o, 
(4)  ^  (^-|-|A^)Aé.+(^'-t-iA^')A^»'-4-(^"4-|A^")A^"  =  o, 
(c-f-lAc)  Ac  +{c'H-lAc')  A/?'4-(r"-f-iAc")  Ac"=iro;  . 

«A^-h^Aa-i-rt'Aô'-f-  h' ^a'  -^  a" ^b" -fr  h" La" 
-f  A«A^  -f-  A/ï'A^'4-  Aa"A^"=  o, 

.^^     ,  at^c  -^cAa  4-rt'Ac'H-  c' La'  -\-  a" Le"  -^  c" La" 
(  o  )    > 

'  +  AâfAc-h  Art'Ac'-4- A«"Ac"=  o, 

bàc  -{-cLb  -H  6'Ac'-hc'Aé»'-4-  b"  Le" -^r  c"  Lb" 
-f-  A^Ar-4-  A^'Ar'H-  A^"Ac"=  o. 
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Cela  pose,  multiplions  les  équations  (3)  respectivement 
par  a  -h  "5  Aa,  a'+  j  Aa\  a^-r-  7  Aa%  et  ajoutons-les  ;  nous 
aurons  «  en  vertii  de  la  première  équation  (4)) 

-4-«'[û-hiAû)AcH-  ;fl'4-|Aa'}Ac'H-(fl"4-|Afl')  Af']=o. 

On    trouverait  deux  autres  équations  en  multipliant  les 
équations  (3)  successivement  par 

b  +  \sb,    b'^\:ib\    r-h|Ar, 

et  par 

c-hiAr,     c'+iAc',     r-'-hiAc". 

On  pourra  ainsi  remplacer  les  équations  (3)  par  les  sui- 
vantes : 

y(/iAé.-hfl'A^'-hfl'Ar-H^AflA^-f4-Aii'A6'-t-|Aa''A^) 
-h3'(fl  Ac-4-fl'Ac'-i-fl''Ac''4-ï  Afl  Ac-î-tA  fl'Ac'H-4Aii"Ac'')=o, 

g.   ;      s'{^Ac-+-é.'Ac'-+-rAc"-+-^AÔAc^-lAè'Ac'-^|A6''A^'') 
^  ^   ^-hx'(ÔA/7-f-^'Aû'-+-6"Afl"H-^A6Afl-+-|A6'Aiz'H-|A6''Afl'^=0, 

j:'(cAfl-hc'A/7'4-c"A/i^4-|AcAfl-hTAc'Aû'-+-^Ac^Afl'') 
-hr' (t  A  é.-+-c'A  ^»'-hr"A  ^"H-|  Af  Aô+i  Ar'A6'4-i  Ar^A*-')=o. 

Nous  poserons ,  pour  abréger, 

IcA/r+r'A6'-+-c"A^"-h^AcA^»-h|Ac'AÔ'-4-^Ac'^Ar=/^, 
flAc-+-û'Ac'4-«"Ac"+|A/jArH-|A/7'Ac'-|--^Aû"Ac''=:y, 
,  ^Aa+yArt'4-^'Art"-f-|AôAa+4A6'Aû'-+-|AÔ''Aû"=r; 

d'où  résultera,  d'après  les  équations  (5), 

ib^C'^b'^(^^^-b"^c"+\^biLC-h\^b'^<f^^\^b"^c"-^p, 
c^a-{-(f^a'+c"^a"-^\^c^a-\-\Lc^a''{-\lia"tib''=:—q^ 
a£ib-{-a'ù.b'-^a"^b"-\-{^a^b^\£ia'\b''\'\à.a"^b''=^-r, 

Cela  posé,  les  équations  (6)  qui  sont  équivalentes  aux 
équations  (3) ,  s'écriront  ainsi  : 

73'  — r/=o, 
(9)  \rx'  —  pz'z=zo, 

p/—  qx'z=.  G. 
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Or  il  est  facile  de  reconDaitre  que  ces  équations  se  rédui- 
sent à  deux^  car,  si  l'on  multiplie  la  première  par  /;,  la  se- 
conde par  ^,  la  troisième  par  r,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
aura  une  équation  qui  pourra  être  substituée  à  Tune  des 
trois  ;  et  comme  elle  est  identique ,  les  trois  équations  se 
réduisent  à  deux.  Le  nombre  des  solutions  est  donc  infini , 
et  le  lieu  des  points  qu'elles  représentent  est  une  droite 
passant  par  le  point  de  rencontre  des  axes  X',  Y',  TJ , 

Les  équations  (9)  sont  donc  les  équations,  par  rapport 
aux  axes  X',  Y',  Z',  de  l'axe  autour  duquel  il  faudrait  faire 
tourner  le  système  pour  l'amener  dans  la  position  où  il 
arrive  quand  le  point  O  restant  fixe,  les  cosinus  rt,  i,  c, 
a\  etc.,  prennent  les  accroissements  Aa,  A&,  etc. 

Il  est  donc  démontré  que  : 

Tout  déplacement  d'un  système  rigide  peut  être  produit 
par  un  moui^ement  de  translation  qui  amène  un  quel- 
conque de  ses  points  dans  la  position  quil  doit  as^oir, 
suîui  d'un  moui^ement  de  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant  par  ce  dernier  points  et  indépendant  du  point  choisi. 

Les  cosinus  des  angles  de  Taxe  de  rotation  avec  les  axes 
X',  Y',  Z',  sont  proportionnels  àp,  17,  /*,  et  ont  par  consé- 
quent pour  valeurs 


te  même  axe  fait  avec  les  axes  des  x  ^  y^  z  des  angles  dont 
les  cosinus  seront,  par  suite, 

np  -h  bq  -{-  cr        a! p '\-  h'  q -^  c'  r        a" p  -\- h"  q  -\-  c"  r 

s/p'-i-q^-hr"  slp-'-Jf  q^-hr"     '  ^p^-^q^^^ 

216.  Valeur  de  la  rotation. —  Il  suffit  de  connaître  l'angle 
dont  tourne  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quel- 
conque sur  Taxe  de  rotation.  Nous  prendrons  à  c§l  effet  un 
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point  situé  sur  Tun  des  trois  axes,  à  la  distance  i  de  Pori- 
gine  O  :  considérons-le  par  exemple  sur  l'axe  des  z»  La  dis- 
tance de  ce  point  à  Taxe  est  le  sinus  de  l'angle  de  cet  axe 

avec  OZ,  ou  ■  - — -  ^  la  droite  qui  joint  la  première 


et  la  seconde  position  du  mênie  point  est  y/Ax'-l- Aj^*-|- A-z*, 
les  quantités  Ao:,  Aj^,  A^  étant  données  par  les  équa- 
tions (2)  dans  lesquelles  AÇ,  Ayj,  AÇ,  x'^  y  sont  sup- 
posés nuls,  et  z'=  I  ;  ce  qui  donne,  pour  la  longueur  de 
cette  droite , 

Mais  cette  même  longueur  divisée  par  la  distance  du  point 
à  l'axe  de  rotation  donne  le  double  du  sinus  du  demî-^ngle 
de  rotation ,  que  je  désignerai  par  co  \  on  aura  donc 


«n  —  tA  -—-  1 :  £. '  : 


2  sm  -  W  =  

2  ^p'-^q' 


mais  on  aurait  de  même  trouvé ,  en  choisissant  le  point  sur 
les  axes  des  x'  ou  j^', 

sjp^  -h  r' 
et 

d'où  résulte 

Aa^  ^-  Aflr''  -H  Afl">  _  A^^  + Aé>'»  4- A^^^»  __  AçM-Aç^M-^ 
q^-i-r*  ""  p^-^r"  "~  P^ -^  q^ 

_  A<i^4-Ag'^-4-Ag''^4-A!>'-{-A&''  +  A^'''^4-Ac^4-Ac'^4-Ag^'. 

L'angle  w  sera  donc  exprimé  par  la  formule  suivante,  au 
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moyen  des  données  immédiates  : 


1 

sin  -  w 

'2 

(lo) 


=  — p  Va a'-t-A  a"-^A  «"*-+-A i*-+-A  6"--i-  A  ^"*-+-  A cV  A c'^-t-  A c'  *' 
a  y  2  ^ 

217.  ie^  déplacements  de  tous  les  points  ont  des  projec- 
tions égales  sur  Vaxe  de  rotation, —  En  ellet ,  concevons  un 
plan  fixe  perpendiculaire  à  cet  axe;  tous  les  points  du  sys- 
tème s'en  éloignent  ou  s'en  rapprochent  également  par  la 
translation  commune.  Or  la  rotation  qui  suit  ne  change 
pas  leur  distance  à  ce  plan  qui  est  perpendiculaire  à  Taxe. 
Donc  les  déplacements  de  tous  les  points  donnent  une  même 
projection  sur  l'axe.  Il  en  résulte  que  si ,  par  un  même  point 
de  l'espace ,  on  menait  des  droites  parallèles  et  égales  aux 
déplacements  de  tous  les  points  du  système,  les  extrémités 
de  toutes  ces  lignes  seraient  dans  un  même  plan  perpendi- 
culaire à  Taxe*,  et,  par  conséquent,  il  suffirait,  pour  avoir 
la  direction  de  cet  axe,  de  mener  par  un  même  point  des 
droites  égales  et  parallèles  à  trois  déplacements ,  non  paral- 
lèles à  un  même  plan  \  de  faire  passer  un  plan  par  leurs  ex- 
trémités qui  ne  seront  pas  en  ligne  droite,  et  d'élever  une 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  Ton  commence  par  donner  au  système  un  mouve- 
ment de  translation  parallèle  à  l'axe  et  égal  à  la  projection 
des  déplacements  réels  sur  l'axe,  le  système  ne  devra  plus 
se  mouvoir  que  parallèlement  à  un  plan  perpendiculaire  à 
cet  axe  5  d'où  résulte  cette  proposition  ; 

Tout  niouKfement  d'un  corps  solide  peut  être  produit 
par  deux  mouvements  successifs  ^  le  premier  perpendicu- 
laire à  un  plan  y  et  le  second  parallèle  à  ce  même  plan. 

218.  Mouvement  d'un  système  parallèlement  à  un  plan. 
—  Nous  avons  démontré ,  par  une  construction  très-simple, 
que  quand  ce  mouvement  ne  consiste  pas  en  une  simple 


^48  GOUaS   DE    MECANIQUE. 

translation ,  il  peut  se  réduire  à  une  rotation.  C'est  aussi 
ce  que  le  calcul  démontre  facilement. 

En  effet,  en  prenant  les  axes  des  a:,  j^,  x\  y'  dans  le 
plan  donné,  les  équations  générales  (i)  peuvent  être  mises 
sous  la  forme  connue 

X  =i-\-  a/  ces  a  —  jr'  sin  a, 
j  ==  >j  -H  a:'  sin  a  -h  /'  cos  a , 

a  désignant  Tangle  de  Taxe  des  x^  avec  l'axe  des  x.  Or  il 
est  facile  de  voir  qu'il  existe  un  point  qui  a  la  même  posi- 
tion avant  et  après  le  déplacement  \  car  il  suflSt  de  déter- 
miner a:',  y'  par  les  conditions  Ax  =  o,   Aj^==o,  qui 

donnent 

A  Ç  -I-  x' A  cos  a  —  y  à.  sln  a  =  o , 

Aïj  H-  ^'Asin  a  -f- j'Acosa  =  o. 

Ces  équations  déterminent  un  seul  système  de  valeurs 
de  x'^  y\  et,  par  conséquent,  un  seul  point  du  système 
ayant  la  même  position  après  et  avant  le  déplacement.  Les 
coordonnées  de  ce  point  ne  peuvent  jamais  être  infinies, 
parce  que  leur  dénominateur  commun  est 

(A  COS  a)'  4-  (A  sin  a)% 

et  ne  peut  jamais  être  nul ,  à  moins  toutefois  que  l'on  n'ait 

A  cos  a  =  o ,      A  sin  a  =  o , 

ce  qui  supposerait  que  l'angle  a  est  resté  le  même,  et  que, 
par  conséquent,  le  mouvement  consiste  dans  une  simple 
translation.  D'où  se  conclut  cette  proposition  ; 

Tout  déplacement  (ïun  corps,   dans  lequel  ses  points 
restent  dans  des  plans  parallèles  à  un  plan  Jlxe^  et  qui 
ne  consiste  pas  dans  une  simple  translation ,  peut  être 
produit  par  une  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire 
à  ce  plan. 
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21 9.  Tout  déplacement  peut  être  produit  par  un  riiouv^e- 
ncnt  hélicoïdal.  —  En  effet,  tout  déplacement  d'un  corps 
peut  être  produit  par  une  translation  suivie  d'une  rotation 
lutour  d'un  axe  de  direction  fixe.  Or  cette  translation  peut 
itre  remplacée  par  deux  autres  successives  :  l'une  parallèle 
\  l'axe  et  de  grandeur  invariable*,  l'autre  perpendiculaire 
î  Taxe  et  dépendant,  ainsi  que  la  position  absolue  de  l'axe, 
lu  point  choisi  pour  déterminer  la  translation.  Cette  der- 
nière translation  et  la  rotation  déterminant  un  mouvement 
parallèle  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  peuvent  être 
remplacées  par  une  simple  rotation  autour  d'une  parallèle  à 
cet  axe.  Donc  : 

Tout  déplacement  d'un  corps  peut  être  effectué  en  le 
liant  à  une  droite  fixe  et  le  faisant  glisser  le  long  de 
cette  ligne j  puis  tourner  autour  d'elle  ^  et  ces  deux  mou- 
vements successifs  peuv^ent  être  remplacés  évidemment  par 
un  mouvement  hélicoïdal. 

Cette  proposition  est  démontrée  ici  pour  un  déplacement 
Bni  quelconque.  Elle  n'avait  été  considérée  précédemment 
]ue  dans  le  cas,  le  plus  généralement  utile,  d'un  déplace- 
nent  infiniment  petit. 

220.  Les  quantités  p^cj^r  ont  entre  elles  des  relations  qui 
)euvent  servir  quelquefois  à  la  simplification  des  formules, 
;t  que  nous  allons  faire  connaître.  Soit  O  {fig*  5i)  le  point 
le  rencontre  des  axes  mobiles  X'Y'Z'*,  supposons-le  fixe, 
;t  menons  trois  axes  OX,  OY,  OZ  parallèles  aux  axes  fixes. 
>oit  OI  l'axe  autour  duquel  s'opérerait  la  rotation  qui 
amènerait  le  système  dans  la  position  déterminée  par  les 
accroissements  A  a,  A  6,  etc.^  les  cosinus  des  angles  de  01 
avec  les  axes  X',  Y',  Z'sont  proportionnels  àyy,  </,  r.  Conce- 
vons que  trois  axes,  coïncidant  d'abord  avec  X,  Y,  Z,  soient 
liés  à  X',  Y',  Z'  et  entraînés  avec  eux.  Soient  Xi  Yi  Zi  les 
positions  dé  ces  nouveaux  axes  après  le  déplacement  effec- 
tué. Prenons  sur  OX,  OXj  les  longueurs  OA ,  OA  j  égales  à  i  ; 
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le  point  qui  était  en  Â  avant  la  rotation,  sera  arrivé  en  A^, 
et  par  conséquent  AA,  fera  un  angle  droit  avec  l'axe  OL   . 

Or  les  axes  X'Y'Z'  dans  leur  nouvelle  position  font 
avec  OXi  les  mêmes  angles  qu'ils  faisaient  primitivement 
avec  OX,  puisque  OXi  qui  leur  est  lié  coïncidait  d'abord 
avec  OX  ^  les  cosinus  de  ces  angles  sont  donc  a ,  6 ,  c.  Ces 
mêmes  axes  font  avec  OX  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
a  -t-  Aa,  h  -t-  Ai,  c  -\-  Ac.  Ces  derniers  sont  les  projec- 
tions de  OA  sur  les  axes  X' Y'Z',  et  les  premiers  les  pro- 
jections de  OA'  sur  les  mêmes  axes;  de  sorte  que  Aa,  Ai, 
Ac  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  de  la  droite  A'A 
sur  les  axes  X'Y'Z',  et,  par  conséquent,  les  cosinus  des 
angles  que  la  direction  A' A  fait  avec  les  axes  X',  Y',  Tl 
sont  proportionnels  à  Aa,  A6,  A  c,  et  respectivement  de 
mêmes  signes.  Donc,  puisque  les  directions  01  et  Â'A  sont 
perpendiculaires  entre  elles,  on  aura 

En  considérant  les  axes  des  Y  et  Z  au  lieu  de  l'axe  des  X,  , 
on  aura  deux  équations  analogues  ;  ce  qui  donne  les  trois 
équations  suivantes  : 

pAa^  -hqàb'  -^  r^c'  =  o, 
pla''-hq^b''-i-  r^c"z=iO, 

Si  maintenant  on  fait  pour  les  axes  des  x' ^  jr\  z'  ci^e 
qu'on  vient  de  faire  sur  ceux  des  x^  y^  z ,  c'est-à-dire    si 
l'on  prend  sur  chacun  de  ces  axes  un  point  à  la  distance    I 
de  l'origine,  et  que  l'on  exprime  que  la  droite  qui  joint  1*- 
première  et  la  seconde  position  de  chacun  d'eux  estperpe»^^ 
diculaire  à  01,  on  aura  trois  équations  nouvelles. 

En  prenant,  par  exemple,  le  point  sur  OX',  les  proj 
tions  de  son  déplacement  sur  les  axes  X,  Y,  Z  seront  £^ 
A  a',  Aa",  et  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  ang^ 
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que  fait  av«c  X,  Y,  Z,  la  direction  suivant  laquelle  le  point 
s'est  déplacé.  Si  on  les  multiplie  respectivement  par  les  co- 
sinus des  angles  que  fait  01  avec  ces  mêmes  axes,  la  somme 
de  ces  produits  sera  nulle ,  puisque  l'angle  des  deux  direc- 
tions est  droit.  On  obtient,  de  cette  manière,  les  trois 
équations  suivantes  : 

{ap  -^  bq  ■Jhcr)^a  H-  [a' p  -h  b' q  -\- c' r)  ^a' 
-h{a'p  -hb^'q-^  c'V)  àa''  =  o, 

(ap-^bq-^  cr)^b -hia'p -^b^q -^-c'r)  \b* 
('^)         \  ^{a''p-hb''q-hc''r)^b''  =  o, 

{ap  -i-bq  ■+-  cr)  {Hc  +  [a' p  +  b' q  -^  c' r)  ^c' 
-f-  [a"p  -^b"q-h  c"r)  Ac"  =  o. 

221 .  Directions  sur  lesquelles  les  projections  de  tous  les 
déplacements  sont  égales. —  Nous  avous  déjà  reconnu  que 
les  projections  de  tous  les  déplacements  sur  l'axe  sont 
égales  ;  il  n'est  pas  inutile  de  montrer  comment  cette  ques- 
tion pourrait  être  traitée  directement. 

Soient  X,  fx,  v  les  angles  que  forme  avec  les  axes  x\  y' ^  z' 
une  direction  jouissant  de  cette  propriété.  Les  composantes 
du  déplacement  d'un  point  quelconque ,  parallèlement  aux 
mêmes  axes,  étant 

[  a^x -\- a'^y -{- a"^Zy 
(i3)  \b^x  +  b'^y-^-b"^z, 

\  cLx -\- (/ ^y -{- c" Lz^ 

la  projection  de  ce  déplacement  sur  la  direction  dont  il 
s'agit,  sera 

(aAx4-«'A/  +  a"Az)cos>  -H(èAJC  +  è'Aj+  ^"A3)coSfx 
H-  (cAar4-c'Aj  -f-  c"A3)cosv, 

et  il  faut  déterminer  cos  X ,  cos  [t. ,  cos  v  de  telle  sorte,  que 
cette  quantité  soit  constante,  quelles  que  soient  les  valeurs 
données  aux  quantités  x\y' ^  z' ,  Or  il  est  nécessaire  et  suf- 
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fisant  pour  cela  que  les  coefficients  de  ces  trois  variables 
indépendantes,  dans  l'expression  ci -dessus,  soient  nuls 
quand  on  y  remplacera  Aj:,  Ay,  Az  par  leurs  valeurs 
données  par  les  équations  (2).  On  trouve  ainsi  les  trois 
équations 

4-  (cA«4-c'Aû'-|-r"Aa")  cosv  =  o, 

.(ârA6  4-a'A6'-ha"A^")cosX  +  (èAè4-^'A^'+6"A6")coSfA 
('*^  ^  +(cAè  +  c'Aè'  +  c"Aè")cosv  =  o, 

{a^c-^  a'àc-h  a"^c")  cosX  +  (ô  Ac  +  ô'Ac'-h  6"Ac")cosfA 
.     4-(cAc4-c'Ac'  +  c"Ac")cos  V  =  0. 

Ces  équations  déterminent  les  rapports  des  trois  quan- 
tités cos  \ ,  cos  \i. ,  cos  V.  Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  rap- 
ports sont  précisément  ceux  des  quantités/;,  q^  r\  car,  si 
l'on  remplace  les  premières  par  les  secondes  dans  les  der- 
nières équations ,  elles  deviennent  des  identités  en  vertu  des 
équations  (rs).  Donc  la  direction  unique  déterminée  par 
les  équations  (  i4)  coïncide  avec  celle  de  Taxe  de  rotation; 
ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

Tous  les  déplacements  ayant  des  projections  égales  sur 
l'axe,  il  s'ensuit  que  des  déplacements  faisant  avec  l'axe  des 
angles  égaux  différents  d'un  angle  droit  sont  égaux,  et  réci- 
proquement. Cette  condition  renferme  le  cas  de  déplace- 
ments parallèles. 

222.  Équations  de  Vaxe  de  rotation  et  de  glissement, 

Les  points  de  cet  axe  se  distinguent  de  tous  les  autres  paL*^ 
cette  propriété,  que  leurs  déplacements  sont  parallèles  à  Isi 
direction  de  cette  même  ligue.  Or  les  cosinus  des  angles  qi:»-^ 
fait  avec  les  axes  XYZ  la  direction  du  déplacement  d'uu^ 
point  quelconque,  sont  proportionnels  à  Aj:,  Ay,  A^j  ^ 
ceux  des  angles  que  fait  Taxe  de  rotation  avec  ces  mênB.^ 
axes  sont  proportionnels  à 

ap  -\-  hq  -^  cfy     a' p  ->r  h'  q  -{-  c  r^     a" p  -^  h"  q '\'  c*^  r. 
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Les  points  de  l'axe  cherché  sont  donc  déterminés  par  les 
équations 

àx  Aj  Az 

(i3)  -  - 


ap-{-  bq-^cr       a' p -\- b* q  +  c' r       a" p  ^  b"  q  -^  c"  r^ 

et  si  Ton  y  remplace  Ax,  Ay,  Az  par  leurs  valeurs  don- 
nées par  les  équations  (2),  on  aura  deux  équations  du  pre- 
mier degré  entre  x' ^y' ^  z\  et  les  données,  qui  représente- 
ront la  droite  cherchée  rapportée  aux  axes  X' Y'Z'.  Nous 
allons  réduire  ces  équations  à  l'expression  la  plus  simple; 
pour  cela ,  nous  commencerons  par  mettre  les  précédentes 
sous  cette  forme, 

(â(  4-  I  Aa)  Ax  (fl'  4-  \  La')  A7 


(a  +  I  Aa)  {^ap  -+-  ^7  +  cr)        [a'  -+-  \  La')  [a' p  -\-  b' q  -{- c' r) 

[a" -\' ^  :^a"  )  Lz 

—  [a"  +  \  La")  [a"p  -f-  b" q  -\-  c" r) 

En  ajoutant  les  numérateurs  entre  eux  ainsi  que  les  dé- 
nominateurs ,  on  aura  encore  une  fraction  égale.  La  somme 
des  dénominateurs,  en  vertu  des  équations  (12)  se  réduira 
à  p.  La  sdinme  des  numérateurs  sera,  d'après  les  équa- 
tions (2),  h-{-qz'  —  /y',  en  posant 

(a -f- 1  Afl)  AÇ  +  (a' +  I  Art')  Ay]  4- (fl" -t- T  Art")  AÇ  == //. 

Les  fractions  (i3)  sont  donc  égales  à '—» 

En  faisant  relativement  aux  lettres  i  et  c  des  calculs 
analogues  à  ceux  que  nous  venons  de  faire  relativement 
i  a,  on  trouvera  que  les  fractions  (i3)  sont  égales  aux 
nouvelles  expressions 

/  4-  rx'  —  pz'        k  -f-  pjr'  —  qjcf 

q  r 

les   quantités  A,  1,  h  étant  déterminées  par  les  équations 
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suivantes  : 

A  =  (a  4-  7  Au)  A?  +  («'  -f-  T  ^a')àr^  -f-  {a"  +  t  Au")  AÇ,. 
i=(^+|A^»)AÇ+(è'  +  |Aè')A>,  +  (6"4.^A6")AÇ, 
/'  =  (c  +  I  Ac)  A|  4-  (c'  4-  I  Ac')  A>j  -f-  (c"  4-  |  Ac")  AÇ. 

Les  équations  de  l'axe  seront  donc 

h-^-  qz'  ^-  ry       i  4-  rx'  — pTl       k  4-  p^  4*-  7^' 

Ces  fractions  sont  égales  à  celle  que  l'on  obtiendrait  en 
multipliant  les  deux  termes  de  la  première  par  j»,  de  la  se- 
conde par  y,  de  la  troisième  par  r,  et  ajoutant  termes  à 
termes  ces  nouvelles  fractions  5  ce  qui  donne 

ph  4-  qi  4-  rk 
p^-hq^-^-  r"' 

Or,  d'après  les  valeurs  de  A,  i,  A,  on  trouve,  en  tenan 
compte  des  équations  (11), 

ph  -4-  qi  4*  rk  =  (ap  4-  ^^  4-  cr)  AÇ  4-  («'/?  4-  ^'^  4-  c  r)  Ai} 


Mais  le  second  membre  de  cette  équation,  divisé 


s/p^  4-  (jf^-\-  /•*,  serait  la  projection  du  déplacement  de  V 
rigine  sur  la  direction  de  l'axe  de  rotation.  Si  donc  on  d 
signe  cette  projection  constante  par  y,  on  aura 


ph  4-  qi  -i-  rk  =  yj  ^p^  _|-  çr»  -f-  7-2. 

Les  équations  des  projections  de  l'axe  sur  les  trois  plai-us 
coordonnés  X'  Y'  Z'  seront  donc 


// 


-\-qz'—ry i-^rx'—pz'  __  k -^ py'  —  qx' 


P  y  '  slp^-^q^-^  ^ 
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rx  —  pz  =r  V     i , 


Sî ,  dans  tous  les  calculs  précédents  on  suppose  les 
lenls  infiniment  petits  et  exécutés  dans  un  temps 
mt  vers  zéro,  tous  les  accroissements  tendront  aussi 
»,  et  les  équations  que  nous  avons  obtenues  donne- 
relations  entre  les  limites  des  rapports  des  accrois- 
des  variables  ou  entre  leurs  différentielles.  On  les 
les  premières  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
rdre ,  et  changeant  la  caractéristique  A  en  d.  Mais 
;  l'homogénéité  soit  en  évidence,  p,  y,  r  devenant 
itités  infiniment  petites,  nous  les  remplacerons, 
formules  précédentes,  par  pdt^  qdt^  rdt.  Au 
5  équations  que  nous  allons  obtenir  pourraient  être 
directement  des  équations  (i)  par  des  différentia- 
des  calculs  analogues  à  ceux  que  nous  avons  faits 
cas  des  déplacements  finis.  Les  déplacements  et 
mposantes  Ao:,  Aj-,  A^,  étant  divisés  par  A^, 
ït  à  la  limite  les  vitesses  et  les  composantes  des  vi- 

>  -7-9  -r?  et,  comme  les  vitesses  et  les  déplace- 

composent  et  se  décompose  ut  suivant  les  mêmes 
n  voit  sans  peine  que  toutes  les  propositions  trou- 
les  déplacements,  étant  considérées  à  la  limite, 
Qt  des  propositions  analogues  sur  les  vitesses  des 
1  système.  Nous  allons  examiner  rapidement  ces 
propositions 5  mais,  auparavant,  nous  croyons  de- 
peler  quelques  formules  élémentaires  que  nous 
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pourrions  regarder  comme  connues ,  mais-  dont  il  importe 
de  fixer  le  sens  avec  précision. 

Révision  de  quelques  formules  élémentaires  de  géométrie 

analytique. 

224.  angles  formés  a^ec  les  axes  par  une  droite  per- 
pendiculaire  sur  deux  autres,  —  Soient  (aêy) ,  (a'  6'  y')  les 
angles  formés  par  les  directions  des  droites  données  avec  les 
axes  positifs  des  a:,  j^,  >2^  et  X,  fz,  v  les  angles  que  forme 
avec  ces  mêmes  axes  la  direction  de  la  perpendiculaire;  on 
aura  les  deux  conditions 

CCS  a  ces  \  -H  ces  6  ces  p  +  cos  7  cos  v  ==  o , 
ces  a' cos  \  +  cos  6'  cos  fx  -f-  cos  7'  cos  v  =  o. 

Ces  deux  équations  déterminent  les  rapports  des  trois  co- 
sinus inconnus,  et  donnent 

cos  A  ;  cos  fx  :  cos  V  :  :  cos  6'  cos  7  —  cos  7'  cos  6 

:  cos  7'  cos  a  —  cos  a'  cos  7  :  cos  cl'  cos  6  —  cos  ê'  cos  a; 

et  comme  la  somme  des  carrés  des  trois  cosinus  est  ^ale  à 
r  uni  té,  on  aura,  en  posant  d'abord 

(cos  é'  cos  7  —  cos  7'  cos  6)'  +  (COS7'  cos  a  —  cos  a'  COS7)' 

(cos  otf  cos 6  —  cos  6'  cos  a)*  =  D% 


cos  6'  cos  7  —  cos  7'  cos  6 

cos  A  =r  ,     _ , 

dzD 

cos  7'  cos  a  —  cos  a!  cos  7 
cos^= ^^ ?, 

cos  a'  cos  6  —  cos  6'  cos  a 
±D ' 


cos  V  = 


le  dénominateur  devant  être  pris  avec  le  même  signe  pour 
les  trois  cosinus ,  qui  doivent  être  dans  le  même  rapport 
que  leurs  numérateurs.  Quant  à  la  valeur  de  D',  elle  ^^ 
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nettrc  sous  la  forme 

(ces'  a  -h  cos=  6  +  ces'  7  )  (  cos'  a'  4-  cos'  6'  -+-  cos-  7' ) 
—  (cos  a  cos  a'  -H  cos  6  cos  6'  +  cos  7  cos  7')^  ; 

!  est  donc  égale  à 

I  —  cos^  V    ou    sin^  V, 

tant  l'angle  des  deux  droites;  on  a  donc 

cos  \  =  db  - — rr  (  cos  ê'  cos  7  —  COS  7'  COS  ^  ) , 

sin  V        .  ' 

cos  a  =  ±  -. — rr  (cos  7'  COS  CL  —  COS  Ot!  COS  7  )  , 

sin  V  ^  ' 

COS  V  =  d:;  -: — --  (  cos  atf  cos  6  —  cos  6'  cos  a) . 
sin  V  ' 

trouve  ainsi  deux  directions  opposées 5  et,  en  effet,  rien 
ju'ici  n'a  déterminé  lequel  des  deux  sens  on  voulait  con- 
;rer  sur  la  perpendiculaire. 

!25.  Distinction  du  sens  de  la  perpendiculaire  à  deux 
actions, — Concevons  par  l'origine  deux  droites  parallèles 
:  directions  dél/irminées  par  les  angles  (aêy),  («'ê'y'); 
nons  sur  la  première  un  point  quelconque  :  ses  coordon- 
s  :r,y,  z  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles 
5,  y,  et,  respectivement,  de  mêmes  signes  :  par  ce  point, 
nons  une  parallèle  à  la  direction  déterminée  par  les 
;les  a',  ê',  7',  et  concevons  un  point  en  mouvement  sur 
te  dernière  direction.  Le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine 
e  point  partira  de  la  direction  (aêy)  et  ira  en  se  rappro- 
mt  de  la  direction  (a'  S'y)  qui  passe  aussi  par  l'origine. 
Supposons  maintenant  un  observateur  placé  dans  la  per- 
ndiculaire  au  plan  des  deux  droites,  les  pieds  appuyés 
r  ce  plan*,  le  mouvement  du  rayon  vecteur  lui  paraîtra 
ïxécuter  de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche,  sui- 
nt qu'il  sera  placé  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  plan.  Nous 
1.  17 
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avons  distingué  ces  deux  sens  en  appelant  direct  celui  où 
le  mouvement  s'effectue  de  gauche  à  droite ,  et  rétrograde 
celui  où  il  s'effectue  de  droite  à  gauche*,  et  nous  nommons 
direction  de  Vare  du  plan  des  deux  droites  dans  Icjquel 
s'effectue  le  mouvement,  celle  de  la  perpendiculaire  dans 
le  sens  pour  lequel  ce  mouvement  est  direct. 

Les  valeurs  des  cosinus  des  angles  X,  jjt,  v  que  fait  la 
perpendiculaire  avec  les  axes  de  coordonnées  sont,  d'après 
la  formule  précédente,  dans  laquelle  on  remplacera  cosa, 
cos  6 ,  cos  y ,  par  .r ,  j^  z  ^ 

m 

Y  cos  7'  —  z  cos  €' 

cos  A  •=. î-i , 

z  cos  af  —  X  cos  7' 
cos  u.  = -7- t 

X  cos  6'  —  y  cos  a' 

cos  V  =  ; 9 

la  valeur  de  p  étant 

sj^y  cos 7' — zcosê')'+  (zcosa' — :ccos7')'-4-  (a; cos 6' — jcosa')'; 

de  sorte  que  p  n'est  autre  chose  que  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  droite  menée  par  le  point  x^  y,  z^ 
dans  la  direction  (a' 6' y').  Il  ne  s'agit  plus  que  de  savoir 
quel  est  le  signe  qu'il  faut  donner  à  p  pour  que  les  angles 
i ,  (jt ,  V  se  rapportent  à  la  direction  de  l'axe  du  plan ,  telle 
que  nous  l'avons  définie.  Remarquons  d'abord  que  si  dans 
un  plan  de  direction  quelconque,  que  nous  ferons  passer, 
pour  plus  de  simplicité,  par  l'origine,  un  rayon  vecteur  se 
meut  autour  de  ce  dernier  point  dans  un  certain  sens ,  et 
(|ue  l'on  considère  la  projection  mobile  de  ce  rayon  vecteur 
sur  un  autre  plan;  l'axe  de  ce  dernier  mouvement  sera 
celui  des  deux  directions  de  la  perpendiculaire  à  ce  nou- 
veau plan  qui  fera  un  angle  aigu  avec  la  direction  de  l'axe 
du  premier  mouvement. 
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i   Cela  posé,  considérons  d'abord  la  projection  du  rayon' 
vecteur  sur  le  plan  XY,  et  désignons  par  B  Fangle  que  sa 
'direction  forme  avec  celle  des  x  positifs,  de  telle  sorte  que 

•4'axe  positif  des  y  corresponde  h  9  =  --  Le  mouvement  sera 

direct  relativement  à  Taxe  des  z  positifs,  si  0  va  en  crois-,^ 
sant^  et,  dans  le  cas  contraire,  il  sera  direct  par  rapport  k 
Taxe  des  z  négatifs.  Et  Ton  sait  d^ ailleurs  qu'un  angle  croît 
ou  décroit  toujours  en  même  temps  que  la  valeur  algé- 
brique de  sa  tangente. 

Or  la  projection  sur  XY  du  rayon  vecteur  mené  au  point 
(a:,  y^  z)  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  a 

pour  expression  générale -•  Si  le  point  x^  j^  z  s'avance 

dans  la  direction  (a' 6' y')  d'une  quantité  quelconque  m, 
cette  tangente  devient 

r  -h  m  ces  6' 

"  • 

m  cos  a' 


son  accroissement  est  donc 

m  [x  cos  ^'  —  X  cos  a'  ) 
J7*  -h  m.v  cos  a'         ' 

et,  comme  on  peut  supposer  m  assez  petit  pour  que  le  dé- 
nominateur soit  positif,  le  signe  de  cet  accroissement  sera  le 
même  que  celui  du  numérateur,  ou  de  x  cos  6'  —  ycosx\ 
Ainsi,  la  projection  du  rayon  vecleur  sur  XY  aura  un 
mouvement  dont  Taxe  sera  l'axe  des  z  positifs,  si  l'on  a 

.r  cos  ^'  —  Y  cos  a'  ^  f  >  ; 

et,  par  suite,  l'axe  du  mouvement  dans  l'espace  et  l'axe 
^s  z  positifs  feront  un  angle  aigu.  De  même,  les  projec- 
tions sur  YZ  auront  un  mouvement  direct  par  rapport  aux 

ï7- 
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axes  des  x  et  des  y  positifs ,  si  Ton  a 

/  cos  7'  —  z  cos  6' ^  o ,      z  cos  a'  —  x  cos 7'  ^  o. 

Dans  le  cas  où  une  de  ces  inégalités  serait  de  sens  con- 
traire, il  serait  direct  par  rapport  à  l'axe  négatif,  et  l'axe 
du  mouvement  ferait  un  angle  obtus  avec  Taxe  positif  cor- 
respondant. 

On  voit  donc  que  les  cosinus  des  augles  que  fait  Taxe  du 
mouvement  que  nous  considérons ,  avec  les  axes  positifs  jc, 
y,  z ,  sont  de  mêmes  signes  respectivement  que  les  numé- 
rateurs des  valeurs  trouvées  précédemment  -,  que ,  par  con- 
séquent, on  doit  prendre  p  positivement  5  ce  qui  donne  les 
formules  suivantes  : 


\ 


Y  cos  7'  —  Z  COS  6' 
COS  A  = t 

P 


,   ,  Z  cos  a  —  X  cos  7 

(l)  '  COSa=  î-9 

\    /  •  '  p 

a:  cos  6'  —  y  cos  a' 
cos  V  =  ■ • 

Si  maintenant  on  remplace  x^  y,  z  par  les  quantités  pro-  — 
portionnelles ,  et  respectivement  de  mêmes  signes,  cos osz  , 
cos  o ,  cos  y,  on  aura 

I 

cos  X  =    .    „  (cos  6  cos  7'  —  cos  7  cos  6M , 
smV  ' 

(1)  <  cos  jx  =  -7—7:  (cos  7  cos  a'  —  cos  a  cos  7'  ) , 

\    /  »         '^         smV  '  ^ 

cos  V  =    .    „  (cos  a  cos  6'  —  cos  6  cos  a'  ) , 
smV  ' 

V  désignant  encore  l'angle  des  deux  directions. 

Ces  formules  se  rapportent  à  l'axe  du  mouvement  ex^*" 
ciité  dans  le  plan  des  deux  directions  (oc^  ë^  y)^  («',  S\  y'  ) 
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par  un  rayon  vecteur  tournant  autour  de  leur  point  de  ren- 
contre, en  partant  de  la  première  et  se  rapprochant  de  la 
seconde.  Si  l'on  faisait  une  construction  analogue ,  en  sub- 
stituant chacune  des  deux  directions  à  Tautre,  on  aurait 
un  mouvement  en  sens  inverse;  et,  eu  effet,  les  formules 
précédentes  des  cosinus  changeraient  évidemment  de  signe 
sans  changer  de  valeur  absolue. 

Si  les  deux  directions  données  étaient  rectangulaires ,  on 
aurait* 

ces  "k  =r  CCS  6  cos  7'  —  ces  7  cos  6', 

(3)  i  cos  fx  =  cos  7  cos  af  —  cos  a  ces  7', 

cos  V  =  cos  a  cos  6'  —  cos  6  cos  a'. 

226.  Si  l'on  prend,  à  partir  de  Forigine,  une  longueur  q 
sur  la  direction  a',  6',  y\  on  aura,  en  désignant  par  x\  y', 
2'  les  coordonnées  de  son  extrémité , 

x'=  q  COS(x\     j'=:^cos6',     z' =  ^  cos  7' ; 
et  les  formules  (i)  deviennent 

jz! — zy  =  pqcos'ky  za/ — j:z' = /?gr  cos  fi,  a:/' — yx^:=^pq  cos  tt. 

Or,  d'après  ce  que  représente  p,  pq  est  l'aire  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  droites  menées  de  l'origine 
aux  points  xyz^  x* y'  z* .  Désignant  cette  aire  par  P,  on 
donc  aura  les  trois  équations  suivantes  : 

(4)  P  cos  X  =  yz' —  zf  y  P  cos  fi  =  zxf —  xz\  P  cos  v  =  xy^ —  yx\ 

^î  /Ji,  V  se  rapportant  à  l'axe  de  l'aire  décrite  par  un  rayon 
vecteur  passant  par  l'origine  et  marchant  de  xyz  vers 
^  y  z'  par  le  plus  court  chemin.  Et,  si  sur  la  direction  de 
cet  axe  on  prend  une  longueur  qui  représente  l'aire  P,  ces 
dernières  expressions  représentent  en  grandeur  et  en  signe 
ies  projections  de  celte  longueur  sur  les  axes  des  coor- 
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227.  Formules  pour  la  transformation  des  coordonnées, 
—  Proposons -nous  de  passer  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  a: ,  j",  z  à  un  système  quelconque  de  coor- 
. données  obliques  x' ^y\  z'  ayant  même  origine  5  et  suppo- 
sons, comme  nous  le  ferons  toujours,  que  la  disposition  des 
axes  soit  telle  que,  si  un  rayon  vecteur  se  meut  autour  de 
l'origine  dans  les  trois  angles  des  axes  positifs ,  en  partaùt 
de  l'axe  des  x^  et  marchant  vers  l'axe  des  y^  puis  vers 
celui  des  z  pour  revenir  à  l'axe  des  a:,  les  directions  des 
axes  positifs  soient  respectivement  les  axes  de  ces  trois 
mouvements.  Soient  a,  a',  a"  les  cosinus  des  angles  que  la 
direction  des  x'^ positifs  fait  avec  les  directions  respectives 
des  x^  j^  z  positifs*,  i,  b\  b"  les  cosinus  relatifs  à  la  di- 
reclion  des^'  positifs  \  et  c,  c',  c"  ceux  qui  se  rapportent  à 
la  direction  des  z'  positifs. 

Considérons  un  point  quelconque  M  (fig^  Sa) ,  dont  les 
trois  coordonnées  x' ^  y\  z'  soient  représentées  par  AP, 
PQ,  QM;  abaissons  MR=:x,  perpendiculaire  surYZ,  et 
joignons  RA.  Ce  polygone  fermé  étant  supposé  projeté  suf 
AX,  donnera 

ax'  -h  by'  '\-  ct!  —  a;  =  o , 

pourvu  que  les  quatre  coordonnées  x\y\  z' ^x  soient  po — 
sitives.  Si  Tune  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple y^ 
était  négative,  le  côté  du  polygone  qui  doit  être  pris  en  vaa-- 
leur  absolue  serait  — y' \  mais,  comme  il  serait  alors  parr- 
couru  dans  le  sens  desj^'  négatifs,  le  cosinus  qui  le  multS.  ■ 
plie  changerait  de  signe  et  serait  — h\  le  terme  que  l'c 
doit  écrire  est  donc  toujours  £y',  et  l'équation  est  général 
en  regardant  comme  négatives  les  coordonnées  dirigé 
en  sens  contraires  des  axes  déterminés  par  les  cosin 
donnés. 

On  trouverait  deux  autres  équations  analogues',  en  co 
sidérant  les  coordonnées  j-  et  z.  Les  équations  générales  ^ 


K 
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brmation  seront  donc 

y  =  fl'x'+  b'  y'  +  c'z', 

1  aura  les  conditions  nécessaires 


h'^^h'^'\'b"^:=ix, 
c'-i-  c/'  +c"'=  i; 

nouveaux  axes  étaient  rectangulaires,  on  aurait  de 

ab-\'a'b'-\'a"b"=:zo, 
ac  +«VH-a"c"  =  o, 
bc-^b'c'  ■Ar.b"c"=o, 

•te  qu'on  ne  pourrait  prendre  arbitrairement  que  trois 
3uf  quantités  a^h^c\a'  ^  b\  c'\  a",  h"  ^  c". 
i  deux  systèmes  étant  rectangulaires,  on  peut  passer  du 
1  au  premier  par  des  formules  semblables^  de  sorte 
!S  équations  (i) ,  (a) ,  (3)  entraînent  les  suivantes  : 

a/  z=ax  -\-  a! y  +  a"  z^ 
y  ^bx-\-b'y-hh"z, 
z'   z=  r j:  +  i/ y  -f-  c"z; 

«'  -H-^2  -hc'  =1, 
n'-'  +  b'^-^'c'^z^i, 

aa'  -4-  bb'  -h  ce  =  o, 
aa"  -h  bb"  4-  ce"  z=  o, 
a'a"'\-b'b"-^c'c"z=o. 

iroquement,    ces  équations  entraîneraient  les   prc- 


I 
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inières;  et  les  deux  systèmes  (i),  (2),  (3),et  (4)>  (5),  (6) 
sont,  par  conséquent,  identiques. 

Les  quantités  abc^  a'V  c\  a"b"c"  satisfont  à  d'autres 
relations  importantes,  qui  pourraient  se  déduire  des  précé- 
dentes ,  en  laissant  d'abord  une  ambiguïté  qu'on  ne  fait  dis- 
paraître qu'avec  un  peu  de  peine.  Nous  allons  montrer 
comment  on  peut  les  obtenir  d'une  manière  beaucoup  plus 
simple,  et  sans  aucune  incertitude  sur  les  signes. 

Nous  remarquerons  d'abord  qu'il  y  a  deux  suppositions 
k  faire  sur  l'ordre  des  axes  positifs  des  deux  systèmes  de 
coordonnées ,  qui  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres.  S'ils 
sont  dans  le  même  ordre,  on  pourra  faire  coïncider  les  di- 
rections des  x',  y'^  z'  respectivement  avec  celles  des  x,  j,  z 
positifs.  S'ils  sont  en  ordre  inverse,  lorsque  les  directions 
des  x'  et  des  j^'  seront  amenées  à  coïncider  avec  celles  des  x 
et  des  j^  positifs,  les  directions  des  z'  et  des  z  positifs  se- 
ront directement  opposées. 

L'axe  des  x'  étant  perpendiculaire  au  plan  des  axes  des 
y'  et  des  z\  les  angles  qu'il  fait  avec  les  trois  axes  des  x^y^  z 
se  détermineront  d'après  les  formules  (3)  du  n*^  225;  il 
faudra  d'ailleurs  s'assurer  si  les  axes  des  x\  y' ^  z.    sont: 
dans  le  môme  ordre  que  les  premiers.  Dans  cette  hypo — 
tbèse,  Taxe  des  x'  positifs  est  l'axe  relatif  au  mouvemeaX 
d'un  rayon  vecteur  partant  de  AY'  et  se  rapprochant  4^5 
KV \  les  angles  a,  6,  y  des  formules  (3  )  se  rapportent  dom-Cî 
à  AY',  et  ont  pour  cosinus  i,  h\  h" \  a',  6',  y'  se  rapportearxt; 
à  AZ',  et  leurs  cosinus  sont  c,  c',  c"  \  ce  serait  l'inverse   sî 
l'ordre  des  trois  axes  était  inverse. 

Si  donc  on  remplace,  dans  les  formules  (3),  cos  i,  cos  /ut, 
cos  V,  para,  a',  a'',  on  aura,  dans  l'hypothèse  d'une  dis- 
position semblable  dans  les  deux  systèmes  d'axes, 

a  —  h'c"--c'h'\     a'=ich"—hc\     a"  —  hc' —  cb\ 


PRBHlilLE   ANNÉE.    —    STATIQUE.  265 

le  cas  d'une  disposition  inverse , 

fJh"  —  b'c\     a'  =  bc"  -  cb\     a"  =  ch'  —  bt/, 

5 qui  ne  diCfèrent  des  premières  que  par  le  change- 
signe  des  seconds  membres. 

îssant  de  la  même  manière  pour  les  axes  des  y'  et 
n  aura  des  équations  semblables^  de  sorte  que  les 
mités  abc^  a'  b' c' ^  a"b"  c"  sont  liées  par  les  rela- 
yantes, dans  le  cas  où  la  disposition  des  deux  sys- 
ixes  est  la  même  : 

=  b'c"  —  (/  b\  a'  =r  cb''  —  bc\  a"  =  bc'  —  c6', 
^t/a"  -  a'c\  b'  =  ac"  —  ca\  b"  =  ca'  —  ai/, 
=  a'b"  —  b'a%     c'  =z  ba''  —  ab'\     c"  =  ab'  —  ba\ 

as  où  la  disposition  des  axes  serait  inverse,  il  fau- 
nger  les  signes  des  seconds  membres  de  ces  neuf 
s. 

-iCS  nouveaux  axes  x'^  y\  z\  au  lieu  d'être  déter- 
r  neuf  quantités  entre  lesquelles  il  existe  six  rela- 
urraient  l'être  par  trois  seulement,  et  nous  allons 
naître  les  formules  données  à  cet  eflet  par  Euler. 
upposerons  que  les  nouveaux  axes  aient  la  même 
)n  que  les  premiers ,  et  nous  les  déterminerons  en 
l'angle  (|;  (//^**.  53)  que  forme  avec  Taxe  des  x  po- 
'ace  AR  du  plan  Y'  X'  sur  XY  \  T angle  0  que  forme 
l'y'  avec  XY,  qui  est  aussi  celui  des  axes  AZ, 
îufin  l'angle  <f  que  forme  AX'  avec  AR^  mais  il  est 
d'indiquer  avec  précision  le  sens  dans  lequel  cba- 
2S  angles  est  estimé. 

:ompterons  Taiigle  ^^  dans  le  sens  du  mouvement 

AX  vers  AY,  et  il  pouna  varier  de  o  à  27:;  mais 

î  des  deux  directions  opposées  AR,  Ail'  se  rappor- 

'  Pour  la  déterminer,  concevons  un  mouvement 
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direct  autour  de  AZ  qui  amène  AX  en  AR  et  A  Y  en  AY15 
puis  un  mouvement  direct  autour  de  AR  qui  amène  AZ  à 
coïncider  arec  AZ',  ce  qui  aura  lieu,  ou  lorsque  le  système 
aura  tourné  de  Tangle  0,  qu'on  supposera  toujours  moindre 
que  rr ,  ou  lorsqu'il  aura  tourné  de  2  71  —  9  ;  or  il  n'y  à 
qu'une  des  deux  directions  AR,  AR'  pour  laquelle  l'angle 
de  rotation  soit  0,  et  c'est  celle-là  que  nous  choisissoos 
pour  1*  détermination  de  l'angle  ^. 

On  voit,  d'après  cela,  qu'on  passerait  des  premiers  axes 
aux  nouveaux,  en  faisant  tourner,  dans  le  sens  direct,  le 
système  des  premiers  d'un  angle  ^  autour  de  AZ^  les  faisant 
tourner  ensuite  d'un  angle  9  autour  de  AR,  et  enfîn  d'un  ' 
angle  ç  autour  de  AZ'.  Après  le  premier  mouvement,  les 
axes  seront  dans  la  position  AR,  AYj,  AZ,  et  nous  dési- 
gnerons par  Xi,  ji,  z  les  coordonnées  comptées  sur  leurs 
directions.  Après  ce  second  mouvement,  ils  ont  la  posi- 
tion AR,  AY2,  AZ',  et  nous  désignerons  par  Xi,  j"8,  5' les 
coordonnées  correspondantes.  Enfin,  après  le  troisième 
mouvement,  ils  coïncideront  avec  les  axes  AX',  AY',  AZ', 
pour  lesquels  les  coordonnées  sont  x\  y\  z\ 

Nous  pourrons  ainsi  passer  des  premiers  axes  aux  nou- 
veaux au  moyen  de  trois  transformations  dans  lesquelles  un 
axe  étant  immobile,  on  n'a  besoin  de  faire  usage  que  de  la 
transformation  des  coordonnées  dans  un  plan. 

Or  on  sait  que,  pour  passer  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  m,  p»  à  un  système  rectangulaire  m',  f^'  sera*" 
blablement  disposé,  c'est-à-dire  tel ,  que  quand  la  direction 
des  11^  positifs  coïncide  avec  celle  des  u  positifs,  il  en  soit 
de  même  des  directions  des  i^  et  p»'  positifs ,  on  a  les  deu^"^ 
formules 


u  =  «'  cos  Qt  —  p'  sin  a , 


c  =  «'  sin  a  -h  c/  cos  a , 
a  désignant  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  l'axe  (les  « 
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is  le  sens  de  u  vers  t^  pour  qu'il  coïncide  avec  l'axe  des  u' 
itifs.  Ces  formules  varieraient  dans  les  signes  si  la  dis- 
ition  des  axes  ^lait  inverse.  D'après  cela,  on  aura  les 
.alions  suivantes  : 

Xicos^p — /,sin^,  /,=/2COs9 — z'sinG,  x,i=rx'cos(p — /'sintp, 
artSin-ip+ZiCos-»}^,  z  =j2sin9+s'cosÔ,  /2=:ar'siny+/'cosy. 

minant  les  intermédiaires  J^i,  J"i,y8,  on  obtient  les  for- 
les  cherchées  : 

j?  =  a?'  (ces  <f  CCS  4*  —  sin  ç  sin  ^  ces  0) 
-f-  /'  ( —  sin  ff  ces  ^  —  sin  ^p  cos  (j>  cos  ô)  -4-  z'  sin  -^  sin  G , 

y  -=:  x'  (cos  (p  sin  \p  +  sin  ^  cos  -^  cos  9) 

+  y  ( —  sin  ç  sin  ^  +  cos  i|>  cos  ç  cos  9)  —  z  cos  >{/  sin  9 , 

z  z=:  x'  sin  9  sin  q>  H-  j^'  cos  y  sin  9  +  z'  cos  9. 

La  comparaison  des  formules  (i)  et  (8)  conduit  aux 
nations  suivantes ,  qui  ont  la  même  généralité  que  celles 
)ù  on  les  déduit  : 

a  =  —  sin  ç  sin  i|>  cos  9  +  cos  y  cos  -^ ,  • 
b  =.  —  cos  ç  sin  ^  cos  9  —  sin  (j>  cos  \p , 
c  z=z       sin  9  sin  >|< , 

a'  =  sin  cp  cos  •»]/  cos  9  -|-  cos  ^  sin  \p , 
b'  ■=  cos  ff  cos  '^  cos  9  —  sin  <p  sin  \p , 
c'  :=  —  sin  9  cos  ^  ; 

«"  =:  sin  9  sin  (p ,      b'^  =  sin  9  cos  ç ,     c"  =  cos  9. 

Ces  équations  entraînent  les  suivantes ,  qu'il  est  bon  de 

ter: 


a''  c 


lang  ?  =  p  >      tang  .{>  =  —-. 
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Du  mouvement  infiniment  petit  d'un  système  rigide, 

229.  En  diflerentîant  les  équations  (i)  du  n**  2t4  par 
rapport  à  f ,  et  supposant  x\  y\  z'  constants,  on  obtient 


(0 


■  dx       dl             da 
\~dt^  dt^""    dt 

,  db 

,dc 

]  dy       dn    ^    ^  da' 
dt"^  dt'^       dt 

,db' 

,dd 

^'  dr 

dz       dX,         ,  da'' 
\  dt         dt              dt 

,db" 

■^^  de 

,dc" 

■^^  dt- 

Ce  sont  les  valeurs  des  composantes  parallèles  X,  Y,  Z  de 
la  vitesse  d'un  point  quelconque  du  système  ayant  pour 
coordonnées  invariables  x',  y'^  z'  par  rapport  aux  axes 
X',  Y',  Z'. 

On  les  obtiendrait  en  divisant  les  équations  (2)  du  même 
numéro  par  A^,  et  passant  à  la  limite  des  rapports  lorsque 
At  tend  vers  zéro. 

230.  Composantes  de  la  vitesse  dans  le  sens  des  axes  mo- 
biles, —  En  multipliant  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (i),  respectivement  par  «,  a',  a'\  et  les  ajoutant,  on 
aura  la  composante  de  la  vitesse  dans  le  sens  des  x'\  on 
aura,  de  même,  les  composantes  dans  le  sens  des  j^  et  des -z . 
Désignons-les  par  u^  p»,  w^  et  soient  A,  i,  h  les  composantes 
de  la  vitesse  de  Torigine  mobile,  suivant  ces  mêmes  di- 
rections 5  c'est-à-dire  posons 

dl  dn         ,,  dX, 

a -— -\- a' —"i- a'  — -=/i, 
dt  dt  dt  ^ 

^    ^  ^       dt  dt  dt 

dl    ,      fdn   ^      „  dt, 
dt  dt  dt 
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iverons 

U'=zh-\-  qz*  —  ry' y 
p  =r  I  -4-  rx*  —  pz\ 
W  :=ik-\-  pf  -—  qx\ 

ant  donnés  par  les  équations 

pdt  =  cdb  4-  c'  db'  -h  c"  db\ 
qdt=z  adc  +  a' de'  4-  a"  dc'\ 
rdt  =  bda  +  b'da!  +  b"da\ 

emiers  termes  A,  i,  k  sont  les  composantes  de  la 
i  mouvement  commun  de  translation;  de  sorte  que 
osantes  dues  au  mouvement  de  rotation  autour  de 
supposée  immobile ,  sont 

qz'  —  rj',      rx'  —  pz\     py'  —  qx' , 

4xe  instantané  de  rotation.  —  Les  points  dont  la 
t  nulle  dans  le  mouvement  autour  de  l'origine  sup- 
3,  seront  donnés  par  les  trois  équations  suivantes, 
luisent  à  deux  : 

—  rjr'  ==  o ,      rx  —  pz'  =  o ,     py  —  qx'  =  o. 

mt  une  droite  qui  passe  par  l'origine,  et  qui  fait 
ixes  x',  y\  z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont 


ixip  ni  q 


?"  -H  y'  -h  r-        s/p^  -^q^^r"        s/p^'-i-  q^  -h  r» 

îs  supérieurs  ou  inférieurs  devant  être  pris  en- 

nomme  axe  instantané  de  rotation ,  parce  qu'on 
)poser  que  le  mouvement  s'effectue  autour  d'elle 

un  temps  infiniment  petit  -,  les  erreurs  qui  en  ré- 
l'étant  que  des  infiniment  petits  du  second  ordre , 
.  points  situés  à  une  distance  finie  de  cet  axe. 
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Il  résulte  de  là  que  tout  moui^ement  infiniment  petit  au- 
tour (Vun  point  fixe  peut  être  considéré  comme  ayant  lieu 
autour  (Tun  axe  passant  par  ce  point. 

Et,  par  conséquent, 

Tout  moui^ement  infiniment  petit  d'un  corps  peut  être 
considéré  comme  résultant  d'un  mouv^ement  de  transla- 
tion et  d'un  moui^ement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe» 

232.  Expression  de  là  vitesse  angulaire.  —  Dans  ce 
mouvement  autour  d'un  axe  fixe,  la  vitesse  angulaire  est 
égale  à  la  vitesse  d'un  point  quelconque,  divisé  par  la  dis- 
tance de  ce  point  à  l'axe.  Si  Ton  choisit  à  cet  effet  le 
point  situé  sur  Taxe  z'  à  la  distance  i  de  l'origine,  ses 
coordonnées  seront 

j:'  =  o ,     ^'  r=  o ,      z'  =  I  ; 

ë 

les  composantes  de  sa  vitesse,  parallèlement  à  ces  axes, se- 
ront, d'après  les  formules  précédentes ,  q^  — /?,  o\  sa  vitesse 

sera  donc  \lp^-\-q^'  Sa  distance  à  Taxe  sera  le  sinus  de 
l'angle  de  cet  axe  et  de  l'axe  ^',  ou  =rr— »  Donc  la 

vitesse  angulaire  «  aura  pour  valeur 


(6)  ^^^p'^^q^^rK 

233.  Sens  de  la  rotation,  —  Il  reste  à  déterminer  1^ 
sens  de  la  rotation  du  système,  ou,  ce  qui  est  la  mêm*^ 
chose,  le  sens  de  la  rotation  qui  s'effectue  dans  un  plai* 
quelconque  perpendiculaire  à  Taxe.  Il  suffit,  pour  cela, 4^ 
reconnaître  si  la  direction  de  l'axe  de  cette  rotation  corrc5^ 
pond  aux  signes  supérieurs  ou  aux  signes  inférieurs  dcî^ 
expressions  (5).  Nous  considérerons,  à  cet  effet,  le  pla"^* 
mené  par  l'origine  perpendiculairement  à  l'axe,  et  nou»-^ 
allons  chercher  la  direction  de  l'axe  de  la  rotation  effeclu*^^ 
dans  ce  plan  par  la  droite  menée  de  l'origine  à  l'un  que*^ 
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conque  des  points  de  ce  plan,  ayant  pour  coordonnées 
x'y  z* ,  Ce  point,  à  partir  d'une  quelconque  de  ses  posi- 
tions, se  meut  dans  la  direction  de  sa  vitesse,  qui  fait  avec 
les  axes  X'Y'Z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont  propor- 
tionnels à  M,  t',  If»;  de  sorte  que,  pour  avoir  Taxe  de  la  ro- 
lion  du  rayon  mené  de  l'origine  à  ce  point,  il  suffit  de 
recourir  aux  formules  (2)  du  n^  225,  en  remplaçant  la  di- 
rection (aêy)  par  celle  du  rayon,  et  la  direction  (a'6'y') 
par  celle  de  la  vitesse.  D'où  il  suit  que  les  cosinus  de^s 
angles  que  fait  la  direction  de  l'axe  de  la  rotation  avec 
celles  des  x',  j'^  z'  seront  de  mêmes  signes  que  les  ex- 
pressions 

yw — z'v,     z' u — x'fv,      x' \> — /'w; 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  reconnaître  si  les  signes  de  ces  expres- 
sions sont  les  mêmes  que  ceux  de  ^,  ^,  /•,  ou  contraires. 

Nous  prendrons,  pour  plus  de  simplicité,  2'=  o^  d'où 
résulte 

«  rr  —  ry\      v  =z  rx'  ; 

et  la  troisième  expression  devient 

Elle  est  donc  de  même  signe  que  r;  et,  par  conséquent,  ce 
sont  les  signes  supérieurs  qui  doivent  être  pris  dans  les  ex- 
pressions (5). 

Ainsi  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  X' Y'Z', 
par  la  direction  de  Taxe  de  rotation,  sont  en  grandeur  et 
en  signes 

(7) 


v'/ï'H-^'-h/-'      y/p'  -4-  7'  H-  /•'       y//?*  -4-  ^'  -h  /•» 


En  multipliant  la  vitesse  angulaire  sj p^ -{- q^ -^  1^  par  ces 
trois  cosinus,  on  aura  ses  coniposanles  suivant  les  axes 
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X',  Y',  Z.  F.(îurs  valeurs  en  grandeur  et  en  signes  seront 
donc 

(8)  p,     y,     r. 

234.  j4xe  instantané  de  glissement  et  de  rotation.-^lA 
proposition  établie  dans  le  n°  219  ayant  lieu  pour  tout 
mouvement  du  corps ,  aura  lieu  lorsque  ce  mouvement  sera 
infiniment  petit;  et  l'on  retrouve  cette  proposition',  dé* 
montrée  d'abord  géométriquement  : 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  peut  être 
produit  par  un  mouv^ement  de  rotation  autour  à!un  axe 
fixe,  suivi  ou  précédé  d'un  mouvement  commun  de  glisse- 
ment le  long  du  même  axe. 

Cet  axe  instantané  de  glissement  et  de  rotation  peut 
encore  être  envisagé  autrement.  En  substituant,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit ,  aux  espaces  infiniment  petits  parcou- 
rus par  les  points  du  système  dans  un  même  temps,  les  vi- 
tesses mômes  de  ces  points ,  on  a  l'énoncé  suivant  : 

Les  "vitesses  de  tous  les  points  d'un  corps  à  un  instant 
quelconque  peuvent  être  considérées  comme  résultant  de 
la  composition  de  vitesses  égales  et  parallèles  à  une 
même  droite ,  et  des  vitesses  qu  auraient  ces  points  dans 
un  certain  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pfl- 
ràllèle  à  cette  même  droite, 

La  composante  parallèle  à  l'axe  n'est  autre  chose  que  la 
projection  de  la  vitesse  de  l'origine  mobile  sur  l'axe  5  la  vi- 
tesse angulaire  du  mouvement  de  rotation  est  ^p*-i-q*+r*i 
et  la  direction  de  cet  axe  est  celle  qui  fait  avec  les  axes  des 
a:',  j^',  z^  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 
p^  q^  r  et  de  mêmes  signes  que  ces  quantités. 

233.  Équations  de  l'axe  instantané  de  glissement  et 
d^  rotation^  —  Les  équations  de  Taxe  de  glissement  et  de 
rotation  données,  dans  le  n^  222,  pour  un  mouvement 
fini  quelconque,  se  changeront  dans  les  équations  cher- 
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chées  en  divisant  les  deux  membres  par  Af  et  passant 
aux  limites.  Les  quantités  p,  q^  r  se  changeront  en  celles 
que  nous  désignons  actuellement  par  ces  mêmes  lettres^ 
A,  î*,  h  deviendront  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'o- 
rigine dans  le  sens  des  axes  X',  Y',  Z',  que  nous  repré- 
sentons encore  par  ces  mêmes  lettres;  enfin ,  v,  qui  repré- 
sentait le  déplacement  de  Forigîne  estimé  dans  le  sens  de 
l'axe,  deviendra  la  vitesse  de  cette  origine  estimée  suivant 
cette  même  direction  ou  la  vitesse  de  glissement.  Nous  la 
désignerons  par  la  même  lettre,  et  par  u',  u'',  u'"  ses  com- 
posantes suivant  les  axes  X',  Y',  Z'.  Les  équations  de  l'axe 
instantané  de  glissement  et  de  rotation  seront  donc,  par 
rapport  aux  axes  mobiles , 

iqz'  ^  ry'  =zW  —  //, 
rx^  —  pz*  =  m"  —  /, 
py  _  qx'  ==  m'"  —  k. 

On  aurait  les  équations  de  cet  axe  par  rapport  aux  axes 
fixes  en  substituant  à  x',  y^  z'  leurs  valeurs  en  x,  j^,  z. 
L'axe  est  ainsi  déterminé  à  chaque  instant  par  rapport  au 
corps  et  à  la  position  absolue ,  en  supposant  que  les  quan- 
tités ^,  yj,  ^,  rt,  i,  c,  a',  etc.,  soient  des  fonctions  données 
du  temps. 

L'équation  de  la  surface,  lieu  de  ces  axes  par  rapport  au 
corps ,  s'obtiendrait  en  éliminant  le  temps  entre  les  trois 
équations  de  l'axe  en  x' ^  j\  z\  et  les  équations  de  la  sur- 
face, lieu  de  ces  axes  dans  l'espace,  s'obtiendraient  en  éli- 
minant le  temps  entre  les  trois  équations  de  l'axe  en  x.,  y,  z, 

236.  Déplacement  virtuel  d'un  corjys  solide.  Équations 
d! équilibre,  —  Les  formules  (3)  du  n°  230,  qui  expriment 
les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque  d'un 
<K)rps  solide  en  mouvement,  donnent  immédiatement  les 
composantes  des  vitesses  virtuelles  des  divers  points  de  ce 
corps;  et  l'application  du  principe  général  de  la  statique 
I.  iB 
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fera  connaître  les  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour 
Téquilibre  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  entière- 
ment libre.  En  effet ,  lorsqu'un  système  rigide  passe  d'une 
position  donnée  n  une  autre  infiniment  voisine,  tous  les 
points  peuvent  être  considérés  comme  décrivant  des  droites 
infiniment  petites  d'un  mouvement  uniforme  et  avec  des 
vitesses  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  droites,  que 
l'on  a  nommées,  pour  cette  raison,  vitesses  virtuelles.  Les 
composantes  de  ces  vitesses  virtuelles ,  ou  de  ces  déplace- 
ments virtuels,  sont  donc  les  produits  du  temps  Q  employé  à. 
les  parcourir  par  les  composantes  de  la  vitesse  données  pai 
les  formules  (3).  La  somme  des  moments  virtuels  des 
ayant  pour  composantes  (X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  etc.),  sera  don^ 

Ô2  [X(A  +  qz'  —  rr')  4-  Y  (/  -i-  rx'-^pz')  -4-  Z  (/+/?/—  ya/)] 

Or,  pour  qu'il  y  ait  équilibre ,  il  faut ,  d'après  le  princi^^)e 
des  vitesses  virtuelles,  que  cette  somme  divisée  par  6  sc^^ît 
nulle,  quel  que  soit  le  déplacement;  c'est-à-dire  quelles 
soient  les  six  quantités  A,  z,  A,  /;,  q^  r,  puisque  l'on 
pose  le  corps  entièrement  libre.  Il  est  donc  nécessaire.      et 
suffisant  que  les  coefficients  de  cbacunc  de  ces  indétermin^^es 
soient  nuls,  ce  qui  donne  les  équations 

2X  =  o,     2Y  =  o,     2Z=:o; 

î:(/Z  — 3'Y)=:o,     2:(z'X~a:'Z)  =  o,     2(x'Y  — yX)  =  o. 

On  peut  supposer  les  axes  des  x\  r',  z'  placés  d'une  xna- 
iiière  quelconque  dans  l'espace.  On  peut  donc  les  fair^  se 
confondre  avec  les  axes  donnés  des  x^y^  z.  Les  trois  Jer- 
nières  équations  deviennent  alors 

^(jZ— zY)=ro,     2(zX  —  xZ)  =  o,     2(xY  ~jX)=o. 

On  retrouve  ainsi  les  six  équations  déjà  démontrées  n**  S0(*). 

C*)  On  peut  consulter,  sur  le  mouvement  géométrique  d'un  corps  solide, 
un  Mémoire  assez  étendu  de  M.  0.  Rodrigucz ,  posléricur  à  celui  de  M.Poin- 
sot  {vojres  le  Journal  de  M.  Lioiivilli',  tome  V  ). 
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CHAPITRE  m. 

DE    LA    VITESSE   ET    DE    LA    DÉVIATION    DANS    LE 
MOUVEMENT   COMPOSÉ   D'UN   POINT. 

237.  Lorsqu'un  point  a  un  certain  mouvement  continu  par 
rapport  à  un  système  rigide ,  et  que  ce  système  a  lui-même 
un  mouvement  continu  dans  l'espace ,  le  point  est  dit  avoir 
un  mouvement  continu  composé  des  deux  autres.  Et  nous 
avons  remarqué  (n°  204),  qu'en  partant  d'une  époque  quel- 
conque, on  aurait  la  position  du  point  après  un  temps 
quelconque ,  en  laissant  se  mouvoir  le  système  pendant  ce 
temps,  le  point  y  occupant  toujours  la  même  position; 
puis  faisant  mouvoir  le  point  dans  ce  système  immobile 
pendant  ce  même  temps,  de  manière  à  y  prendre  la  position 
relative  qu'il  doit  avoir.  On  pourrait  aussi  commencer  par 
faire  mouvoir  le  point  dans  le  système  laissé  immobile, 
puis  donner  au  système  le  mouvement  qu'il  doit  avoir  pen- 
dant le  même  temps,  le  point  y  conservant  toujours  la 
même  position  relative. 

La  manière  la  plus  commode  de  déterminer  ces  deux 
mouvements  consiste  à  prendre  trois  axes  rectangulaires 
liés  invariablement  au  système.  La  position  relative  du 
point  se  détermine  par  ses  coordonnées  par  rapport  à  ces 
axes ,  et  le  mouvement  du  système  par  les  positions  succes- 
sives de  ces  mêmes  axes.  Si  l'on  connaît  les  deux  mouve- 
ments composants ,  les  coordonnées  du  point  par  rapport 
aux  axes  mobiles  sont  des  fonctions  connues  du  temps, 
ainsi  que  les  coordonnées  de  l'origine  mobile  et  les  incli- 
naisons de  ces  axes  sur  des  axes  fixes. 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  comment  on  peut  déter- 
miner, dans  le  mouvement  résultant,  ou  composé,  du  point, 
les  deux  éléments  importants  que  nous  avons  considérés  dans 

i8. 
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le  mouvement  eu  général ,  savoir,  la  vitesse  et  la  dévia- 
tion. 

238.  Fitesse  dans  le  mouvement  composé. — Soient  M  la 
position  du  point  à  une  certaine  époque  \  MU  la  trajectoire 
du  point  du  système  qui  coïncide  avec  M  à  cette  époque  \ 
Ml  la  position  de  ce  point  après  un  temps  infiniment  pe- 
tit 0  ;  Ml V  la  position  qu'occupe  après  ce  temps  la  ligne 
liée  au  système  rigide  et  sur  laquelle  reste  le  point  mobile 
autrement  dit  la  trajectoire  relative 5  MiM'  l'arc  que 
point  a  parcouru  sur  cette  courbe ,  depuis  l'époque  où  M 
était  en  M,  c'est-à-dire  pendant  le  temps  9.  M'  sera  1 
position  du  mobile  après  ce  temps,  et  sa  trajectoire  absolu 
sera  une  ligne  MM'T  passant  par  M  et  M'. 

Si  maintenant  on  joint  les  points  MM'  Mj  par  des  droite 
et  que  l'on  fasse  tendre  Q  vers  zéro ,  ces  droites  auront 
limites  de  leurs  directions  les  tangentes  aux  trois  courb  ^^e 
MU,  MT  et  MiV,  cette  dernière  étant  prise  dans  sa  pos  -S- 
tion  limite,  c'est-à-dire  quand  Mi  est  en  M.  Les  rappot^ts 
des  côtés  du  triangle  MM'  Mi  auront  les  mêmes  limites  q"mjie 
les  rapports  des  arcs  MMi,  M,  M',  MM'  qui  sont  parcoui*us 
dans  le  même  temps  0,  le  premier  par  le  point  du  systènne 
qui  coïncidait  avec  le  mobile ,  le  second  par  le  mobile  dans 
son  mouvement  relatif,  le  troisième  par  le  mobile  dans  sou 
mouvement  composé.  Or,  si  l'on  divisait  ces  trois  arcs  par  0^ 
les  trois  quotients  auraient  pour  limites  les  vitesses  dans 
ces  trois  mouvements,  prises  à  l'époque  où  le  mobile  c^t 
en  M.  Les  rapports  des  côtés  du  triangle  MMi  M'  ont  donc 
pour  limites  les  rapports  de  ces  vitesses. 

Pour  énoncer  simplement  la  solution  qui  résulte  de  1^ 
pour  la  question  que  nous  nous  proposions ,  formons  le  pa*" 
rallélogramme  MMi  M' K.  Le  côté  MK,  parallèle  à  Mi  MS 
aura  pour  direction  limite  celle  de  la  trajectoire  relative 
en  M ,  et  le  parallélogramme  tend  à  être  semblable  à  un  p*"" 
rallélogramme  dont  les  côtés  adjacents  seraient  les  tan^' 
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es  en  M  à  la  trajectoire  relative  du  mobile  et  à  la  tra- 

)ire  du  point  coïncident  du  système,  et  auraient  des 

Rieurs  proportionnelles  aux  vitesses  de  ces  points  sur 

courbes. 

n  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

a  vitesse  du  mobile  dans  son  mouvement  composé  est 

'ésentéej  en  grandeur  et  en  direction,  par  la  diagonale 

farallélogramme  dont  les  deux  côtés  adjacents  repré- 

eraient,  en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse  re- 

'e  du  mobile  et  la  vitesse  du  point  coïncident  du  sys^ 


9 


n  peut  donc  dire,  d'après  la  définition  donnée  n^  193 
i  composition  des  vitesses,  que  : 

a  vitesse,  dans  le  mouvement  composé,  est  la  résul" 
'e  des  vitesses  dans  le  mouv^em,ent  relatif  et  dans  le 
vement  du  point  coïncident  du  système, 
Î9,  Vitesse  relative.  —  Soient  MUTV  {fig*  55)  le  pa- 
flogramme  construit  sur  les  lignes  MV,  MU  tangentes 
1,  la  première  à  la  trajectoire  relative,  la  seconde  à  la 
ictoire  du  point  M  appartenant  au  système;  les  Ion- 
irs  MV,  MU  représentant  les  vitesses  sur  ces  deux  tra- 
►îres.  Nous  venons  de  voir  que  la  diagonale  MT  repré- 
»ra  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  mouvement 
lu  du  point  dans  l'espace. 

ais  si  l'on  prend  sur  le  prolongement  de  MU ,  MU'  égal 
[F ,  MV  sera  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
tfU'  et  MT.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 
%  vitesse  relatii^e  d'un  point,  par  rapport  à  un  sys- 
j  rigide  en  moui^ement,  est  la  résultante  de  sa  vitesse 
}lue  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du  point 
cident  du  système, 

40,  Déi^iation  dans  le  moui^ement  composé,  —  Soient 

a  position  du  point  mobile  à  une  époque  quelconque  ; 

la  ligne  sur  laquelle  il  se  meut  dans  le  système,  ou  sa 
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trajectoire  relative-,  MU  la  ligne  que  décrit  le  point  M  du 
système.  Supposons  qu'après  un  temps  infiniment  petit  0  le 
mobile  soit  en  m  sur  sa  trajectoire  relative,  et  le  point  M 
du  système  en  Mi.  Soient  MT,  MTi  les  parties  des  tan- 
gentes à  ces  courbes  qui  seraient  décrites  uniformément 
dans  le  temps  6  avec  les  vitesses  qui  ont  lieu  en  M  dans  les 
mouvements  sur  ces  courbes. 

La  déviation  dans  le  mouvement  du  point,  par  rapport 
au  système  après  le  temps  0,  est  Tm;  elle  est  Ti  Mi  dans  le 
mouvement  du  point  M  du  système. 

La  diagonale  MT'  du  parallélogramme  TMT^  T'  donne 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  mobile 
dans  l'espace  ^  et  sa  grandeur  représenterait  la  vitesse  sur 
cette  courbe,  si  l'on  prenait  MT,  MTi  pour  représenter  les 
vitesses  sur  les  deux  autres  ;  et ,  par  conséquent ,  MT'  est 
l'espace  que  décrirait  dans  le  temps  9  un  point  qui  se  mou- 
vrait sur  cette  tangente  avec  la  vitesse  que  le  mobile  a  en  M  • 
sur  sa  trajectoire  absolue. 

II  suit  de  là  que,  pour  avoir  la  déviation  du  mobile  dans 
son  mouvement  composé  ou  ^solu ,  il  suffit  de  joindre  le 
point  T'  à  la  position  qu'occupe  ce  mobile  après  le  temps  3 
sur  sa  trajectoire  absolue,  ou,  en  d'autres  termes,  à  la  po- 
sition qu'il  occupe  eiîectivement  dans  l'espace.  Or  c'est  ce 
qu'il  est  très-facile  de  déterminer  d'après  ce  que  nous  avons 
établi  précédemment  sur  le  mouvement  des  systèmes. 

Pour  cela ,  nous  laisserons  d'abord  le  système  immobile 
pendant  le  temps  9  ;  le  point  M  arrivera  ainsi  à  la  posi- 
tion m  dans  le  système,  et  nous  supposerons  qu'il  y  reste 
lié  fixement.  Maintenant,  nous  laisserons  le  système  se 
mouvoir  comme  il  doit  le  faire  effectivement  pendant  le 
temps  0,  et  nous  décomposerons  ce  mouvement  en  une 
translation  commune,  qui  amène  M  en  Mi,  et  une  rotation 
autour  d'un  certain  axe  Mi  I  dont  la  direction ,  ainsi  que 
l'angle  de  rotation ,  ne  dépendent  que  du  changement  de 
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«Sirection  des  lignes  du  système.  Cet  axe  peut  être  confondu 
sivec  Taxe  instantané,  lorsque  6  est  infiniment  petit ^  et 
l'angle  décrit  autour  de  Mi  I  peut  être  considéré  comme  le 
produit  du  temps  9  par  la  vitesse  angulaire  correspondante 
â  la  position  M.  Or  il  est  facile  de  suivre  le  point  m,  en- 
traîné ainsi  par  le  système  auquel  il  est  lié. 

En  effet ,  opérons  la  translation  MM^  au  moyen  des  deux 
translations  MTi,  TiMj.  Par  suite  de  la  première,  la 
droite  MT  vient  en  Tj  T'-,  par  suite  de  la  seconde ,  elle  vient 
en  Ml  p,  T'fji  étant  pris  égal  et  parallèle  à  Tj  M,.  Menant 
ensuite  f/fx'  parallèle  et  égal  à  Tm,  fx'  sera  la  position  de  m 
après  la  translation.  Effectuant  maintenant  la  rotation  au- 
tour de  Ml  1 5  le  point  fx'  décrira  un  arc  de  cercle  [i^  M' per- 
pendiculaire au  plan  IMi  ^',  et  ayant  pour  rayon  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  fx'  sur  l'axe  Mil.  Alors  toutes  les 
choses  se  trouvent  telles  qu'elles  doivent  être  dans  le  mou- 
vement réel  après  le  temps  65  M'  est  la  position  absolue 
qu'occupera  le  mobile  :  et ,  par  conséquent,  ï'  M^  est  la  dé- 
viation cherchée. 

Or,  en  considérant  le  polygone  fermé  T  it-l*-'  M',  on  voit 
que  la  ligne  T'M'  est  la  résultante  des  lignes  T^fx,  fxfx', 
\i  M!  prises  dans  les  directions  suivant  lesquelles  elles  sont 
décrites  en  partant  de  T'.  La  première  n'est  autre  chose 
que  la  déviation  Ti  Mi,  transportée  parallèlement  à  elle- 
même,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  sens  *,  la  seconde  est 
la  déviation  T/t^,  semblablement  transportée.  Quant  à  la 
troisième  ligne  fx.'  M',  sa  direction  a  pour  limite  la  perpen- 
diculaire au  plan  mené  par  la  direction  limite  de  Mi  I,  qui 
est  celle  de  Taxe  instantané,  et  par  la  direction  limite  de 
Ml  fxf^  qui  est  celle  de  Mi  fx ,  vu  que  fxjti'  est  un  infiniment 
petit  du  second  ordre ,  et  Mi  fx'  du  premier.  Ainsi  la  ligne 
fit' M'  peut  être  considérée  comme  perpendiculaire  au  plan 
qui  contient  des  parallèles  à  l'axe  instantané  de  rotation  et 
à  la  direction  MT  de  la  vitesse  relative  du  mobile. 
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n  est  essentiel  de  remarquer  que  le  sens  de  cette  direction 
est  celui  du  mouvement  de  rotation.  De  sorte  que  si  on  la 
considérait  comme  axe  d'un  mouvement  direct  de  rotation 
exécuté  dans  le  plan  auquel  elle  est  perpendiculaire,  le  sens 
de  ce  mouvement  serait  de  l'axe  instantané  vers  la  direction 
de  la  vitesse  relative. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  mesure  de  la  grandeur 
fjL^  M'.  Si  l'on  désigne  par  co  la  vitesse  angulaire  du  sys- 
tème, par  i^r  la  vitesse  relative,  et  par  d  l'angle  de  la  di- 
rection de  cette  vitesse  avec  celle  de  l'axe  instantané,  le 
rayon  du  cercle  décrit  par  /x'  sera  Mi  fx'  sin  d^  qu'on  pourra 
remplacer  par  Mi  (x  sin  â  ou  0  p»^  sin  â  5  l'angle  au  centre 
sera  9(ù  ,  et  l'on  aura ,  par  conséquent , 

La  question  est  donc  entièrement  résolue ,  et  le  résultat 
peut  s'énoncer  comme  il  suit  :    ' 

La  déi^iation  dans  le  mouuement  composé  d'un  point 
est  la  résultante  de  trois  lignes.  Les  deux  premières  sont 
les  dév^iations  dans  le  mou\^ement  du  point  relatif  au  sys^ 
tèmcj  et  dans  le  mouvement  du  point  du  système  qui  coin" 
cide  a^ec  ce  mobile  à  Vinstant  que  Von  considère.  La 
troisième  est  perpendiculaire  à  un  plan  parallèle  à  Vaxe 
instantané  du  système  et  à  la  vitesse  relatii^e  du  point, 
et  dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation.  En  d'autres 
termes ,  elle  est  dans  la  direction  de  l'axe  du  mouv^ement 
qui  amènerait  par  le  plus  court  chemin  la  direction  de 
Vaxe  instantané  vers  celle  de  la  vitesse  relatii^e  du 
point.  La  grandeur  de  cette  troisième  ligne  est  le  pro- 
duit du  carré  du  tem,ps  infiniment  petit  que  Von  consi" 
dère  par  la  vitesse  angulaire  du  système,  et  par  la  pro- 
jection de  la  vitesse  relati\^e  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  Vaxe  instantané. 

24*1 .  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  vitesse  dans  le  mou- 
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vement  composé  ne  dépend  que  des  vitesses ,  du  point  mo- 
bile relativement  au  système,  et  du  point  coïncident  du 
système  ;  tandis  que  la  déviation  dans  le  mouvement  com- 
posé n'est  pas  déterminée  par  celles  qui  ont  lieu  dans  ces 
deux  mouvements.  Il  n'en  serait  ainsi  que  dans  le  cas  où 
le  mouvement  du  système  se  réduirait  à  une  simple  trans- 
lation. S'il  y  a  une  rotation,  il  en  résulte  une  influence  qui 
ne  peut  plus  être  négligée ,  parce  qu'elle  est  du  second  ordre 
infinitésimal,  et  que,  dans  la  mesure  de  la  déviation  qui 
est  du  second  ordre,  on  ne  peut  négliger  que  les  quantités 
d'ordre  supérieur  au  second. 

242.  Cas  particuliers,  —  i°.  Si  le  mouvement  du  sys- 
tème se  réduit  à  une  translation,  suivant  une  loi  quel- 
conque, la  vitesse  angulaire  devient  nulle,  et  la  troisième 
composante  disparait.  Dans  ce  cas,  la  déviation  résulte  de 
la  composition  de  celles  qui  se  rapportent  au  mouvement 
relatif  et  au  point  appartenant  au  système. 

2®.  Si  la  translation  avait  lieu  dans  une  direction  con- 
stante et  avec  une  vitesse  constante,  la  déviation  du  point 
du  système  serait  nulle,  et,  par  conséquent,  la  déviation 
dont  le  mouvement  absolu  du  mobile  serait  identique  à 
celle  du  mouvement  relatif. 

3®.  Si  le  mouvement  du  système  se  réduit  à  une  rotation 
autour  d'un  axe,  le  point  appartenant  au  système  décrit  un 
cercle  autour  de  cet  axe.  Si  Ton  suppose,  de  plus,  que  le 
mouvement  soit  uniforme,  la  déviation  de  ce  point  est  diri- 
gée vers  le  centre  de  ce  cercle,  et  n'est  autre  chose  que  la 
déviation  centripète. 

243.  Déi^iation  dans  le  mouvement  relatif.  —  On  dé- 
duit de  la  proposition  précédente  un  corollaire  très-impor- 
tant. Dans  tout  polygone  fermé,  un  côté  quelconque,  pou- 
vant être  regardé  comme  la  résultante  de  tous  les  autres,  il 
s'ensuit  que  dans  le  polygone  T'/xfx'M',  la  ligne  fzfx'  est  la 
résultante  des  trois  lignes  juiT',  T'M',  M'fx',  décrites  en 
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partant  du  point  [i.  Dans  ce  mouvement,  la  déviation  T^M' 
est  prise  dans  sa  véritable  directii)n  ;  mais  la  déviation 
Ti  Ml  ou  T'ii  est  en  sens  inverse,  et  la  direction  M'f/  est 
opposée  à  celle  que  cette  même  droite  avait  dans  le  cas  pré- 
cédent. D'où  résulte  ce  théorème  important  : 

Si  un  point  a  un  mouvement  absolu  dans  V espace  et  que 
Von  considère  son  moui^ement  relatif  à  un  système  rigide 
quia  lui-même  un  mou\^ement  absolu^  cest~à-dire  si  Von 
considère  la  suite  des  positions  que  ce  point  occupe  dans 
ce  système,  à  chaque  instant,  et  quun  obsen^aieur  qui  croit 
le  System/^  immobile,  regarde  comme  des  positions  abso- 
lues^ la  dé\^iation  du  mou%^ement  sur  cette  trajectoire  ap- 
parente, ou  relatii^e,  est  la  résultante  de  trois  lignes  qui 
S07it  :  1^  la  déviation  dans  le  mous^ement  absolu^  2°  la  dé- 
viation, prise  en  sens  contraire,  dans  le  mouvement  du 
point  coïncident  du  système^  3°  une  ligne  égale  au  produit 
du  carré  de  l'intervalle  de  temps  infiniment  petit  par  la 
vitesse  aiigulaire,  et  la  projection  de  la  ^vitesse  relative  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  F  axe  instantané.  La  direction 
de  cette  ligne  est  ])erpendiculaire  à  un  plan  mené  par  cet 
axe  et  la  vitesse  relative,  et  dans  le  sens  contraire  au 
mouvement  de  rotation.  En  d'autres  termes,  elle  est  celle 
de  Vaxe  de  la  rotation  qui  amènerait  la  direction  de  la 
vitesse  relative  vers  celle  de  Vaxe  instantané,  par  le  plus 
court  chemin. 

Démonstration  analjlique  des  propositions  précédentes, 

244.  —  Il  n'est  pas  inutile  de  voir  comment  le  calcul 
conduit  aux  propositions  que  nous  venons  d'établir. 

Considérons  trois  axes  rectangulaires  OX',  OY',  OZI  fai- 
sant partie  du  système  rigide  en  mouvement ,  et  soient  $ , 
yj,  ^,  les  coordonnées  de  l'origine  O.  On  aura,  entre  les 
coordonnées  :c',  7',  z'  du  point  mobile  par  rapport  à  ces 
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axes,  et  ses  coordonnées  x^  y^  z^  par  rapport  à  des  axes 
fixes ,  les  équations  connues 

ix  =  I  -I-  ax^  -\-  hy'  -h  cz\ 
z=^'+-  a"x'^  by-{-  c"z'', 

on  trouve,  en  les  différen liant, 

dx       d\  ,  da  ,  db  ,  de 

dt       dt^       dt^^    dt^       at 

dx'        ,  dy'  dz' 

dt  dt  dt 

dy       d-n  ,  da'         ,  db'         ,  de' 


,     X  jdt       dt  dt       -^    dt   ^      dt 

^  ^  dx'        ,    dr'  dz' 

-ha'—  ^b'-^^c'—, 
^      dt  dt   ^      dt 

dz       dX,         ,da"         ,db"         ,de" 
dt        dt  dt        *^     dt  dt 

\  dx'  dy'  dz' 

^       ^      dt  ^       dt  dt 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  compo- 
santes de  la  vitesse  absolue  du  mobile,  parallèles  aux  axes 
X,  Y,  Z. 

Les  quatre  premiers  termes  des  seconds  membres  de  ces 

,  .  11  1      .  dx     dy     dz 

e<{uations  sont  les  valeurs  que  prendraient  —5  -t"*  -r  si 

x\ y\  z'  étaient  constants^  ils  représentent  donc  les  com- 
posantes parallèles  à  X,  Y,  Z  de  la  vitesse  du  point  du 
système  qui  coïncide  avec  le  mobile,  à  l'instant  que  l'on 

dx'    dy'    dz' 
considère.  Si  maintenant  on  observe  que -7-?  -^9  -r-  sont 

^      dt     dt     dt 

les  composantes  parallèles  à  X',  Y',  TJ  de  la  vitesse  rela- 
tive, ou  apparente,  du  mobile  dont  nous  représentons  les 
coordonnées  relatives  par  x\  y'^  z' ^  on  reconnaîtra  immé- 
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diatement  que  les  trois  derniers  termes  des  formules  (a)  re- 
présentent les  composantes  de  cette  vitesse  relative,  pa- 
rallèles aux  trois  axes  fixes  X,  Y,  Z.  On  retombe  ainsi  sur 
cette  proposition,  déjà  démontrée  géométriquement  : 

La  vitesse  dans  le  mouv^ement  composé  (ïun  point  est 
la  résultante  de  la  vitesse  de  ce  point  par  rapport  au  sys- 
tème, et  de  la  vitesse  du  point  coïncident  du  système. 

D'où  l'on  conclut  encore  que 

La  vitesse  relativ^e  du  point  est  la  résultante  de  sa  vi- 
tesse absolue,  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du 
point  coïncident  du  système. 

245.  Différentiant  de  nouveau  les  équations  (2),  nous 
obtenons 


£rjc_^/d^         ,d^a         ,d^         ,£c\ 
x'        ,  d^y  d^ 


+  [a 


) 

fdx'da       dy'db       dz^dc\ 
\dr  dt'^dFdt'^drdi) 


d}y 
dt^ 


(3) 


d^n 
dp 
.d'od 


a^' 


X' 


d'^a 
dt 


y 


df" 
dz 
di 

d'b 


df"  "^  *  dt'') 


a 


dt- 


h'  -t^  -1-  c' 


dt' 


dt- 


d^ 


Id^  da^      dy^  db^      d^d£\ 
"^^  [dPdP'^drdF'^dtdt)' 

3__/^»Ç  d'à"  ,d'b"         ,dV'\ 

■»  ^\dP  '^'^lïF'^^  dF"^^dF) 


H-  [a 


d^x 
IF 


dt^ 


dt'   I 
'^'^XdPdT'^dt   IT'^lt  dt  ) 


0* 
Si  l'on  suppose  toutes  ces  expressions  multipliées  par  —  ? 
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îs  premiers  membres  des  équations  (3)  seront  les  compo- 

mtes  de  la  déviation,  correspondante  à  rintervallc  0,  dans 

I  mouvement  absolu  du  point,  estimées  parallèlement  aux 

les  X,  Y,  Z. 

Examinons  maintenant  les  trois  parties  dans  lesquelles 

>us  avons  décomposé  les  seconds  membres.  La  première 

[prime  dans  les  trois  équations  les  valeurs  que  prennent 

d^x    d^  Y    d^  z  ^  ,  I      Ê      i 

«pectivement  •-— ?  --^î  -— -  lorsqu  on  suppose  x  ,  j^ ,  z' 

instants  5  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose  le  point  (ocyz)  lié 
variablement  au  système.  Ainsi ,  après  Tintroduction  du 

cteur  -5  les  premières  parties  en  question  sont  les  compo- 

ntes  de  la  déviation  du  point  du  système  qui  coïncidait 
'ec  le  mobile  :  les  secondes  parties  sont  les  composantes 
!  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif  du  point,  estimées 
î  même  parallèlement  aux  axes  X ,  Y,  Z.  Il  ne  reste  donc 
lus  qu'à  interpréter  les  dernières  parties,  et  à  reconnaître 
3  quelle  ligne  elles  sont  les  composantes  par  rapport  à 

,  y,  z. 

Pour  cela  nous  chercherons  les  composantes  de  cette 
»ne  par  rapport  à  X',  Y',  Z'-,  ce  qui  se  fera  en  ajoutant 
3  projections  des  premières  composantes  sur  ces  nouveaux 
:es',  on  obtient  ainsi,  en  négligeant  le  facteur  6',  les  trois 
pressions  suivantes  : 

,  dz'  dy'  dx'  dz'  dy'  dx' 

)         q r-f-)        r- P-r"^       P^ 7-7—' 

'  dt  dt  dt         ^  dt  '^  dt  '  dt 

'1  suffit  de  déterminer  la  ligne  dont  elles  sont  les  projec- 
ns  sur  X',  Y',  Z'. 

Wais,  d'après  les  formules  (4)  du  n*^  226,  on  voit  que,  si 
*  le  point  O  on  mène  deux  droites  01,  OV,  dont  les  com- 
'^ntes  soient,  pour  la  première,  /?,  9,  r,  et  pour  la  se- 
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conde,  -j- •>  -j">  't">  les  expressions  (4)  représentent  les 

projections  de  Faire  du  parallélogramme  construit  sur  ces 
deux  lignes,  sur  les  plans  des  x',y',  z'  :  elles  sont'donc  pro- 
portionnelles aux  cosinus  des  angles  que  fait  avec  X\  Y',  Z' 
Taxe  de  cette  aire ,  et  leurs  signes  se  rapportent  à  la  direc- 
tion de  l'axe  de  la  rotation  qui  amènerait  01  vers  OV  par 
le  plus  court  chemin. 

L'aire  de  ce  parallélogramme  peut  ôtre  remplacée  par  le 
produit  de  ses  deux  côtés  adjacents  et  du  sinus  de  leur  an- 
gle :  de  sorte  que  la  ligne  dont  les  expressions  (4)  sont  les 
projections ,  et  qui  est  dirigée  suivant  Taxe  de  rotation  qui 
vient  d'être  défini ,  est  égale  à  w  ^^  sîn  à ,  co  étant  la  vitesse 
angulaire,  ^^  la  vitesse  relative  du  mobile,  et  $  l'angle  de  la 
direction  de  cette  vitesse  et  de  l'axe  instantané.  Eji  multi- 
pliant cette  valeur  par  6',  on  aura  la  troisième  composante 
de  la  déviation  dans  le  mouvement  absolu  du  mobile.  On 
obtient  de  cette  manière  l'expression  déjà  donnée 

0^  « .  Pr  sin  «T. 

On  retombe  ainsi  sur  la  proposition  démontrée  n®  240, 
et  l'on  en  déduirait  semblablement  l'expression  de  la  dévia- 
tion dans  le  mouvement  relatif  du  point. 

Remarque,  —  Lorsque  le  mouvement  du  système  rigide 
est  connu,  c'est-à-dire  lorsque  $)  ^î ,  ^j  « ,  i,  c,  a%  V ^  c', 
a'\  V ^  d'  sont  des  fonctions  données  du  temps ,  il  est  facile 
de  voir  comment  on  peut  déduire  le  mouvement  relatif  d'un 
point,  de  la  connaissance  de  son  mouvement  absolu,  et  réci- 
proquement. En  effet ,  si  l'on  connaît  x  ^y^  z  en  fonction 
de  f ,  les  équations  (i)  donneront  x'^  j' ^  z^  \  et  réciproque- 
ment elles  donneront  x^y^  z  s\  l'on  connaît  x\y\  z'  en 
fonction  de  /. 
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Si  Ton  connaît  seulement  une  des  deux  trajectoires, 
absolue  ou  relative,  on  en  déduira  facilement  l'autre.  Si, 
par  exemple,  l'on  donne  deux  équations  entre  x^  j^  z 
seulement,  qui  déterminent  la'  trajectoire  absolue  du  mo- 
bile ,  il  suffira  d'éliminer  x^  y.^  z^  t  entre  ces  deux  équa- 
tions et  les  équations  (3),  et  l'on  aura  deux  équations 
entre  a:',  j\  z'  seulement,  qui  seront  celles  de  la  trajec- 
toire relative.  Il  en  serait  de  même  si  l'on  donnait  d'abord 
deux  équations  entre  x' ^  j\  z\  et  qu'on  demandât  celles 
de  la  trajectoire  absolue. 

Il  est  facile  de  généraliser  ces  considérations  en  substi- 
tuant à  un  point  un  système  rigide  dont  le  mouvement 
pourra  être  déterminé  par  trois  de  ses  points,  ou  de  toute 
autre  manière.  On  verra  facilement  que  son  mouvement 
relatif  peut  être  déduit  de  son  mouvement  absolu ,  et  ré- 
ciproquement. Nous  nous  écarterions  de  notre  objet  en 
entrant  dans  plus  de  détails  à  cet  égard. 

Autre  manière  d'envisager  le  mouvement  relatif. 

246.  Dans  ce  qui  précède ,  nous  avons  considéré  le  mou- 
vement relatif  comme  un  des  mouvements  composants  d'un 
corps,  ou  d'un  point  matériel.  Nous  avons  cherché  com- 
ment les  données  de  ce  mouvement  pouvaient  servir  à 
déterminer ,  soit  la  vitesse ,  soit  la  déviation  dans  le 
mouvement  absolu:  et  il  a  été  facile  de  déduire  de  là 
l'expression  de  ces  mêmes  quantités  dans  le  mouvement 
relatif. 

Mais  on  peut  aussi  se  proposer  directement  l'étude  du 
mouvement  relatif,  et  l'on  peut,  pour  cela,  procéder  de 
plusieurs  manières.  La  marche  que  nous  choisirons  est  celle 
dont  l'idée  générale  se  reproduit  identiquement  dans  les 
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questions  les  plus  diverses ,  et  qui  ramène  le  plus  natu- 
rellement à  la  considération  du  mouvement  absolu. 

Elle  consiste  à  laisser  s'eOectuer  les  deux  mouvements , 
puis  à  lier  entre  eux  le  point  ou  le  corps  avec  le  système 
par  rapport  auquel  on  le  considère,  et  à  donner  à  leur  en- 
semble un  mouvement  qui  ramène  ce  dernier  à  sa  première 
position. 

De  cette  manière,  le  corps  aura  toujours  les  positions 
relatives  qu'il  doit  avoir  dans  le  système  en  question  qui  se 
trouvera  rendu  immobile.  Et  il  suffît  d'ajouter  un  mouve- 
ment de  plus  à  ceux  auxquels  le  corps  est  assujetti  ;  savoir, 
le  mouvement  d'ensemble  qui  ramène  constamment  le  sys- 
tème de  comparaison  dans  sa  première  position.  On  voit 
ainsi  qu'en  ajoutant  un  nouveau  mouvement  au  corps ,  et 
cherchant  le  mouvement  absolu  résultant,  ce  dernier  sera 
précisément  le  mouvement  relatif,  tel  qu'il  aura  lieu  dans 
le  système ,  et  que  l'on  se  propose  d'étudier.  Toute  la  ques- 
tion consiste  donc  dans  la  détermination  précise  du  mouve- 
ment à  introduire,  puisqu'après  cela  on  rentre  dans  la 
considération  ordinaire  du  mouvement  absolu.  Telle  est  la 
méthode  depuis  longtemps  suivie,  et  que  nous  allons  appli- 
quer aux  deux  questions  principales  qui  se  rapportent  au 
mouvement  d'un  seul  point. 

247.   Vitesse  dans  le  moui^ement  relatif.  —  Soient  M 
(J^S'  ^4)  ^^®  position  quelconque  du  mobile,  M'  celle 
qu'il  aura  après  un  temps  infiniment  petit,  Mj  celle  qu'oc- 
cupera après  ce  même  temps  le  point  du  système  qui  coïn- 
cidait avec  lui  eix  M.  Joignons  ces  points  par  des  droites,  et 
formons  le  parallélogramme  MMi  M'K.  Considérons  main- 
tenant le  point  M'  comme  lié  au  système,  et  ramenons  ce 
dernier  dans  sa  première  position.  Il  suffira  de  donnera 
l'ensemble  un  mouvement  de  translation  qui  amène  Mi 
en  M ,  et  M'  en  K  5  puis  un  mouvement  de  rotation  autour 
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(le  M,  qui  ne  pourra  changer  la  nouvelle  position  du  point 
M'  que  d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre, 
puisque  MK.  est  du  premier.  Nous  pourrons  donc  négliger 
cette  quantité  et  supposer  que  M'  reste  en  K.  Or,  les  direc- 
tions, des  trois  droites  MK,  MM',  MMj  ont  pour  limites 
celles  des  tangentes  aux  trajectoires,  relative  et  absolue, 
du  mobile ,'  et  à  celle  du  point  coïncident  du  système ,  et 
les  rapports  de  ces  trois  droites  ont  pour  limites  ceux  des 
vitesses  sur  ces  trajectoires.  D'où  Ton  conclut,  comme  pré- 
cédemment 9  que  : 

La  vitesse  relative  est  la  résultante  de  la  vitesse  absolue  y 
et  de  la  vitesse^  prise  en  sens  cojitraire^  du  point  coïncident 
du  système. 

248.  Dé\^iation  dans  le  nioui^ement  relatif,  —  La  quan- 
tité à  calculer  étant  du  second  ordre  infinitésimal,  nous  ne 
pourrons  plus  négliger,  comme  nous  venons  de  le  faire ,  le 
mouvement  de  rotation  qui  introduit  une  quantité  du 
second  ordre. 

Soient  M  [fig-  57)  la  position  du  mobile  à  un  instant 
quelconque ,  M'  celle  qu'il  occupe  après  un  temps  infini- 
ment petit  9,  et  T'  celle  qu'occuperait  sur  la  tangente  à  la 
trajectoire  un  point  partant  de  M  en  même  temps  que  le 
mobile,  et  se  mouvant  uniformément  avec  la  vitesse  que 
celui-ci  a  en  M  5  T'M'  sera  la  déviation  dans  le  mouve- 
ment absolu.  Soit  de  même  Ti  Mi  la  déviation  après  le 
temps  0,  dans  le  mouvement  du  point  du  système  qui  coïn- 
cidait avec  le  mobile  en  M.  Les  longueurs  MT',  MTj  pour- 
ront être  prises  pour  représenter  les  vitesses  en  M  sur  ces 
deux  trajectoires. 

Or,  pour  avoir  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif, 
il  faut  commencer  par  mener  en  M  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire relative,  supposer  un  point  qui  s'y  meuve  unifor- 
mément avec,  la  vitesse  relative  pendant  le  temps  d,  tan- 
I.  19 
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dis  qu'elle  est  entraînée  par  le  système  avec  lequel  elle 
est  fixement  liée,  puis  joindre  le  point  où.  il  est  ainsi  par- 
venu avec  le  point  M';  celte  droite  sera,  en  grandeur  et 
en  direction ,  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif. 

Cela  posé ,  considérons  le  point  M' comme  lié  au  système, 
et  ramenons  celui-ci  dans  sa  position  primitive;  la  dévia- 
tion relative  se  sera  transportée  dans  une  position  qu'il  est 
très-facile  de  déterminer. 

Donnons  d'abord  au  système  les  deux  mouvements  de 
translation  Mi  Tj  et  Ti  M  qui  ramènent  le  point  Mi  à  sa 
première  position  M.  En  menant  M' m'  égal  et  parallèle 
à  TiM,  m'juL  égal  et  parallèle  à  M,Ti ,  on  aura  la  position 
de  M'  après  les  deux  translations. 

Lorsqu'ensuite  le  système  tournera  autour  de  Taxe  in- 
stantané passant  par  M  avec  la  vitesse  angulaire  co  pen- 
dant le  temps  d,  le  point  ijl  décrira  un  arc  infiniment 
petit  fjLfx',  que  nous  déterminerons  tout  à  l'heure  j  /x'  sera 
la  position  du  mobile  lorsque  le  système  sera  revenu  à  sa 
première  position. 

Dans  cette  situation,  la  tangente  à  la  trajectoire  relative 
sera  dans  la  direction  Mt'j  et  la  longueur  même  M t' sera 
l'espace  parcouru  uniformément  avec  la  vitesse  relative, 
pendant  le  temps  0,  dans  lequel  les  longueurs  MT',  et  MTi 
égal  à  T' t',  sont  parcourues  sur  les  tangentes  aux  deux 
autres  trajectoires  5  d'où  il  suit  que  la  déviation  relative 
sera  if'/x'. 

Mais  t' fjt'  est  la  résultante  des  trois  lignes  t^  m!  ouT'  M', 
/n'|ui  ou  Ml  Tj,  et  enfin  fx/ix'.  La  première  est  la  déviation 
dans  le  mouvement  absolu  -,  la  seconde ,  la  déviation ,  prisi 
en  sens  contraire,  dans  le  mouvement  du  point  coïncidenl 
du  système. 

Quant  à  la  troisième  ligne  |ui/x'  décrite  par  le  point 
tournant  autour  de  Taxe  instantané  MI,  nous  conmienc^^  — 


( 
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rons  par  remarquer  qu'elle  peut  être  remplacée  par  celle 

que  décrivait  le  point  t' ^  qui  n'est  distant  de  [t,  que  d'un 

infiniment  petit  du  second  ordre.  Sa  direction  est  donc 

perpendiculaire  au  plan  IMf'  mené  par  l'axe  instantané  et 

la  vitesse  relative ,  et  le  sens  que  Ton  doit  prendre  est  celui 

de  la  rotation  elle-même.  Sa  valeur  est  le  produit  de  T angle 

de  rotation  w6  par  la  distance  de  /'  à  MI,  ou  par  le  produit 

de  Mi'  par  sin  IM/'^  et  comme  M//  =  Bv^r^  v^^  désignant  la 

vitesse  relative,  l'arc  /x/x'  a  pour  valeur  ©'cop»^  sin  IMï',  en 

fi^Iigeant  les  quantités   infiniment  petites   d'ordre  plus 

élevé.   On  retombe  donc  sur  les  résultats  précédemment 

obtenus,  et  l'on  retrouve  la  décomposition  de  la  déviation 

relative,  telle  qu'elle  est  énoncée  dans  le  n°  243. 


^9 
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LIVRE  TROISIÈME 


DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER, 

PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

Nous  allons  maintenant  considérer  le  mouvement  dans 
ses  rapports  avec  les  causes  qui  le  produisent,  et  que  nous 
avons  désignées  généralement  sous  le  nom  Ae  forces. 

249.  Inertie,  —  Quand  un  corps  parait  passer  du  repos 
au  mouvement,  c'est-à-dire  lorsqu'il  se  déplace  par  rapport 
aux  objets  qui  semblent  immobiles  à  la  surface  de  la  terre , 
on  reconnaît  le  plus  ordinairement  une  cause  extérieure 
qui  a  agi  sur  lui  en  ce  moment  \  ou  encore  une  cause  qui 
agissait  déjà  sur  lui  pendant  le  repos ,  mais  dont  l'action 
était  détruite  par  un  obstacle  qui  a  cessé  d'exister  à  l'instant 
où  l'on  a  vu  le  mouvement  commencer  \  et  il  est  naturel 
d'étendre  ce  fait  au  cas  où  le  corps  partirait  du  repos  absolu. 
Cela  posé ,  on  est  porté  à  admettre  que ,  si  un  corps  se  met 
en  mouvement  sans  qu'on  en  aperçoive  aucune  cause  hors 
de  lui,  cette  cause  n'en  existe  pas  moins,  mais  seulement 
que  les  moyens  nous  manquent  pour  reconnaître  son  exis- 
tence. 

De  plus,  l'expérience  montre  constamment  qu'à  mesure 
que  les  actions  extérieures  diminuent,  le  mouvement  des 
corps  tend ,  de  plus  en  plus ,  à  devenir  rectiligne  et  uni- 
forme^ d'où  l'on  conclut  que  telle  serait  rigoureusement  U 
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nature  du  mouvement  si  toutes  les  actions  ou  résistances 
n'existaient  pas. 

C'est  de  l'ensemble  de  tous  ces  faits  que  Ton  a  déduit 
le  principe  de  V inertie  de  la  matière ,  qui  a  été  confirmé 
sans  aucune  exception ,  par  l'accord  des  conséquences  qu'on 
en  a  tirées  avec  les  faits  résultant  d'expériences  directes.  Il 
peut  être  énoncé  de  la  manière  suivante  : 

Tout  point  matériel  en  repos  y  reste  tant  quil  ne  sur^ 
i^ient  aucune  action  extérieure  ou  force  ]  et  s^il  se  meut  sans 
qu'aucune  force  lui  soit  appliquée,  son  moupetnent  sera 
rectiligne  et  uniforme. 

Mais  il  ne  faut  pas  entendre  par  là  qu'un  corps  n'entre 
pour  rien  dans  la  production  des  forces  qui  peuvent  agir 
sur  lui.  L'ensemble  des  phénomènes  naturels  montre ,  au 
contraire,  que  ces  forces  naissent  toujours  de  l'action  mu- 
tuelle de  ce  corps  et  d'autres  corps.  L'inertie  consiste  donc 
en  ce  qu'un  point  matériel  ne  peut  changer  de  lui-même 
son  état  de  repos  ou  de  mouvement  rectiligne  uniforme ,  et 
qu'il  faut  toujours  pour  cela  l'existence  et  l'action  d'autres 
points  matériels. 

250.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  un  prin- 
cipe général  auquel  on  a  été  conduit  par  une  foule  d'obser- 
vations et  d'expériences ,  et  qui  est  vérifié  par  l'accord 
constant  entre  les  résultats  auxquels  conduit  son  admission, 
et  l'observation  directe  des  phénomènes.  Il  consiste  en  ce 
que: 

Si  tous  les  points  d'un  système  ont  des  vitesses  constan-^ 
tes  et  égales  y  et  se  meuvent  suivant  des  directions  parais 
lèleSj  et  que  l'un  d'eux  vienne  à  être  sollicité  par  une  cer^ 
laine  force  ^  son  mouvement  relativement  aux  autres  sera 
le  même  que  si  le  mouvement  commun  au  système  n'avait 
voint  existé,  et  que  le  point  en  question  eût  été  sollicité  par 
la  même  force  y  agissant  dans  la  même  direction. 

On  aperçoit  facilement  par  quel  genre  d'expériences  on 
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pourrait  reconnaître  la  vérité  de  ce  principe  si  la  terre  était 
immobile.  On  donnerait  un  mouvement  uniforme  commua 
à  un  système  de  points  mobiles  les  uns  par  rapport  aux 
autres ,  on  appliquerait  à  Fun  d'eux  une  force  dont  on 
ferait  varier  la  direction  et  l'intensité,  et  l'on  observerait  le 
mouvement  relatif  de  ce  point.  On  répéterait  les  mêmes 
expériences  en  changeant  le  mouvement  uniforme  commun, 
et  l'on  reconnaîtrait  que  le  mouvement  relatif  est  tout  à 
fsiit  indépendant  du  mouvement  uniforme  commun ,  et  le 
même  que  si  ce  dernier  n'existait  pas. 

Ces  expériences  ont  été  faites,  mais  on  ne  saurait  en  con- 
clure le  principe  en  question ,  parce  que  la  terre  étant  en 
mouvement,  le  système  auquel  on  donnerait  un  mouvement 
uniforme  par  rapport  aux  objets  qui  restent  fixes  à  la  sur- 
face de  la  terre ,  n'aurait  réellement  un  mouvement  uni- 
forme commun  dans  l'espace ,  que  si  ces  objets  eux-mêmes 
étaient  animés  d'un  mouvement  uniforme  commun.  Or, 
on  sait  qu'il  en  est  autrement,  et  que  les  points  qui  occu- 
pent toujours  une  même  position  à  la  surface  de  la  terre 
changent  continuellement  de  vitesse  pendant  le  cours  de 
l'année.  Cependant  les  mêmes  faits  se  reproduisant  tou- 
jours, quelle  que  soit  cette  vitesse,  l'analogie  conduit  à  ad- 
mettre qu'il  en  serait  encore  ainsi  si  elle  était  nulle,  et  l'on 
obtient  alors  le  principe  général  que  nous  avons  énoncé.  A 
la  vérité ,  on  ne  peut  pas  dire  qu'il  soit  rigoureusement  éta- 
bli par  l'expérience,  il  résulte  d'expériences  et  d'induc- 
tions ]  mais  il  se  présente  avec  assez  de  probabilité  pour 
servir  de  base  à  une  théorie.  Si  l'on  trouve  que  les  indica-     • 

tions  de  cette  théorie  sont  toujours  d'accord  avec  l'expé 

rience ,  cela  lui  donnera  une  probabilité  de  plus  en  plus^ 
grande  ,  et  qui  équivaudra  pour  nous  à  la  certitude.  Nou^ 
en  dirons  autant  des  autres  principes  auxquels  nous  seron:    ^ 
conduits  par  des  expériences  répétées ,  dont  nous  étendroi 
pt  généraliserons  les  résultats. 


\ 
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251.  Mouifement  produit  par  une  force  constante.  — 
On  entend  par  force  constante  celle  (jui  exerce  la  même 
action  sur  le  corps  auquel  elle  est  appliquée  ,  quel  que  soit 
le  mouvement  de  ce  corps.  Cela  posé ,  considérons  un  point 
matériel  ayant  d'abord  un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme. Si  on  lui  applique  une  force  constante  dans  le  sens 
de  son  mouvement,  sa  vitesse  augmentera  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux  quelconques,  puisque^  d'après 
le  principe  précédent,  Taccroissement  de  vitesse  est  indé- 
pendant de  la  vitesse  précédemment  acquise.  Ainsi ,  le 
mouvement  rectiligne  d'un  point  sollicité  par  une  force 
constante,  et  partant  avec  une  vitesse  initiale  quelconque, 
est  tel,,  que  la  vitesse  croit  de  quantités  proportionnelles  au 
temps.  On  voit  de  la  même  manière  que  si  la  force  était  eu 
sens  contraire  du  mouvement  initial,  la  vitesse  diminue- 
rait proportionnellement  au  temps  \  et  à  partir  de  Tinstant 
où  elle  serait  annulée ,  le  mouvement  changerait  de  sens , 
et  la  variation  de  la  vitesse  serait  toujours  la  même  qu'au- 
paravant, dans  des  temps  égaux. 

Une  force  constante  produit  donc  le  mouvement  que  nous 
avons  nommé  uniformément  varié  (n^  190).  En  désignant 
par  u  la  vitesse,  positive  ou  négative,  du  point,  pour  une 
valeur  quelconque  du  temps  t'y  par  b  la  vitesse  initiale, 
c'est-à-dire  correspondante  à  /?  =  o  ;  enfln  par  a  V accé- 
lération positive  ou  négative,  produite  par  l'action  de  la 
force  sur  le  point  matériel,  on  aura,  comme  dans  le  nu- 
méro qui  vient  d'être  cité. 


et 


V  =  at  -h  ff  =    . 

dt 


X  = h  bt  -\-  c\ 

2 


c  désignant  la  valeur  initiale  de  jc,  et  déterminant,  par 
conséquent,  la  position  initiale  du  mobile. 
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252.  Si  la  force,  au  lieu  d'être  conslanle,  augmentait  ou 
diminuait  d'une  manière  continue,  on  pourrait  regarder 
comme  évident  que  la  vitesse  ne  croîtrait  plus  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux,  comme  dans  le  cas  où  la  force 
était  toujours  la  même.  On  conçoit  au  reste  combien  il  a 
été  facile  de  vérifier  par  l'expérience  celte  induction  si  na- 
turelle. Et  nous  en  déduisons  cette  conséquence  immédiate, 
que  : 

Si  un  plan  matériel  est  animé  d'un  mouvement  unifor- 
mément varié  j  il  est  nécessairement  sollicité  par  une  force 
constante. 

Remarques.  —  La  considération  du  temps  est  nécessaire 
dans  la  production  de  tout  mouvement,  parce  qu'il  faut 
toujours  un  temps  fini  pour  que  Faction  d'une  force  fasse 
acquérir  à  un  corps  une  vitesse  finie.  Quelquefois  on  a  dis- 
tingué deux  espèces  de  forces  :  les  unes ,  que  l'on  nommait 
instantanées  y  produisaient  des  vitesses  finies,  sans  que  leur 
action  s'exerçât  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
si  petit  qu'on  put  le  supposer;  les  autres ,  que  l'on  nommait 
accélératrices  ^  avaient  besoin  d'agir  pendant  un  temps  fini 
pour  produire  une  vitesse  finie.  Mais,  comme  toutes  les 
actions  sont  continues  dans  la  nature,  et  que  les  forces 
instantanées  n'ont  aucune  existence  réelle,  les  géomètres 
s'accordent  généralement  à  ne  plus  les  admettre  dans  la 
science.  Il  n'en  sera  jamais  question  dans  ce  cours,  et  nous 
ne  considérerons  que  les  forces  continues ,  c'est-à-dire  qui 
ne  produisent  une  vitesse  finie  que  quand  leur  action  s'est 
exercée  sans  discontinuité  pendant  un  temps  fini. 

253.  Si  deux  points  ayant  des  masses  égales  partent 
du  repos  et  sont  sollicités  par  des  forces  égales  et  parallèles, 
ils  prendront  un  mouvement  identique,  et  par  conséquent, 
on  ne  changera  rien  à  leur  état,  en  supposant  qu'ils  soient 
liés  invariablement  l'un  à  l'autre ,  et  que  leur  système  soit 
sollicité  par  la  force  double  qui  est  la  résultante  des  deu^ 
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autres,  et  par  conséquent,  appliquée  au  centre  de  gravité 
des  deux  points.  11  en  serait  de  même  pour  un  nomibre 
quelconque  de  points,  de  sorte  que  si  deux  masses  sont 
dans  le  rapport  de  m  à  «,  et  qu'elles  soient  sollicitées  par 
des  forces  dans  le  même  rapport,  appliquées  à  leurs  cen- 
tres de  gravité  respectifs ,  elles  prendront  des  mouvements 
identiques,  et  tous  leurs  points  décriront  des  droites  paral- 
lèles. 

Si  l'une  des  masses  était  sollicitée  par  une  force  moindre 
ou  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de  cette  proportion , 
elle  aurait  évidemment  un  mouvement  différent  de  Tautre. 
D'où  résulte  cette  réciproque,  que  si  deux  masses  inégales 
ont  un  même  mouvement ,  les  forces  qui  leur  sont  appli- 
quées sont  proportionnelles  à  ces  masses. 

.254.  application  de  ce  qui  précède  à  la  pesanteur. 
—  L'expérience  a  appris  que  tous  les  corps ,  abandonnés 
dans  le  vide  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  prennent  des 
mouvements  identiques,  quelles  que  soient  leur  grandeur, 
leur  espèce  et  par  conséquent  leur  masse.  On  doit  conclure 
de  laque  les  forces  respectii^es  auxquelles  tous  les  corps 
sont  soumis,  pendant  leur  mouvement,  par  l'action  de  la 
pesanteur  y  ou  les  poids  de  ces  cotps,  sont  proportionnelles 
aux  masses  de  ces  corps. 

L'expérience  a  encore  fait  connaître  les  deux  faits  sui- 
vants, dont  l'un  est  une  conséquence  de  l'autre;  savoir, 
que  les  espaces  parcourus  par  un  corps  qui  part  du  repos 
et  abandonné  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  sont  pro- 
portionnels aux  carrés  deç  temps  ;  et  que  les  vitesses  acqui- 
ses sont  proportionnelles  aux  temps.  De  Tun  ou  de  l'autre 
de  ces  faits,  on  conclut,  d'après  la  discussion  précédente, 
que  la  force  à  laquelle  ce  corps  est  soumis  est  constamment 
la  même  pendant  tous  le  cours  de  son  mouvement. 

On  peut  reconnaître  encore  que  son  intensité  est  la 
même  qiicî  lorsque  le  corps  est  en  repos.  En  effet ,  au  moyen 
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d'un  appareil  semblable  à  celui  de  la  machine  d*Atwood, 
on  peut  communiquer  à  un  corps  un  mouvement  vertical 
uniforme.  Dans  ce  cas,  la  force  produite  par  la  pesanteur 
est  détruite,  et  l'on  peut  en  avoir  la  mesure  exacte  par  la 
tension  d'un  ressort  auquel  serait  suspendu  le  corps  et  qui 
participerait  au  mouvement  vertical.  Or,  rexpërience 
prouve  que  cette  tension  est  la  même  que  lorsque  le  système 
est  en  repos  ;  d'où  il  suit  que  le  poids  d'un  corps  est  le 
même  dans  l'état  de  repos  et  dans  F  état  de  moui^ement. 

liCS  masses  des  corps  étant  donc  proportionnelles  à  leurs 
poids  dans  l'état  de  repos,  les  instruments  qui  servent  à 
mesurer  ces  poids  serviront  à  déterminer  les  rapports  des 
masses,  et  Ton  pourra  représenter  ces  dernières  quantités 
par  des  nombres,  en  prenant  pour  unité  la  masse  d'un  vo- 
lume déterminé  d'une  substance  choisie  arbitrairement,  et 
prise  à  une  température  déterminée.  Avant  les  expériences 
de  Galilée  sur  la  chute  des  corps,  on  ne  pouvait  savoir  que 
les  masses  étaient  proportionnelles  aux  poids;  et  il  en  serait 
tout  auti*ement  si  la  pesanteur  était,  par  exemple,  une  force 
du  genre  des  attractions  magnétiques  qui  ne  s'exercent  pas 
sur  toutes  les  substances ,  et  même  qui  s'exercent  inégale- 
ment sur  celles  qui  sont  soumises  à  leur  influence. 

2S5.  La  vitesse  acquise  par  les  corps  pesants  tombant 
librement  dans  le  vide,  pendant  un  temps  donné,  dépend 
du  lieu  où  se  fait  la  chute  5  elle  subit  de  petites  variations 
suivant  la  latitude  et  l'élévation  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer.  Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  d'en  faire  connaître 
les  lois ,  et  nous  nous  bornerons  à  donner  la  valeur  de  la 
vitesse  acquise  par  un  corps  qui  tomberait  pendant  Tunité 
de  temps,  dans  le  vide,  à  l'Observatoire  de  Paris. 

Pour  déterminer  d'abord  l'unité  de  temps,  nous  suppo- 
serons le  jour  moyen  partagé  en  24  heures ,  l'heure  en  60 
minutes,  la  minute  en  60  secondes^  et  nous  prendrons  pour 
unité  la  seconde,  ou  la  86400^  partie  du  jour  moyen. 
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Le  jour  sidéral ,  ou  la  durée  de  la  rotation  de  la  terre  sur 
elle-même,  est  plus  court  que  le  jour  solaire  à  cause  du 
mouvement  propre  du  soleil;  il  n'est  que  de  86164,09  se- 
condes. Cela  pose,  si  nous  désignons  par  g  la  vitesse  acquise 
pendant  une  seconde  par  un  corps  tombant  dans  le  vide,  à 
l'Observatoire  de  Paris,  nous  aurons,  d'après  des  expé- 
riences précises  dont  nous  parlerons  plus  tard , 

g^  =  9",8o896, 

le  mètre  étant  Tunîté  de  longueur. 

256.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  mouvement 
uniformément  varié ,  nous  aurons  dans  le  cas  d'un  corps  qui 
tombe  verticalement  dans  le  vide,  en  supposant  la  vitesse 
initiale  nulle,  prenant  l'origine  des  x  au  point  de  départ, 
et  les  X  positifs  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 


et ,  par  suite , 


p2  =  2g^X,      OU      i>=sl'2'gx. 


Cette  dernière  expression  s'appelle  communément  la  vitesse 

due  à  la  hauteur  x^  et  réciproquement,  a?  ou  —  s'appelle 

la  hauteur  due  à  la  vitesse  p». 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  a,  on  aura ,  en  prenant  l'origine  des  x  au  point 
de  départ,  et  les  x  positifs  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, 

V  =z  a  —  s^t,     x'=i  at  —  - — 

La  vitesse  deviendra  nulle  pour  /  =  - ,  d'où  x  ■=•  —  Le 

mobile  monte  donc  pendant  un  temps  égal    à  celui  qu'il 
mettrait  à  acquérir  la  vitesse  initiale  a-^  et  Tespacc  qu'il 
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parcourt  en  s' élevant  est  égal  à  celui  qu'il  parcourrait  en 
descendant  pendant  le  même  temps  sans  vitesse  initiale. 

Le  mobile  après  le  temps  -  redescend ,  puisque  Texpres- 

sion  de  la  vitesse  change  de  signe  •,  et  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  il  doit  se  trouver  au  point  de  départ  avec  une 
vitesse  égale  à  —  a,  après  un  nouvel  intervalle  de  temps 

égal  à  -  •  Et ,  en  effet ,  les  formules  précédentes ,  pour 
t  =  — 9  donnent 

Proportionnalité  de  la  vitesse  à  la  force. 

257.  Ce  principe  fondamental  delà  dynamique  consiste 
en  ce  que  deux  forces  constantes  quelconques  qui  sollicitent 
des  masses  égales  pendant  un  même  temps ,  leur  font  ac- 
quérir des  vitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport 
que  les  deux  forces. 

Beaucoup  de  géomètres  ont  admis  ce  principe  comme 
une  hypothèse,  et  ils  vérifiaient  son  exactitude  par  Taccord 
entre  les  résultats  des  théories  fondées  sur  elle ,  et  des  ex- 
périences ou  des  observations  directes. 

Mais ,  comme  il  est  une  des  bases  principales  de  la  dyna- 
mique 5  nous  croyons  devoir  montrer  comment  on  peut  en 
reconnaître  l'exactitude  par  des  expériences  de  différente 
nature,  et  que  l'on  peut  faire  pour  autant  de  valeurs  diffé- 
rentes que  Ton  voudra  de  la  force  accélératrice  constante 
ce  qui  n'empêchera  pas  d'ailleurs  de  faire  par  la  suite  le 
vérifications  dont  on  se  contentait  ordinairement. 

Rappelons-nous  d'abord  le  principe  admis  précédem 


ment,  que  le  mouvement  rectiligne  et  uniforme  commun  -  À 
un  système  de  points  n'influe  pas  sur  le  mouvement  relat  ^f 
produit  par  une  force  particulière  qui  agît  sur  l'un  d'eu: 
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Nous  pourrons,  d'après  cela,  en  regardant  les  points  sou- 
mis aux  expériences  comme  ayant  une  vitesse  commune 
constante  en  grandeur  et  en  direction ,  supposer  la  terre 
immobile  quand  il  s'agira  d'étudier  les  mouvements  absolus 
que  produiraient  diverses  forces  sur  des  corps  situés  à  sa 
surface  5  car  le  mouvement  relatif  que  Ton  observera  ne 
différera  pas  du  mouvement  absolu  qui  serait  produit  par 
ces  mêmes  forces  agissant  seules  sur  les  mêmes  corps  par- 
tant de  l'état  de  repos. 

Pour  étudier  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  mouve- 
ment d'une  même  masse ,  sollicitée  successivement  par 
diverses  forces  constantes,  et  partant  toujours  de  l'état  de 
repos,  on  peut  faire  usage  d'appareils  analogues  à  la  ma- 
chine d'Atwood,  et  qui  donnent  le  moyen  de  faire  varier 
d'une  infinité  de  manières  la  force  appliquée  à  une  même 
masse,  et  de  mesurer  avec  une  grande  précision  la  vi- 
tesse acquise  après  l'unité  de  temps.  Il  sera  facile  alors  de 
déterminer  la  loi  suivant  laquelle  cette  vitesse  varie  avec  la 
force  qui  la  produit. 

Désignons  par  M  la  masse  de  l'un  quelconque  des  poids 
égaux,  primitivement  en  équilibre  sur  la  machine,  et  par 
m  la  masse  du  poids  additionnel  p.  Tous  les  points  du  sys- 
tème ayant  le  même  mouvement ,  des  masses  égales  sont 
sollicitées  par  des  forces  égales;  ainsi  une  masse  égale  à 
m  ne  sera  plus  sollicitée  par  la  force  p^  mais  par  la  force 


m 


P 


t  ou  — ^- — :rz\  et  l'on    peut  choisir  le  rapport 


2M  -f-  /w  M 

I  H-  2  — 
m 


IVI 

—  de  manière  que  la  masse  m  soit  sollicitée  par  une  force 


m 


ayant  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  /?.  Or,  en 
déterminant  les  vitesses  acquises  dans  chaque  cas  après 
une  seconde,  comme  on  peut  le  faire  par  des  procédés  très- 
précis  que  nous  ne  pouvons  détailler  ici ,  on  les  trouvera 
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dans  le  même  rapport  que  les  forces ,  avec  d'autant  plus 
d'approximation  que  Ton  aura  plus  diminué  les  résistances 
étrangères. 

On  peut  même  s'assurer  que  la  force  appliquée  à  la 
masse  2  M  est  constante  pendant  le  mouvement.  Il  suffira 
de  suspendre  le  poids  additionnel  au  moyen  d'un  ressort 
qui  en  fasse  partie,  ou  qui  soit  compris  dans  Tune  des 
masses  en  équilibre.  On  reconnaîtra  qu'il  est  toujours  éga- 
lement tendu  pendant  le  mouvement ,  et  que  par  conséquent 
la  force  avec  laquelle  la  masse  2  M  est  tirée  est  constante. 
Sa  valeur  indiquée  par  l'allongement  du  ressort,  étant  di- 
visée par  — )  donnera  la  force  appliquée  à  la  masse  m, 

et  devra  coïncider  avec  celle  que  nous  avions  déjà  trouvée, 
P 


savoir 


M 

I  H-  2  - 
m 


258.  On  pourrait  encore  diminuer  la  pesanteur  dans 
un  rapport  connu  arbitraire ,  en  faisant  descendre  un  corps 
sur  un  plan  incliné.  En  effet,  si  Ton  désigne  par  a  l'angle 
de  la  verticale  avec  ce  plan ,  le  poids  du  corps ,  au  lieu  d'être 
p,  sera  p  cos  a,  et  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuis 
o  jusqu'à  p.  On  pourra  encore  déterminer  la  vitesse  acquise 
après  une  seconde ,  et  Ton  trouvera  ces  vitesses  propor- 
tionnelles aux  forces ,  ou  du  moins  cette  loi  se  rapprochera 
d'autant  plus  de  l'exactitude ,  que  l'on  aura  diminué  davan- 
tage les  frottements  et  résistances  de  toute  espèce. 

Nous  regarderons  maintenant  ce  principe  comme  dé- 
montré ,  ainsi  que  les  précédents ,  et  l'objet  de  la  mécanique 
rationnelle  sera  de  déduire  de  ces  premières  données,  tirées 
de  l'observation  de  la  nature ,  toutes  les  lois  du  mouvement 
dans  les  circonstances  les  plus  compliquées.  La  conformité 
que  l'on  trouvera  constamment  entre  les  résultats  de  l'obser- 
vation directe  des  phénomènes  et  ceux  que  le  calcul  annonce 
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eu  admettant  ces  principes,  consiituera  une  vérification  qui 
ne  laissera  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

Comparaison  des  forces  qui  agissent  sur  des  masses 

quelconques. 

259.  Si  Ton  applique  une  force  constante  p  h  un  corps 
«ayant  une  masse  m,  chaque  unité  de  masse  est  sollicitée 

jar  la  force  -•  Si  l'on  conçoit  une  seconde  force  constante 

p'  appliquée  à  une  masse  m',  l'unité  de  masse  de  ce  nouveau 


corps  est  sollicitée  par  la  force  — ,< 


Les  mouvements  de  ces  deux  corps  étant  évidemment  les 
mêmes  que  ceux  de  chacune  de  leurs  parties,  et  les  vitesses 
acquises  au  bout  du  même  temps  par  des  masses  égales  étant 
proportionnelles  aux  forces  qui  les  produisent ,  si  on  dési- 
gne ces  vitesses  par  i^^  ^^',  on  aura 

V  :  i>'  ::  —  :  —.9    ou    p:p^  ::  nw  :  m'v', 

m     m 

D'où  il  résulte  que  deux  forces  constantes  sont  entre 
elles  comme  les  produits  des  masses  auxquelles  elles  sont 
appliquées^  par  les  vitesses  quelles  leur  font  acquérir 
dans  le  même  temps,  La  proportion  précédente  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

p        m     V 
p'^m''  ?' 

Si  donc  on  prend  pour  unités  de  leurs  espèces  respectives 
les  quantités  désignées  par  /?',  m',  j^',  on  aura 

p  =z  mv. 
Ainsi  les  forces  seront  mesurées  par  le  produit  de  la 
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masse  du  corps  auquel  elles  sont  appliquées  par  la  vitesse 
quelles  lui  font  acquérir  pendant  Inanité  de  temps;  en 
ODtendant  que  Ton  a  pris  pour  unîlé  de  force  celle  qui 
fait  acquérir  à  Tunité  de  masse ,  dans  Tunité  de  temps ,  une 
vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

260.  Si  Ton  voulait  comparer  les  intensités  de  deux 
forces  p^  p\  qui  dans  des  temps  différents  f,  t'  auraient 
fait  acquérir  des  vitesses  v^  v'  aux  masses  m^  m',  il  faudrait 
ramener  les  temps  à  être  égaux ,  par  exemple  à  Tunité,  ■ 
avant  d'y   appliquer   la   proposition   précédente.  Or,  la 

masse  m  aurait  acquis  la  vitesse  -  dans  le  temps  f ,  et  la 

masse  m  ,  la  vitesse  -;  on  aura,  par  conséquent, 

mv    m' vf 

et  si  Ton  suppose  que  p\  m',  v'^  t'  soient  tous  égaux  à 

l'unité,  on  aura 

mv 

l'unité  de  force  étant  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 

261 .  On  est  convenu  d'appeler  quantité  de  mouvement 
d*un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse.  On  peut 
donc  dire  qu  une  force  constante  quelconque  est  mesurée 
par  la  quantité  de  moui^ement  quelle  produit  dans  l^unité 
de  temps. 

262.  Unités  de  force  et  de  masse.  —  Jusqu'ici  nous 
n'avons  fixé  que  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  qui 
sont  respectivement  le  mètre  et  la  seconde.  Nous  avons 
laissé  indéterminées  celles  qui  se  rapportent  aux  forces  et 
aux  masses*,  seulement  nous  les  avons  liées  parla  condition 
que  l'unité  de  force  appliquée  à  l'unité  de  masse  pendant 
l'unité  de  temps  lui  fit  acquérir  une  vitesse  égale  à  Funilé, 
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Noas  conviendrons  maintenant  de  prendre  pour  unité  de 
force  le  kilogramme,  c'est-à-dire  le  poids  d'un  décimètre  cube 
d'eau  distillée  prise  à  la  température  du  maximum  de  den- 
sité, et  considéré  à  l'Observatoire  de  Paris.  Voyons  ce  que 
sera,  d'après  cela,  l'unité  de  masse,  c'est-à-dire  la  masse 
qui ,  sollicitée  pendant  une  seconde  par  une  force  constaute 
^ale  au  poids  de  i  kilogramme,  acquerrait  une  vitesse  de 
I  mètre  par  seconde. 

Or,  la  masse  de  i  décimètre  cube  d'eau  sollicitée  par  une 
force  égale  à  i  kilogramme,  c'est-à-dire  par  son  poids  à 
l'Observatoire ,  acquiert  la  vitesse  g  dans  une  seconde  ;  donc 
la  masse  d'un  nombre  g  de  décimètres  cubes  d'eau ,  solli- 
citée par  la  même  force  de  i  kilogramme ,  acquerrait  une 
vitesse  égale  à  l'unité  :  ellie  est  donc  l'unîtéde  masse. 

Ainsi ,  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de  temps ,  le 
mètre  pour  unité  de  longueur,  et  le  kilogramme  pour  unité 
de  force,  la  masse  prise  pour  unité  doit  être  celle  de 
9,80896  décimètres  cubes  d'eau  distillée  prise  à  la  tempé- 
rature de  4  degrés. 

Les  masses  pourront  toujours  être  remplacées  par  des 
poids  ;  ce  qui  est  plus  commode ,  puisque  ce  sont  les  poids 
qui  se  mesurent  immédiatement  avec  les  instruments.  On 
observera  pour  cela  que  si  P  désigne  le  poids  du  corps 
dont  la  masse  est  m,  on  aura  P  =  mg",  puisque  g  unités 
de  force  expriment  le  poids  de  l'unité  de  masse;  on  en  tire 

P         .    . 

m-=:  -y"^  mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  tout  se  rapporte 

axi  système  d'unités  que  nous  venons  d'établir. 

263.  Densité.  Poids  spécifique/ —  On  appelle  densité 
d'une  substance  homogène  la  masse  qu'elle  renferme  sous 
l'unité  de  volume  ^  et  poids  spécifique  le  poids  de  cette  masse 
dont  le  volume  est  l'unité.  Il  résulte  de  là,  que  si  l'on 
désigne  par  D  la  densité  d'une  substance,  son  poids  spéci- 
fique sera  Dgf;  et  si  l'on  considère  une  portion  de  celte 
I.  20 
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substance  dont  le  volume  soit  désigné  par  Y,  la  masse  par  M, 
et  le  poids  par  P,  on  aura 

M  =  VD,     P  =  VD^^. 

On  voit  par  là  que  si  l'on  formait  la  Table  des  densités  et 
celle  des  poids  spécifiques  d'une  série  de  substances  homo- 
gènes ,  les  nombres  de  la  seconde  ne  dilTéreraient  de  leurs 
correspondants  de  la  première  que  par  le  facteur  con- 
stant g- 

Le  ^lus  ordinairement,  dans  ces  Tables,. on  prend  pour 
terme  de  comparaison  l'eau  distillée ,  prise  à  la  température 
du  maximum  de  densité  5  et  l'on  représente  par  l'unité ,  dans 
l'une  la  densité,  dans  l'autre  le  poids  spécifique  de  l'eau. 
Dans  cette  supposition,  les  deux  Tables  seraient  composées 
des  mêmes  nombres ,  et  on  se  borne  à  l'une  des  deux  dans 
tous  les  ouvrages  de  physique.  On  peut  l'appeler,  indiffé- 
remment ,  Table  des  densités  ou  Table  des  poids  spéci- 
fiques. Mais  il  faut  bien  se  souvenir  que  les  poids  spéci- 
fiques des  substances,  tels  qu'ils  doivent  être  substitués  dans 
les  formules  de  la  mécanique ,  s'obtiennent  en  multipliant 
les  nombres  donnés  par  la  Table ,  par  le  poids  spécifique 
de  l'eau  qui  est  1000,  puisque  le  mètre  cube  est  l'unité  de 
volume,  et  le  kilogramme  l'unité  de  force.  Et  de  même, 
pour  avoir  les  densités  de  ces  substances,  il  faudra  multi- 
plier les  nombres  correspondants  de  la  Table  par 


1000 


Égalité  de  Caction  et  de  la  réaction  dans  le  mouvement. 

Force  d'inertie, 

264.  Considérons  un  point  matériel  soumis  à  l'actioii 
d'une  force  constante,  qui  lui  fait  parcourir  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  On  peut 
remplacer  cette  force ,  quelle  qu'elle  soit ,  par  un  corps  qui 
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pousserait  ou  tirerait  le  point ,  de  manière  à  lui  faire  suivre 
le  même  mouvement,  auquel  cas  la  force  produite  par  sa 
liaison  au  corps  serait  la  même  que  la  première.  Or,  si  Ton 
réalise  cet  état  de  choses  en  poussant  ou  en  tirant  un  corps 
quelconque  au  moyen  d'un  ressort  dont  on  puisse  négliger 
la  masse,  on  reconnaîtra  qu^il  arrive  toujours  à  un  état 
permanent  de  tension.  Il  résultera  de  là,  en  ne  tenant  pas 
compte  de  la  force  nécessaire  pour  produire  l'accélération 
du  ressort  dont  la  masse  est  considérée  comme  insensible, 
que  ce  ressort  est  sollicité  à  chaque  instant  par  deux  forces 
en  équilibre ,  et  par  suite  égales  et  contraires.  Donc  l'ac- 
tion exercée  à  l'une  des  extrémités  da  ressort,  et  qui  pro- 
duit l'accélération ,  est  toujours  accompagnée  d'une  autre 
action  égale  et  contraire  appliquée  à  l'extrémité  qui  est 
liée  au  corps.  Cette  dernière  force  est  nommée  réaction 
du  corps,  et  les  expériences  que  nous  venons  d'indiquer 
démontrent  que  l'action  est  constamment  égale  à  la  réac- 
tion dans  tout  mouvement  où  la  force  est  constante-,  et  par 
conséquent  aussi  dans  le  cas  où  elle  est  variable,  puisqu'on 
peut  toujours  la  considérer  comme  constante  dans  un  inter- 
valle de  temps  infiniment  petit.  C'est  cette  réaction  qu'on 
appelle  force  d^ inertie . 

Le  principe  étant  établi  pour  tous  les  cas  où  la  force  est 
produite  par  des  liaisons  matérielles ,  on  Fétend  naturelle- 
ment au  cas  même  où  l'on  n'aperçoit  aucun  intermédiaire 
entre  les  deux  points  qui  agissent  l'un  sur  l'autre  5  action 
qui  est  toujours  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint. 
Cette  extension  est  confirmée  par  l'accord  entre  les  phéno- 
mènes observés  et  les  calculs  fondés  sur  cette  hypothèse  ; 
et  d'ailleurs  elle  peut  être  démontrée  expérimentalement 
toutes  les  fois  que  les  corps  entre  lesquels  a  lieu-  l'action 
nmtuelle  peuvent  être  liés  l'un  à  l'autre  de  manière  à 
former  un  système  rigide  libre  :  on  reconnaît  par  Timmo- 

20. 
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bilitë  de  ce  système  que  les  deux  forces  sont  contraires  et 
égales. 

Nous  admettrons  donc  ce  principe  général,  que  toutes 
les  fois  qu'un  point  matériel  produit  une  action  sur  un 
autre,  ce  dernier  exerce  toujours  une  action  égale  et  con- 
traire sur  le  premier  \  de  sorte  que ,  si  ces  points  venaient 
à  être  liés  invariablement,  les  deux  actions  se  détruiraient 
exactement. 

CHAPITRE  IL 

DU    MOUVEMENT    RECTILIGNE    d'uN    POINT    MATÉRIEL. 

Expression  de  la  force  dans  un  mouvement 
rectiligne  quelconque. 

265.  Nous  avons  vu  que  deux  forces  constantes  sont 
entr6  elles  comme  les  quantités  de  mouvement  qu'elles  ont 
communiquées  dans  le  même  temps.  D'où  il  est  résulté 
qu'une  force  constante  peut  être  mesurée  par  la  quantité 
de  mouvement  qu'elle  produit  dans  l'unité  de  temps ,  en 
prenant  pour  unité  de  force  celle  qui,  dans  l'unité  de 
temps,  fait  acquérir  à  l'unité  de  masse  une  vitesse  égale  à 
l'unité.  Voyons  comment  on  peut  ramener  à  ce  cas  celui 
d'une  force  qui  varie  à  chaque  instant  suivant  une  loi 
arbitraire.  La  question  consiste  a  déterminer  la  vitesse 
qu'elle  ferait  acquérir  à  l'unité  de  masse  pendant  l'unité 
de  temps ,  si  elle  conservait  l'intensité  qu'elle  a  à  l'instan 
que  l'on  considère. 

Supposons  donc  un  mouvement  rectiligne  quelconque  ; 

soient  ^  la  vitesse  du  point  mobile  auquel  nous  supposeron    i^s 

une  masse  égale  à  Tunité,  x  sa  distance  à  l'origine,  1 1 i^e 

temps,  compté  à  partir  d'une  époque  quelconque  5  désignoii^i=i5 
par  (p  la  force  variable  qui  sollicite  le  point  à  chaque  ii  —   i- 

stant,  c'est-à-dire  son  rapport  à  l'unité  de  force,  qui  c si 

mesuré  par  la  vitesse  qu'elle  ferait  acquérir  pendant  l'unw^  té  ^ 


PREMlèBE    ANNÉE.     —    STATIQUE.  3o() 

de  temps  au  mobile  en  question,  dont  la  masse  est  égale  à 
Tunité. 

Si  la  force  était  constante ,  il  suffirait  de  diviser  la  vitesse 
qu'elle  communiquerait  au  point  dans  un  temps  quelcon- 
que ,  par  ce  temps ,  et  l'on  aurait  la  vitesse  communiquée 
dans  l'unité  de  temps.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  si  la  force 
est  (p  à  un  certain  instant ,  elle  sera  augmentée  d'une  cer- 
taine quantité  A(p  après  le  temps  A^,  et  Taccroisscment  Am 
de  la  vitesse  ne  sera  pas  dû  à  la  force  (jp,  mais  pourrait  être 
produit  par  une  force  comprise  entre  ç  et  ç  -h  A(p,  et  qui 
agirait  avec  une  intensité    constante   pendant   le  même 

tenips  A^.  Cette  force  intermédaîre  y'  sera  égale  à  —  9 

c'est-à-dire  que  cette  expression  mesure  la  vitesse  qu'elle 
communiquerait  au  point  dans  l'unité  de  temps. 

Mais  l'équation  rigoureusement  exacte    9'  =  —  ayant 

lieu  quel  que  soit  l'intervalle  de  temps  Aé,  et  ç'  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  y  à  mesure  que  A  t  tend  vers  zéro , 
puisque  alors  A  y  tend  aussi  vers  :^ro,  il  en  résulte,  ei; 
prenant  les  limites  des  deux  membres  de  l'équation , 

Telle  est  la  mesure  exacte  de  la  force  appliquée  à  l'unité 
c3e  masse  5  dans  un  mouvement  rectîligne  quelconque.  Elle 
^st  de  même  signe  que  /i^,  de  sorte  qu'en  employant  cette 
formule,  on  regarde  la  force  comme  positive  quand  elle 
t:end  à  augmenter  la  vitesse,  et  comme  négative  quand  elle 

t:end  à  la  diminuer*,  mais  l'expression  de  celle-ci  est  —7 

et  est  positive  quand  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens 
des  X  positifs  :  donc  la  force  sera  positive  quand  elle  agira. 

clans  ce  même  sens,  puisqu'elle  rendra  —  ou  w»  plus  grand 
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en  valeur  algébrique  ;  elle  sera  négative  dans  le  sens  con'- 
iraire. 

Si  dans  l'expression  de  ç  on  remplace  v^   par  -z-y  on 

obtient 

266.  Si  maintenant  on  considère  un  point  dont  la  masse 

§oit  m ,  la  force  qui  le  sollicite  sera  mesurée  par  m  —  > 

puisque  le  {)oînt  qui  aurait  le  même  mouvement  et  une 

masse  égale  à  l'unité  serait  sollicité  par  la  force  —,  et 

que  nous  avons  vu  que  dans  des  mouvements  identiques  les 
forces  sont  entre  elles  comme  les  masses. 

On  est  convenu  d'appeler  force  motrice  celle  qui  est 
appliquée  à  une  masse  donnée  quelconque  \  sa  mesure  est 

et  Ton  appelle  force  accélératrice  celle  qui ,  dans  le  mou- 
vement que  l'on  considère ,  sollicite  l'unité  de  niasse  :  elle  a 
pour  mesure 

dv  d^x 


—  ?      ou     — 
dt  dt 


3 


Cette  expression ,  considérée  dans  le  mouvement  en  lui- 
même,  en  mesure  Y  accélération  positive  ou  négative.* 

Usage  des  formules  générales  du  mouvement  varié» 
267.  Ces  formules  sont 


dx  dv       d^x 

dt'      "^ '"  Jt"^ 'dt^ 


PREMIERE   ANNÉE.    —    STATIQUE.  3ll 

OU  eiicore ,  en  remettant  pour  dt  sa  valeur  tirée  de  la  pre- 


mière 


9 

vdp 

9 

Examinons  les  différentes  questions  auxquelles  elles  peu- 
vent donner  lieu.        • 

i^.  Supposons  que  l'on  donne  x^=¥(t)^  on  obtiendra 
l'expression  de  la  vitesse  et  de  la  force  par  de  simples  diffé- 
rentiations  par  rapport  à  t. 

2®.  Soit  M  =  F  (ï),  on  aura 

_dv  _d.F{t) 
"^"^  dt'"      dt     ' 

on  connaîtra  donc  la  force  accélératrice. 

On  connaîtra  la  position  du  point  à  chaque  instant  en 

dx 
intégrant  l'équation  —  =  F  (ï),  qui  donne 

xz=fY{t)dt. 

La  constante  relative  à  cette  intégration  se  déterminera  par 
la  position  initiale  du  point. 

3^  Soit  ç  =  F(t). 

On  connaîtra  la  vitesse  par  la  formule 

et  l'on  déterminera  la  constante  d'après  la  valeur  initiale 
de  V,  Soit  ainsi  ^  =y*(t)  5  on  aura  la  valeur  de  x  au  moyen 
de  la  formule  suivante  : 

x=zff{t)dt, 

et  la  constante  introduite  par  cette  nouvelle  intégration 
dépendra  de  la  position  initiale  du  point. 
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4^.  Soit  i^=F(x)j  OU  en  conclura 

—  =F(^,     d'où    r=:|-— -• 

la  constante  se  déterminera  d'après  la  position  initiale  du 
point  )  «t  Ton  aura  ainsi  une  équatpn  .finie  entre  x  et  U 

La  force  9  ou  -7-  sera  égale  à  F'  [x)  F  (x), 

5*^.  Soit  y  =  F  [x)  5  si  Ton  remplace  y  par  t— ,  on  aura 

vdv 

— .=  F(x);     d*où     vch  =  Y[x)dx, 

et,  en  intégrant, 

On  parviendrait  encore  à  ce  résultat  en  remplaçant  f  par 

d'^x  .     , 

-TV  ;  on  aurait  alors 
dt^  ' 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  2  —5  il  vient 

dx  (Px         „  ,    ^  dx 

et  les  deux  membres  de  cette  équation  sont  des  dérivées, 
par  rapport  à  t,  le  premier,  de  [-r-]  >  etle  second,  de 
'if  F  {x)  dx]  on  aura  donc 


( 


^]=:,f/F(x)dx  =  ç\ 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  précédemment 
obtenue. 
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La  constante  renfermée  dans  J  se  détermine  par  les  va- 
leurs initiales  de  x  et  v.  On  connaît  ainsi  la  vitesse  en  un 
point  quelconque  du  mouvement,  et  il  reste  à  trouver  une 
^uation  entre  x  et  t.  Désignons  2  y* F  (j:)  dx  par  S[x)  \ 
Qous  aurons 


^=^'.  -•«'  '=/^ 


et  la  constante  sera  déterminée  par  la  valeur  initiale  de  x% 
6^.  Soit  enfin  y  =  F  (p»),  on  aura  alors 


T.=FK   d'où   '  =  Jf(75; 


de 


la  constante  se  déterminera  par  la  valeur  initiale  de  f^. 
Si  l'on  peut  résoudre  cette  dernière  équation  par  rapport 


à  f^,  on  aura 


dx 


v=:/{t)=:—,      d»OÙ      X  =  f/{t)dt. 

Dans  le  cas  contraire ,  on  remplacera  y  par  —  ?  et  l'on  aura 

pdu       _ ,  ,        ,,    ^  r  çdv 

-  =  FW.     d'où     ^  =  JF(7y 

Si  l'on  peut  effectuer  cette  intégration,  on  aura  une  équa-r 
tion  finie  entre  ^  et  je:  ^  et  comme  on  en  a  déjà  une  entre 
t  et  1^,  l'élimination  de  u  en  fera  connaître  une  autre 
en  X  et  t. 

Telles  sont  les  différentes  questions  auxquelles  peuvent 
donner  lieu  les  équations  du  mouvement  rectiligne  varié. 
Leur  solution  dépend  toujours  ou  de  différentiations ,  ou 
d'intégrations  du  genre  des  quadratures.  Nous  allons  en 
faire  l'application  à  quelques  exemples. 
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Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  dans  un  milieu 

résistant. 

268.  La  théorie  admise  sur  la  résistance  des  milieux  est 
encore  assez  imparfaite  ;  mais  ici  nous  regarderons  comme 
exacts  les  résultats  approchés,  auxquels  des  expériences 
multipliées  ont  conduit  sur  cette  matière. 

Ainsi,  nous  supposerons  que  cette  résistance  est  une 
force  normale  aux  surfaces  en  chacun  de  leurs  points,  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse  relative  de  ce  jA>int  et 
du  milieu,  estimé  dans  le  sens  de  la  normale,  ainsi  qu'à  la 
densité  du  fluide.  Il  suit  de  là  que  la  résistance  exercée  sur 
une  sphère  en  mouvement  est  directement  opposée  au  mou- 
vement de  son  centre ,  et  proportionnelle  au  carré  de  son 
rayon.  Si  on  la  divise  par  la  masse  de  la  sphère ,  on  aura  la 
force  qui  en  résulte  pour  l'unité  de  masse. 

Soient  p  la  densité  du  fluide ,  que  nous  supposerons  en 
repos ,  D  celle  de  la  sphère ,  r  son  rayon ,  i^  sa  vitesse  \  la 

résistance  appliquée  à  Tunité  de  masse  sera  7  -^»  7  dési- 
gnant un  coefficient  constant.  Pour  plus  de  commodité 
dans  nos  calculs ,  nous  rapporterons  cette  force  à  la  pesan- 
teur, et  nous  désignerons  par  K  la  vitesse  qu'il  faudrait 
supposer  à  la  sphère  donnée ,  pour  que  la  résistance  qu'elle 
(éprouve  devint  égale  à  son  poids ,  c'est-à-dire  pour  que  Fou 

eût  y^—  =  g.  Alors  la  résistance  appliquée  à  Ihmité  de 

masse  sera  —-^  *,  et  c'est  sous  cette  forme ,  où  l'homogénéité 

est  mise  en  évidence ,  que  nous  l'emploierons  dans  les  cal- 
culs qui  vont  suivre. 

269.  Moui^ement  descendant,  —  Nous  commencerons 
par  le  cas  où  le  point  matériel  se  meut  dans  le  sens  delà 
pesanteur.  Soient  A  [fig*  58)  le  point  de  départ,  et  a:  la 
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clistance  du  mobile  à  ce  point  après  un  temps  quelconque  f , 
au  bout  duquel  il  a  acquis  la  vitesse  p*.  En  désignant  par  9 
la  force  accélératrice,  on  aura 

d'où 

de  = , 

et,  intégrant, 

iK     K  +  P 

^ous  n'ajouterons  pas  de  constante ,  parce  que  nous  suppo 
sons  que  la  vitesse  soit  nulle  au  point  de  départ. 
On  tirera  de  là 

■ =:  C*'  y 

d'où 


&         _^        dt 


et ,  par  suite , 


I     e^         &         g     ^  ' 

X  devant  être  nul  en  même  que  f ,  on  doit  avoir 

C=— — 1.2, 
ë 
d'où  résulte 


Cj 


(2)  x=z — I. 

g 
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On  a  donc  ain&i  à  chaque  instant  la  position  et  la  vitesse  du 
mobile;  ce  qui  forme  la  solution  (5omplète  de  la  question. 
On  auiait  pu  exprimer  x  en  fonction  de  u^  en  remplaçant® 

vdv  .  .     j         ^ 

par  —7  ce  qui  aurait  donne 


dx 


S  =  éMK---). 


d'où 


K'    r     vclv  K} 


et  comme  on  a  à  la  fois  v»  =  o ,  j:  =  o ,  il  en  résultera 

€=  —  l.K% 

2g 

et ,  par  suite , 

(3)  0;=—  1. 


2g        K»—  P» 

La  valeur  de  ^  en  fonction  de  t  montre  qu'elle  est  tou- 
jours plus  petite  que  K,  mais  qu'elle  tend  vers  cette  limite 

à  mesure  que  t  augmente ,  parce  que  l'exponentielle  e 
tend  vers  zéro.  Le  mouvement  lend  donc  à  devenir  uni- 
forme ,  et  la  vitesse  a  pour  limite  celle  qui  rend  la  force 
accélératrice  égale  à  la  force  retardatrice.  Cet   état  n'a 
jamais  lieu  rigoureusement  ;  mais  le  mobile  s'en  approche 

indéfiniment,  et  d'autant  plus  rapidement ,  que  e        décroît 
plus  vit^,  ou  que  K  est  plus  petit.  Or,  nous  avons  trouvé 


-v/fv/7^ 


donc  le  mouvement  devient  sensiblement  uniforme ,  d'au- 
tant plus  promptement  et  avec  unç  vitesse  d'autant  moindre, 
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que  le  milieu  est  plus  dense ,  et  que  le  mobile  a  uu  moindre 
rayon  et  une  moindre  densité  \  ce  qui  est  confirmé  par  Tèx- 
pérîence. 

270.  Si  la  densité  du  milieu  est  supposée  nulle  ,  le  mo- 
bile n'est  plus  soumis  qu'à  Faction  de  la  pesanteur,  la  quan- 
tité K  devient  infinie ,  et  l'on  trouve ,  en  supposant  qu'on 
ait  à  la  fois  f  =  o,p'=o,a:  =  o, 

dv        .,  ^  dx 

,  =  g  =  j^,      dou     "=r=^' 


et ,  par  suite , 


X  =  2 — ,     et     sr  z=z  2  gx. 


Ces  diverses  formules,  déjà  obtenues  précédemment, 
peuvent  se  déduire  des  précédentes  en  y' faisant  K  infini. 
En  effet ,  si  on  développe  les  exponentielles,  l'équation  (i) 

donne,   en    supposant    —=0,    i^=  gf^  Téquation  (3), 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


x= I.  I  1 

^g       \ 


p' 
K^»' 


donne ,  en  développant  le  logarithme , 


X 


supprimant  le  facteur  commun  K'  et  faisant  ensuite  K  in- 
fini ,  on  obtient 


p' 


a:  =  -*-j     ou     ç^=i2gx. 
^g 


271.  Moui^ement  ascendant,  —  Soit  A  (Jig*  Sp)  le  point 
d'où  part  le  mobile  :  prenons  toujours  la  direction  AX  de 
la  pesanteur  pour  le  sens  des  x  positifs  ,  et  soit  —  a  la  vi- 
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masse  du  corps  auquel  elles  sont  appliquées  par  la  'vîtes 
quelles  lui  font  acquérir  pendant  Vunilé  de  temps ^  ^^j 
entendant  que  Ton  a  pris   pour  unité  de    force  celle  (j-  ^y 
fait  acquérir  à  Tunité  de  masse,  dans  Tunité  de  temps,  11^7^ 
vitesse  égale  à  Tunité  de  longueur. 

260.  Si  Ton  voulait  comparer  les  intensités  de  deux 
forces  p-,  p'',  qui  dans  des  temps  différents  f,  t'  auraient 
fait  acquérir  des  vitesses  p»,  t^'  aux  masses  m ,  m',  il  faudrait 
ramener  les  temps  à  être  égaux,  par  exemple  à  l'unité, 
avant  d'y   appliquer   la   proposition   précédente.  Or,  la 

masse  m  aurait  acquis  la  vitesse  -  dans  le  temps  f ,  et  la 

masse  m\  la  vitesse  -;  on  aura ,  par  conséquent, 

mv    m' v' 

/^:/>'::  — :-y--, 

et  si  l'on  suppose  que  p\  /«',  v\  t'  soient  tous  égaux  i 

l'unité,  on  aura  ■ 

mv 

p  =  -^ 

l'unité  de  force  étant  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 

261.  On  est  convenu  d'appeler  quaiitité  de  moui^emenl 
d*un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse.  On  peut 
donc  dire  qu  une  force  constante  quelconque  est  mesurée 
par  la  quantité  de  mouvement  quelle  produit  dans  Vuniié 
de  temps. 

262.  Unités  de  force  et  de  masse.  —  Jusqu'ici  nous 
n'avons  fixé  que  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  qui 
sont  respectivement  le  mètre  et  la  seconde.  Nous  avons 
laissé  indéterminées  celles  qui  se  rapportent  aux  forces  et 
aux  masses*,  seulement  nous  les  avons  liées  parla  condition 
que  l'unité  de  force  appliquée  à  l'unité  de  masse  pendant 
l'unité  de  temps  lui  fit  acquérir  une  vitesse  égale  à  Tunité^ 
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Nous  conviendrons  maintenant  de  prendre  pour  unité  de 
force  le  kilogramme,  c'est-à-dire  le  poids  d'un  décimètrecube 
d^eau  distillée  prise  à  la  température  du  maximum  de  den- 
sité, et  considéré  à  l'Observatoire  de  Paris.  Voyons  ce  que 
sera,  d'après  cela,  l'unité  de  masse,  c'est-à-dire  la  masse 
qui ,  sollicitée  pendant  une  seconde  par  une  force  constante 
égale  au  poids  de  i  kilogramme,  acquerrait  une  vitesse  de 
I  mètre  par  seconde. 

Or,  la  masse  de  i  décimètre  cube  d'eau  sollicitée  par  une 
force  égale  à  i  kilogramme,  c'est-à-dire  par  son  poids  à 
l'Observatoire ,  acquiert  la  vitesse  g  dans  une  seconde  ;  donc 
la  masse  d'un  nombre  g  de  décimètres  cubes  d'eau,  solli- 
citée par  la  même  force  de  i  kilogramme,  acquerrait  une 
vitesse  égale  à  l'unité  :  elle  est  donc  l'unité  de  masse. 

Ainsi,  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de  temps,  le 
mètre  pour  unité  de  longueur,  et  le  kilogramme  pour  unité 
de  force,  la  masse  prise  pour  unité  doit  être  celle  de 
9,80896  décimètres  cubes  d'eau  distillée  prise  à  la  tempe* 
rature  de  4  degrés. 

Les  masses  pourront  toujours  être  remplacées  par  des 
poids  \  ce  qui  est  plus  commode ,  puisque  ce  sont  les  poids 
qui  se  mesurent  immédiatement  avec  les  instruments.  On 
observera  pour  cela  que  si  P  désigne  le  poids  du  corps 
dont  la  masse  est  m,  on  aura  P  =  mg^  puisque  g  unités 
de  force  expriment  le  poids  de  l'unité  de  masse;  on  en  tire 

P         .    . 

m  =  -;  mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  tout  se  rapporte 

b 

au  système  d'unités  que  nous  venons  d'établir. 

263.  Densité.  Poids  spécifique.' —  On  appelle  densité 
d'une  substance  bomogène  la  masse  qu'elle  renferme  sous 
l'unité  de  volume  5  et  poids  spécifique  le  poids  de  cette  masse 
dont  le  volume  est  l'unité.  Il  résulte  de  là,  que  si  l'on 
désigne  par  D  la  densité  d'une  substance,  son  poids  spéci- 
fique sera  Dg^;  et  si  l'on  considère  une  portion  de  cette 
I.  20 
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d'où 


.^..-ï=.-^""^- 


K       ' 

K 
OU ,  en  posant  e     =  2 , 

2» j_^ a  -f-  I  =  o. 


¥ 


Celte  équation  étant  réciproque  donnera  à  la    fois   e 
et  e        ;  on  aura,  en  prenant  la  plus  grande  racine, 

K  g^  K  ' 

et  le  temps  total  écoulé  entre  le  départ  et  le  retour  aur 
pour  valeur 

O  +  0'  =  -~(arctangg-4.1.  1^^ j. 

272.  Autre  loi  de  résistance.  —  Supposons  maintenau 
la  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  et  représentée  pa 

g:  —  5  K  étant  la  vitesse  qui  rendrait  la  résistance  égale  a 

poids  du  corps  que  Ton  considère  •,  si  le  mouvement  est  dan 
le  sens  de  la  pesanteur,  on  aura 


d'où 


Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  on  aura 

C  =  -l.  K, 

ë 


4. 
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p  suite , 

ira  donc 

ime  on  a  a:  =  o  pour  t  =  o,  on  aura 


K» 


ir  conséquent  ^ 


valeur  de  t^  apprend  que  la  vitesse  tend  indéfiniment 
éduire  à  K ,  c'est-à-dire  à  celle  pour  laquelle  la  résis- 
est  égale  au  poids  du  mobile.  Quant  à  la  valeur  de  x*^ 
roit  indéfiniment. 

î.  Dans  le  cas  où  le  mobile  aurait  une  vitesse  ini- 
a ,  et  ne  serait  pas  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur, 
à  la  résistance  seule  du  milieu,  on  aurait 

V        dv        ^  IL  dv  K  , 

^IL        dt  ^    V  g 

m 

D^me  on  a  i^  =  a  pour  «  =  o,  il  eu  résulte 
C=  — 1.  «,     et     /= 1.-5 

I.    ,  21 
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d'où 


de 


On  tire  de  là 


^  =  «    le     ^dt=  —  —e     ^4-C, 
el  comme  on  a  en  même  temps  f  =  o,  jî:  =  o,  on  aurar 


>     et,  par  suite,     x  =  — A  i  —  e     "^  \: 


On  voit  que  la  vitesse  a  pour  limite  o,  à  mesure  que  le 

temps  augmente  indéfiniment  •,  et  x  a  pour  limite  —  :  de 

sorte  que  le  point  tend  indéfiniment  vers  une  position  déter- 
minée, qu'il  ne  peut  jamais  atteindre. 

274.  Mous^ement  vertical  d'un  point  dans  le  vide,  — 
Supposons  un  point  matériel  placé  en  A  [fig»  60)  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre ,  et" attiré  vers  son  centre  O  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance.  Prenons-  le  point  A 
pour  origine  des  x  que  nous  regarderons  comme  positif 
dans  le  sens  de  la  pesanteur  ;  et  désignons  par  g  cette  force 
appliquée  à  Tunité  de  masse ,  placée  à  la  surface  de  la  terre, 
à  la  distance  r  du  centre.  On  aura,  d'après  l'hypothèse, 

(f  =  — 5 —    en  posant  OA  =  a.  L'équation  k  intégrer  sera- 

donc 


dt'        {a  —  xf 
Elle  devient,  en  la  multipliant  par  2  Ac, 


(t-x  dx 

2  -— —  dx  ■=  2  ^r"^  — 


dn  *'      [a—xY 
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Lc  premier  membre  est  la  différentielle  de  (  -y-  j   corres- 
pondante à  Taccroissement  dt^  et  le  second  est  celle  de 

— - —  correspondante  à  Faccroissement  dx  relatif  à  dt. 
a  —  jc  * 

Donc,  les  intégrales  ne  peuvent  différer  que  d'une  con- 
stante, et  Ton  aura 


dt  ]        «  —  X 


4-  C  =  r'. 


Nous  supposerons  la  vitesse  nulle  au  point  A ,  d'où  résul- 
tera 

et,  par  suite, 

Cherchons  maintenant  x  en  fonction  de  t.  Or,  on  tire  de 
cette  équation,  en  observant  que  dx  et  dt  sont  de  même 
signe, 


dx      fa        la  —  X       dx      i  a        ^  — ^ 

r    Y    ^g  y        X  r    y    2g    \ax  —  x^ 


d'où 

^  r  \  ig  J      sl^x  —  x^         r   \   ^8  J       sfâx  —  x^ 


_  r  "Ldx 

''   V   2^  J        >i^^  —  ^' 


®'  5  enfin , 


/ -*  \  \    '  I  a    l    I a  a  —  ix\ 

^     J  t=:i'-\^/  — 1    \ax  —  x^ -\ — arc  cos h 

r  y   7.g\^  1  a        ) 
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Comme  ou  doll  avoir  x  =  o  pour  it  =  o,  la  constante  sera 
nulle  5  pourvu  qu'on'prenne  zéro  pour  Tare  dont  le  cosinus 
est  l'unité.  Le  problème  est  donc  complètement  résolu , 
puisque ,  pour  une  valeur  quelconque  de  x^  on  peut  déter- 
miner l'instant  où  le  mobile  y  passera,  et  la  vitesse  qu'il 
aura.  Réciproquement,  pour  une  valeur  donnée  de  ^,  on 
connaîtrait  la  valeur  de  x  par  la  résolution  approchée  d'une 
équation  numérique,  ou  par  la  construction  de  la  courbe 
représentée  par  Féqualion  (2),  dans  laquelle  t  représen- 
terait l'ordonnée. 

Ces  formules  ne  s'appliquent  qu'autant  que  le  point  ne 
pénètre  pas  dans  l'intérieur  de  la  terre;  elles  ne  s'étendront 
donc  que  jusqu'à  x  =  a  —  r.  Au  delà  de  ce  point,  la  force 
devient  proportionnelle  à  la  distance  au  centre,  et  le  inou-* 
vement  est  représenté  par  des  équations  différentes  qu 
nous  allons  déterminer. 

275.   Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  1^ 
mobile  parte  du  point  A  (/ig*  61  )  de  la  surface  de  la  tertio 
avec' une  vitesse  nulle*,  nous  prendrons  l'origine  des  x  au 
centre,  à  ^use  de  la  symétrie  par  rapport  à  ce  point,  et 
nous  regarderons  les  x  comme  positifs  dans  le  sens  0^4. 
L'expression  de  la  force  sera 

"?  =  "  ^7~"^' 
Multipliant  par  2dx  et  intégrant,  il  vient 

et  comme  on  a  i^=  o  pour  x  =  /',  on  aura  C  =  gr,  d'où 


cLv\'      s 


(3)  -)=»-(,.^-.')  =  .^ 

Il  reste  à  trouver  une  équation  entre  x  et  t.  Or,  celle-ci 
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donne 


^•25 


dt 


I  y.  dX 


nous  prenons  le  signe  —  pour  la  racine  carrée ,  parce 
que  dx  et  dt  sont  de  signes  contraires,  tant  que  .le  mou- 
yement  a  lieu  en  sens  contraire  des  x  positifs.  On  obtient, 
eu  intégrant, 


X 

arc  ces  -  • 
r 


La  constante  est  nulle,  puisque  l'on  a  en  même  teraps 
e=:  G,  xz=i  r.  Cette  équation.,  résolue  par  rapport  à  x, 
devient 

(4)  ^  =  rcos.^y/^. 

La  valeur  de  i>*  raonti-e  que  la  vitesse  est  maximum 
quand  le  point  passe  au  centre,  et  qu'elle  redevient  nulle 
pour  a:  =  —  r,  c'est-à-dire  à  l'extrémité  opposée  du  dia- 
mètre. Le  point  se  trouve  alors  dans  les  mêmes  circon- 
stances 5  il  revient  donc  vers  sa  première  position  par  un 
mouvement  identique  au  premier,  et  l'on  aura  un  nombre 
indéfini  d'oscillations  semblables.  La  vitesse  ne  dépendant 
que  de  x^^  est  la  même  pour  deux  positions  situées  à  égale 
distance  du  centre. 

On  voit,  par  l'équation  entre  x  et  f ,  que  le  point  arrive 

au  centre  après  un  temps  égal  à  --  \/  -5  que  pour  des  épo- 
ques également  distantes  de  cet  instant,  les  distances  au 
centre  sont  égales,  et  que  le  point  arrive  à  Textrémité  du 

diamètre  après  un  temps  égal  à  t:  t /-,  et  qui  exprime  par 

Conséquent  la  durée  de  l'oscillation. 

Les  calculs  qui  précèdent  ne  s'appliquent  pas  seulement 
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à  la  question  particulière  qui  nous  y  a  conduits,  mais  à 
toutes  celles  où  l'on  a  à  considérer  une  force  proportion- 
nelle à  la  distance  à  un  point  fixe;  ce  qui  se  rencontre  sou- 
vent dans  l'étude  de  la  Physique. 

276.  Les  formules  précédentes  se  réduisent  sensiblement 
&  celles  du  mouvement  uniformément  accéléré ,  quand  on 
sujppose  Fespace  parcouru  très-petit  par  rapport  à  la  dis-» 
tance  au  centre;  ce  qui  revient  à^supposer  la  force  sensi- 
blement constante. 

Ainsi  r équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  formç 


V^  Z=z7.gX 


r» 


à* —  ax 
Soit 

h  étant  très-petit  par  rapport  à  r  et  représentant  l'élé- 
vation du  point  A  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre; 

-; se  réduira  à  l'unité,  en  négligeant  les  quantités  de 

Tordre  de  -,  et  l'on  aura,  à  ce  degré  d'approximation , 

Passons  à  la  formule  (2).  On  aura 

I    /-   / :       «/-/         ^Xî       asjx  I         IX  \ 

-  Vfl  VûTX' —  jc' =  -  y' j:     I c=— 2— I  I ..  .  I  ; 

r  ^     ^  r^\        a I  r     \       la  ) 

remplaçant  a  par  r-h  A ,  et  négligeant  les  termes  où  entrent 

X    h  — 

Jes  rapports  -9  -?  il  restera  ^x]  et  la  première  partie  de  t 


sera 


\/^ 


r     r 

X 


a  —  %x 


De  môme,   en  développant  arc  cos  ,    ou    bien 
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arc  sin ,  on  trouvera  que  ia  seconde  partie  peut 


être  réduite  à  i/  — ,  et  T 


on  aura 


9       ou       X  z=z  - —  • 

2 


Dans  la  seconde  question ,  les  espaces  parcourus  sont 
/•  —  x,  et  si  on  les  suppose  très-petits  par  rapport  à  r,  la 
formule  (3),  qui  peut  se  mettre  sous  la  foimc 

i^'  —  S{r  —  x)——, 
se  réduit  sensiblement  à 

la  formule  (4)  développée  devient 


'=K'"f^"^---) 


Si  l'on  néglige  les  termes  qui  renferment  /'  en  déuomina^ 
leur,  elle  se  réduit  à 

2 

277.  Remarque  relali\^e  aux  solutions  singulières.  — 
L'équation  différenliellc  du  mouvement  d'un  point,  jointe 
aux  circonstances  initiales,  détermine  complètement  le 
mouvement  de  ce  point  pendant  un  temps  indéfini.  Mais 
quand  on  intègre  cette  équation ,  il  faut  avoir  soin  de  n'o- 
mettre aucune  de  ses  solutions,  et  tenir  compte  aussi  bien 
de  celles  qu'on  appelle  singulières,  que  de  celle  qu'on  dé- 
sigae  sous  le  nom  d'intégrale  générale.  Le  problème  sui- 
vant donnera  un  exemple  d'un  mouvement  qui  est  rcpré- 
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senlé  jusqu'à  une  certaine  époque  par  Tintégrale  générale ^ 
et  depuis  cette  époque ,  par  l'întégrale  singulière. 

Supposons  un  point  en  mouvement  dans  un  fluide  dont 
la  résistance  soit  proportionnelle  à  la  puissance  m  de  la 
vitesse,  m  étant  compris  entre  o  et  i.  Il  part  de  l'origine 
des  X  avec  une  vitesse  a  dans  le  sens  des  x  positifs ,  et  n'est 
soumis  à  aucune  autre  force  que  la  résistance  du  milieu. 
L'équation  de  son  mouvement  sera 

dv 

■ 

/r  désignant  une  coi^stante  connue.  On  tire  de  cette  équation 

et,  par  suite, 

{2)  u'-'"  =  a'-"'  —  (i—  m)  At, 

Observons  qîie  la  puissance  fractionnaire  ^^"  ne  comporte 
dails  aucun  cas  le  double  signe  dans  l'équation  diflérentielle, 
et  qu'il  est  entendu  qu'elle  sera  toujours  considérée  comme 
implicitement  positive 5  sans  quoi  l'équation  (i)  ne  repré- 
senterait pas  les  conditions  de  la  question  mécanique.  Il 
faut  donc,  dans  tout  le  reste  du  calcul,  considérer  l'expo- 
sant m  comme  ne  donnant  qu'une  valeur  positive  à  la 
puissance  de  ^^  où  il  entrera  ;  et ,  lorsqu'une  équation  lui 
donnera  une  valeur  négative,  elle  ne  représentera  pas  le 
mouvement  du  point. 

Nous  avons  dit  qu'il  fallait  considérer  toutes  les  solutions 
de  l'équation  (i);  il  faut  donc  tenir  compte  des  solutions 
singulières ,  qui  se  réduisent  à 

(3)  i'  =  o. 

La  solution  complète  du  problème  proposé  est  donc  don- 
née par  les  équations  (2)  et  (3) ,  et  il  ne  s'agit  plus  que  de 
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reconnaître  laquelle  on  doit  considérer  à  un  instant  donne 
quelconque. 

Or,  il  est  évident  qu'au  moment  du  départ,  la  vitesse 
étant  a,  et  ne  pouvant  être  détruite  que  dans  un  temps  fini, 
on  ne  devra  pas  faire  usage  de  l'équation  (3)  dans  le  com- 
mencement du  mouvement.  On  devra  donc  prendre  l'équa- 
tion (2).  Mais  on  n'en  devra  faire  usage  que  jusqu'à  l'é- 
poque  pour  laquelle  on  aura 


(i  —  m)  kt  =  «•-*",     ou     e 


^i-m 


(\  —  m)A'  ' 


parce  qu'au  delà  on  aurait  une  valeur  négative  pour  i^*""'", 
ce  que  nous  avons  vu  ne  pouvoir  convenir  à  la  question 
mécanique  proposée.  Jusqu'à  cette  valeur  de  t^  l'équa- 
tion (3)  ne  peut  convenir,  mais  elle  est  satisfaite  à  cette  épo- 
que, et  elle  devra  l'être  indéfiniment  ensuite,  puisque  l'équa- 
tion {2)  ne  peut  l'être,  et  que  le  problème  a  certainement  une 
solution ,  qui  ne  peut  être  représentée  que  par  l'une  ou 
l'autre  de  ces  deux  équations. 


rt'-™ 


H  suit  de  là  que  depuis  ^  =  o  jusqu'à  t  =  - — ■. —^  on 


aura 


t>  =  [«-'»  — (i  -_w)/r] '  —  ''', 

et  depuis  cette  dernière  valeur  de  t  jusqu'à  f  =  00  ,  on  aura 
i/  =  G,  et  le  point  restera  immobile  dans  la  position  où  il 

sera  arrivé  au  bout  d'un  temps  égal  à  


I— m 


(1  —m)k 
Nous  pouvons  maintenant  intégrer  l'équation  (2)  après 

(Ijc 

avoir  remplacé  v  par  —  >  et  nous  savons  jusqu'à  quelle  va- 

leur  de  t  elle  donnera  la  valeur  de  x  qui   convient  à  la 
c|uestion  ;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  aucune  discussion  à 
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faire.  On  aura  aijisi 

I  . 

J  =  [«— -(i  ~/iî)Xr]^-'", 
et  par  suite,  eu  exprimant  que  pour  t  =  ô  on  a  a?  =  o, 


2  —  m 


_  [rtt~m_^I      _;y;)^^-H 


—  W»  fl*"" 


(2  —  m)  k  (2  —  m)  k 

Le   point    où  ^  s'arrêtera    le    mobile    correspondant  à 


^2-m 


rt*"'"=  (i  —  m)kt  aura  pour  abscisse  , — r-.*   U  était 

^  '  ^  (2  —  m)k 

d'ailleurs  bien  facile  de  reconnaître  à  priori  que  si,  à  une 
certaine  époque,  la  vitesse  du  point  devenait  nulle ^  il  res- 
terait constamment  dans  la  position  où  il  se  trouverait 
alors.  Eu  elfet,  un  point  placé  sans  vitesse  dans  un  milieu, 
résistant  suivant  une  fonction  quelconque  de  la  vitesse, 
restera  indéfiniment  dans  la  position  où  on  l'aura  mis,  puis- 
que aucune,  force  ne  lui  sera  appliquée  5  il  n'aura  aucune 
tendance  à  se  mouvoir  d'aucun  côté,  et  restera  perpétuel- 
lement en  repos. 

CHAPITRE  III. 

DU   MOUVEMENT   D*UN    POINT   LIBRE    DANS    l'eSPACE. 

278.  Ce  que  dei^iendrait  le  mouvement  si  la  force  ces- 
sait d'agir. —  Si,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
l'action  dé  la  force  cessait  entièrement,  le  point  mobile  ne 
pourrait  plus  avoir  qu'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme, d'après  la  loi  d'inertie  que  nous  avons  admise  pré- 
icédemmcnt.  Il  ne  reste  donc  à  déterminer  que  la  direction 
et  la  vitesse  de  ce  mouvement. 

Pour  cela  5  concevons  trois  axes  rectangulaires,  de  direc- 
tions constantes  ,  et  dont  l'origine  ait  précisément  ce  mou- 
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veji\ent  quer  nous  voulons  déterminer.  Si  la  force  n^agit 
plus,  le  mobile  coïncidera  constamment  avec  cette  origine. 
Mais  si  elle  ne  cessait  pas  son  action,  c'est-à-dire  si  le 
point  continuait  son  mouvement  réel ,  le  mouvement  qu'il 
prendrait  par  rapport  aux  axes  mobiles  serait,  d'après  un 
principe  général  admis  précédemment,  celui  même  qui  au- 
rait lieu  par  rapport  à  des  axes  fixes,  si  on  plaçait  le. mo- 
bile sans  vitesse  à  leur  point  de  rencontre,  et  qu'on  lui 
appliquât  la  force  même  qui  le  sollicite  dans  son  mouve- 
ment réel.  Or,  l'espace  qu'il  parcourrait  ainsi  dans  un 
temps  infiniment  petit  du  premier  ordre,  serait  un  infini- 
ment petit  du  second,  tandis  que  celui  que  parcourrait  en 
même  temps  l'origine  mobile ,  serait  du  premier.  Si  donc, 
sur  la  direction  rectiligne  que  suit  le  point  après  la  sup- 
pression de  la  force,  on  prend  une  quantité  infiniment  pe- 
tite du  premier  ordre,  elle  est  à  une  distance  infiniment 
petite  du  second  ordre,  du  point  sur  sa  trajectoire 5  d'où  il 
suit-d'abord  que  cette  direction  rectiligne  ne  peut  être  que 
la  tangente  à  cette  trajectoire.  De  plus  ,*  l'espace  parcouru 
par  le  point  sur  sa  trajectoire  ne  différant  que  d'un  infini- 
ment petit  du  second  ordre  de  celui  que  parcourt  l'origine 
pendant  le  même  temps ,  la  vitesse  dans  le  mouvement  réel, 
à  l'instant  considéré,  est  la  même  que  celle  de  l'origine. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Sij  à  un  instant  quelconque  la  force  qui  produit  le 
mouuement  d*un  point  libre  cessait  d*agir,  ce  point  se 
nioui^rait  alors  uniformément  suii^ant  la  tangente  à  la 
trajectoire  ai^ec  la  vitesse  quil  auait  à  ce  même  instant.  . 
279.  p^aleur  et  direction  de  la  force  d'après  le  mouMé" 
ment  produit,  —  Considérons  une  position  quelconque  M 
\fiS'  ^^)  ^^^  point  dont  la  masse  est  m ,  et  dont  les  coor- 
données X  ^  y^  z  sont  des  fonctions  déterminées  du  temps  f , 
Si  la  force  qui  agit  sur  lui  cessait  à  cet  inslant  son  action, 
i}  se  mouvrait  sur  la  tangente  MT  avec  la  vitesse  \^  qu'il  a 
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en  M.  Si  donc  nous  supposons  irois  axes  X',  \\TJ  con- 
stamment parallèles  aux  premiers,  et  dont  Porigine  se  meuve 
sur  MT  avec  la  vitesse  constante  i^,  le  mouvement  du  point 
m,  par  rapport  à  ces  axes,  sera  identique  à  celui  qui  au- 
rait lieu  par  rapport  à  des  axes  immobiles  si  le  point  m 
était  placé  sans  vitesse  à  l'origine  et  sollicité  par  la  même 
force  qui  agit  sur  lui. 

Ce  mouvement  relatif  est  précisément  ce  que  nous  avons 
appelé  le  moui^ement  dés^iatoire  y  et  la  ligne  M' m' qu'il  flé- 
crit  ainsi  est  ce  que  nous  avons  appelé  la  déviation  (n°  195). 
Ainsi  cette  dernière  ligne  peut  être  considérée  comtne  celle 
que  décrirait  le  mobile  placé  sans  vitesse  au  point  M  et 
sollicité  par  la  force  même  qui  agit  sur  le  mobile  dans  sort 
mouvement  réel,  en  conservant  à  celte  force  une  direction 
et  une  intensité  constante. 

On  tire  de  là  les  deux  conséquences  suivantes  : 

i*^.  La  direction  de  la  force  qui  agit  à  un  instatit  quel^ 
conque  sur  le  mobile  libre,  est  la  même  que  celle  de  la  dé- 
viation en  ce  point. 

2?.  L'intensité  de  cette  force,  rapportée  à  V unité  de 
muasse  du  mobile,  est  mesurée  par  l'accélération  dans  le 
mouvement  déviatoire. 

De  la  première  de  ces  propositions  se  déduit  cette  autre 
proposition  importante  : 

La  direction  de  la  jorce  en  chaque  point  de  la  trajec- 
toif^e  est  comprise  dans  le  plan  osculateur  de  cette  courbe 
en  ce  point  ^  car  la  déviation  y  joignant  constamment  un 
point  de  la  courbe  à  un  point  de  la  tangente,  a  pour  di- 
rection limite  une  droite  située  dans  ce  plan. 

Il  reste  l'naintenant  à  exprimer  analytiqucment  les  pro- 
positions précédentes. 

Or  nous  avons  trouvé  (n'^^  197  et  198)  que  les  cosinus  des 
angles  que  la  direction  de  la  déviation  fait  avec  les  axes ,  sont 
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proparti onncls  aux  trois  quantités 

d^ X        d'^y        d^  z 
1ÎF\     HF''      HF'* 

et  que  l'accélération  dans  le  mouvement  dévialoire  était 
égale  à 


■^ 


dt'  )        \dO  ]        \  dt' 


Si  donc  nous  désignons  par  ^  la  force  accélératrice  qui 
agît  sur  le  mobile,  nous  aurons,  d'après  ce  qui  a  été  établi 
dans  le  numéro  précédent , 


et  les  cosinus  des  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes 
auront  pour  valeurs 

I  d"^  X        \   d'^  y        1  d^  z 

<f  de'  '     «p  ^7^'     ^  ~dF' 

Pour  avoir  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de 
la  force  accélératrice,  il  faudra  multiplier  ces  cosinus  par 
la  valeur  absolue  9  de  cette  force,  et  Ton  obtiendra  ainsi 

d^  X        d^y        d'z 

^^^  'dF'    ~dF'    IF' 

En  multipliant  ces  composantes  de  la  force  qui  agit  sur 
l'unité  de  masse  du  mobile  par  sa  masse  m ,  on  aura  les 
composantes  de  la  force  motrice,  c'est-à-dire  de  la  force 
qui  agit  sur  sa  masse  même.  En  désignant  ces  dernières 
par  X,  Y,  Z,  on  aura  les  équations  suivantes  entre  la  force 
qui  produit  le  mouvement  et  les  coordonnées  du  mobile  à 
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chaque  instant  : 

( 3  )  m  — —  =  X ,      m  —-—  =  Y,      m  -— —  =  Z, 

qui  se  réduisent  aux  suivantes,  en  supposant  que  le  mobile 
ait  une  masse  égale  à  l'unité  : 

d^  je  d^  Y  d^£ 

(4)  rfF.=^'    W^^'    'dF  =  ^- 

Ce  sont  les  équations  dilTéreutielles  du  mouvement  de 
tout  point  libre. 

280.  Usage  des  équations  du  mouvement.  -^  heë  équa- 
tions (3)  ou  (4)  donnent  le  moyen  de  ramener  au  calcul 
toutes  les  questions  qui  peuvent  se  présenter  sur  le  mou- 
vement d'un  point.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui  où 
l'on  donnerait  x,  /,  ^  en  fonction  de  t;  ou,  plus  générale- 
ment ,  trois  équations  finies  entre  x^y^  z^  t.  En  les  dîflTéren- 
tiànt  une  fois  par  rapport  à  t ,  on  connaîtrait  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  mobile.  Une  seconde  différentiation 
ferait  connaître  les  composantes  de  la  force  accélératrice, 
et,  par  conséquent,  cette  force  elle-même  en  grandeur  pt 
en  direction.  Enfin  l'élimination  de  ^,  entre  les  trois  équa- 
tions données ,  ferait  connaître  les  deux  équations  de  la  tra- 
jectoire. 

Mais  les  données  de  la  question  sont ,  en  général ,  moins 
simples.  Elles  devront  toujours  fournir  trois  conditions, 
puisqu'il  y  a  quatre  variables  x^  j^  z^t^  dont  une  seule  est 
indépendante  :  mais  si  l'on  pouvait  reconnaître  à  priori  que 
la  trajectoire  est  plane,  on  prendrait  deux  axes  de  coor- 
données dans  son  plan ,  et  il  n'y  aurait  plus  que  trois  varia- 
bles, savoir  :  le  temps  t  et  les  deux  coordonnées,  quelles 
qu'elles  soient,  du  mobile. 

Le  cas  le  plus  difficile  est  généralement  celui  où  la  force 
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est  donnée.  On  connaît  alors  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x\  j, 
z^t^  et  les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

Si  l'on  peut  intégrer  le  système  de  ces  trois  équations  dif- 
férentielles du  second  ordre,  on  parviendra  à  trois  équa- 
tions entre  x^y^  z^  ^  et  six  constantes  arbitraires.  Les 
constantes  se  détermineront  d'après  les  circonstances  ini- 
tiales du  mouvement. 

On  observera,  pour  cela,  que  le  mouvement  du  point 
n'est  pas  déterminé  par  la  seule  connaissance  de  la  force 
qui  agit  sur  lui.  Il  faut  encore  connaître  la  position  où  il  se 
trouve  à  un  certain  instant,  celui  par  exemple  à  partir  du- 
quel on  commence  à  compter  le  temps,  et,  de  plus,  la 
grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  à  cet  instant.  C'est  en 
cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  Y  état  initial  du  point  ^ 
et  l'on  voit  qu'il  renferme  six  données  nécessaires  et  suffi- 
santes ,  les  trois  coordonnées  du  point  et  les  trois  compo- 
santes de  sa  vitesse. 

Or  il  est  facile ,  au  moyen  de  ces  données ,  de  déterminer 
les  six  constantes  introduites  par  l'intégration.  En  effet,  les 
équations  intégrales,  ainsi  que  toutes  celles  qu'on  en  dédui- 
rait par  la  diflerentiation,  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  f , 
seront  satisfaites  si  Ton  y  fait  ^=o.  Pour  cette  valeur  de  t  on 

connaît,  par  hypothèse,  les  valeurs  de  a:,y,  -z,  —5  —-?  -r* 

En  les  substituant  dans  les  équations  intégrales  et  leurs  dé- 
rivées premières,  dans  lesquelles  on  aura  fait  f  =  o,  on 
aura  six  équations  qui'  ne  renfermeront  d'inconnues  que 
les  six  constantes,  qui,  par  conséquent,  seront  détermi- 
nées. 

Ayant  ainsi  trois  équations  entre  x^  j^  z,  if,  on  renlrtt 
dans  le  premier  cas  que  nous  avons  examiné. 
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281 .  Composantes  y  taugentrelle  et  normale  »  de  la  force. 

—  Nous  avons  déterminé  (n*^  201  )  les  composantes,  langeu- 

tielle  et  normale,  de  l'accélération  dans  le  mouvement  dé- 

d'^  s 
vîatoire.   La   première  est  exprimée  par  -^-^-î  la  seconde 


par  — »  et  l'accélération  elle-même  par 


Or  la  force  a  la  même  direction  que  la  déviation  ou  raccé- 
lération  ;  elle  aura  donc  avec  ses  composantes ,  suivant  la 
tanfi;ente  et  la  normale,  les  mêmes  rapports  que  l'accéléra- 
tion  et  ses  composantes  suivant  ces  mêmes  directions.  Et 
comme  nous  venons  de  voir  que  la  force  accélératrice  était 
mesurée  par  l'accélération  du  mouvement  dévîatoîre,  qui  est 


il  en  résulte  que  ses  deux  composantes  seront  aussi  mesu- 
rées par  celles  de  l'accélération. 

Ainsi  : 

La  composante  tangentielle  de  la  force  accélératrice 
est 

d's 


(W 


5 


et  la  composante  normale,  dirigée  "vers  le  centre  de  cour- 
bure,  est 


02 


R  étant  le  raybu  de  courbure  de  la  trajectoire  :  on  dé3Îg& 
aussi  celte  dernière  sous  le  nom  de  force  centripète.  Si  au 
lieu  de  l'unité  de  niasse  on  suppose  une  masse  m,  ces  deux 
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composâmes  se  changeront  en 

m  -— -  5     ffi  —' 

dr  R 

* 

282.  Composantes  tangentielle  et  normale  de  la  force 
àHnerlie,  — ■•  Nous  avons  vu  (n**  264)  que  toutes  les  fois 
qu'une  action  s'exerçait  sur  un  corps,  celui-ci  exerçait 
toujours  en  sens  contraire  une  action  égale,  que  Ton  nomme 
réaction  ou.  force  d*mertie.  Si  l'action  s'exerce  par  la  pres- 
sion ou  la  traction  d'un  autre  corps ,  ou  appareil  matériel 
quelconque,  c'est  sur  les  points  matériels  en  contact  que 
s'exerce  la  réaction.  Si  elle  provient  d'un  corps  à  distance, 
c'est  toujours  sur  ce  corps  que  la  réaction  s'opère  ^  et  elle 
est  encore  égale  et  directement  opposée  à  l'action  qui  a  lieu 
sur  le  premier. 

Cela  posé,  considérons  un  point  libre  ayant  une  masse 
m  et  décrivant  une  trajectoire  quelconque  sous  l'action 
d'une  certaine  force ,  que  nous  nous  représenterons  comme 
produite  par  la  traction  d'un  fil  ou  par  la  pression  d'un 
autre  corps;  la  force  d'inertie  sera  appliquée  à  ce  fil  ou  ce 
corps  extérieur,  au  point  même  de  l'espace  où  se  trouve  le 
mobile  9  et  pourra  être  décomposée  en  deux  autres  égales 
et  opposées  à  celles  de  la  force  appliquée  au  mobile  :  l'une 

tangentielle  égale  à  m  -jy  '   Tautre  normale  égale  à  —  • 

La  composante  normale  sera  donc  dans  le  plan  oscula- 
teur  de  la  trajectoire  et  dirigée  du  côté  opposé  au  centre  de 
courbure-,  de  sorte  que  si  l'on  concevait  qu'elle  agît  sur  un 
point  sans  vitesse  pendant  un  temps  fini ,  ce  point  se  mou- 
vrait suivant  la  normale  en  s'éloignant  de  ce  centre.  C'est 
pour  cette  raison  qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  jorcc  cen^ 
trifuge. 

On  fait  quelquefois  de  faux  raisonnements  relativement 
à  la  force  centrifuge ,  parce  qu'on  ne  se  rappelle  pas  assez 

I.  22 
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qu'elle  n'est  pas  appliquée  au  point  en  mouvement ,  maïs 
au  corps  en  contact  avec  lui ,  et  qui ,  par  sa  pression  ou  sa 
traction,  déterminerait  ce  mouvement.  Si  Ton  supposait  le 
mouvement  produit  autrement  que  par  la  pression  d'un 
corps ,  la  réaction ,  comme  nous  l'avons  dit ,  ne  serait  plus 
appliquée  à  un  point  en  contact  avec  celui  que  Ton  consi- 
dère 5  et  la  dénomination  de  force  centrifuge  ne  semble  plus 
assez  naturelle.  Par  exemple,  en  regardant  le  mouvement 
de  la  terre  comme  produit  par  l'attraction  du  soleil ,  la 
réaction  de  la  terre  est  appliquée  au  soleil  5  sa  composante 
normale  Test  donc  aussi,  et  l'on  serait  obligé  de  dire  que  la 
forcé  centrifuge  produite  par  la  terre  est  appliquée  au  so- 
leil. On  ferait  peut-être  mieux  de  supprimer  cette  dénomi- 
nation qui  obscurcit  quelquefois  les  choses,  et  d'employer 
le  mot  réaction^  qui  rappelle  toujours  à  quel  point  la  force 
et  ses  composantes  sont  appliquées. 

283.  La  force  centripète,  et,  par  suite,  la  force  centri- 
fuge ,  a  d'abord  été  considérée  dans  le  cercle ,  et  son  ex- 
pression s'y  détermine  par  des  considérations  très-simples. 
En  effet ,  si  on  décompose  la  force  accélératrice  qui  agit  sur 
le  point ,  et  qui  est  nécessairement  comprise  dans  le  plan 
du  cercle  en  deux  autres  forces ,  dont  l'une  soit  tangente  et 
l'autre  normale  au  cercle,  le  mouvement  de  la  projection 
du  point  sur  la  normale  sera  uniquement  du ,  comme  nous 
le  savons,  à  la  composante  normale.  Or,  en  supposant  cette 
composante  constante  de  grandeur  et  de  direction  pendant 
un  temps  infiniment  petit  dt^  la  théorie  du  mouvement 
uniformément  accéléré  apprend  que  sa  valeur  sera  égale  au 
double  de  l'espace  parcouru  suivant  la  normale  divisée  par 
le  carré  du  temps.  Cet  espace  est  égal  au  carré  de  la  corde, 
ou  de  l'arc  ds ^  dont  il  est  la  projection,  divisé  par  ledia- 

A| 

mètre  2R5  donc  la  composante  normale  est  égale  à  -—ou 
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l>» 


à  -  •  Telle  est  donc ,  dans  le  cercle,  Texpression  de  la  force 
R 


mv^ 


centripète  ou  de  la  force  centrifuge.  Elle  serait  —  pour  le 

point  dont  la  masse  serait  m. 

Si  Ton  désigne  par  o)  la  vitesse  angulaire  du  rayon  qui 
contient  le  mobile,  on  aurar 

p  =  wR, 

■ 

et  l'expression  de  ces  forces  devient 

#w  w'R, 
ou  encore 

R/w47r' 

en  désignant  par  T  le  temps  que  le  point  met  à  décrire  le 
cercle. 

En  supposant  que  le  mobile  soit  obligé  de  décrire  le 
cercle  au  moyen  d'une  tige  ou  d'un  fil,  sans  masse,  de  lon- 
gueur invariable,  dont  une  extrémité  est  fixée  au  cen,tre, 
ce  fil  tire  le  point  et  produit  sur  lui  la  force  centripète-,  il 
est  tiré  à  son  tour  par  la  force  centrifuge.  Ces  deux  forces 
en  équilibre  sur  le  fil  déterminent  sa  tension. 

Si  l'on  supposait,  au  lieu  de  cela,  un  cercle  matériel  que 
le  mobile  ne  pourrait  quitter,  par  exemple  un  anneau  creux 
infiniment  étroit ,  dans  l'intérieur  duquel  serait  le  point  en 
mouvement ,  ce  cercle  exercerait  sur  lui  une  force  dirigée 
vers  le  centre^  et,  réciproquement,  celui-ci  en  exercerait 
une  autre  sur  ce  cercle,  égale  et  directement  opposée. 

Enfin  on  peut  concevoir  un  mode  de  liaison  quelconque 
qui  oblige  le  point  à  décrire  un  cercle.  Nous  allons  en 
donner  un  exemple  très -simple  et  très-important  par  les 
conséquences  qui  s'en,  déduisent  relativement  à  la  pesan- 
teur, 

22. 
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284.  Injluence  du  moui^ement  de  rotation  de  la  terre 
sur  la  pesanteur,  —  Considérons  un  système  de  forme  in- 
variable et  dont  les  points  exercent  les  uns  sur  les  autres 
des  actions  quelconques  détruites  par  leur  liaison  mutuelle, 
et  donnons-lui  un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
d'un  axe.  Il  est  facile  de  reconnaître  qu'alors  les  liaisons  du 
système  détruisent,  pour  chaque  point  matériel,  les  ac- 
tions mutuelles  qu'il  subissait  dans  l'état  primitif,  jointes 
à  la  force  centrifuge  correspondante  à  sa  masse  et  à  son 
mouvement. 

En  effet,  on  peut  ajouter  à  toutes  les  actions  primitives 
la  force  centripète  et  la  force  centrifuge  relatives  à  chaque 
point,  puisque  ces  deux  forces  se  détruiront.  Or  la  for^e 
centripète  produirait  le  mouvement  du  point  s'il  était 
libre 5  il  faut  donc  que  toutes  les  autres  soient  détruites: 
donc  la  résultante  des  actions  mutuelles  primitives  exer- 
cées sur  chaque  point,  et  de  la  force  centrifuge  considérée 
alors  comme  appliquée  à  ce  point  même ,  est  détruite  par 
les  liaisons. 

Soient  r  la  distance  d'un  point  quelconque  du  corps  à 
l'axe,  et  T  le  temps  de  la  révolution  entière-,  la  vitesse  de  ce 


-'r 


2  TT  /*  U.  Tt'  r 

point  sera  -—9  et  la  force  centrifuge  -—^ —  On  voit  qu'elle 

est  proportionnelle  à  la  distance  de  l'axe  ^  elle  est  donc  nulle 
aux  extrémités  de  l'axe ,  et  la  plus  grande  possible  pour  le 
point  le  plus  éloigné  de  l'axe. 

La  terre  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  qui, 
comme  nous  venons  de  l'expliquer,  introduit  parmi  les 
forces  détruites  par  la  liaison  des  points,  une  force  centri- 
fuge qui  n'existerait  pas  si  elle  n'avait  qu'un  mouvement  de 
translation,  par  lequel  tous  ses  points  décriraient,  dans  un 
même  temps  infiniment  petit,  des  droites  égales  et  paral- 
lèles. Ce  mouvement  de  rotation  s'effectue  dans  86f64*^ 
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coudes,  cl  l'on  a,  par  conséquent, 

T=  86164. 

A  Téquateur,  la  rotation  de  la  terre  et  la  force  centrifuge 
étant  directement  opposées ,  la  pesanteur  a  une  valeur  égale 
à  celle  qu'elle  aurait  si  la  rotation  n'avait  pas  lieu,  dimi- 
nuée de  la  force  centrifuge.  Si  l'on  fait  d'abord  abstraction 
du  petit  changement  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la 
terre,  on  pourra  la  regarder  comme  égale  à  g  k  l'équateur, 
et  si  l'on  appelle  G  celle  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tour- 
nait pas  sur  elle-même,  et  qui  est  la  résultante  des  actions 
mutuelles,  on  aura 

47r'r 


g^Q^ 


Mais  inr=  40000000^  donc  on  aura  à  peu  près 
ou,  à  très  peu  près, 


8 


289 


La  gravité  est  donc  diminuée  environ  de  yt^  de  sa  valeur 
par  la  force  centrifuge  à  l'équateur.  Et  comme  289  est  le 
carré  de  17  et  que  la  force  centrifuge  est  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse 5  si  le  mouvement  de  rotation  était 
environ  17  fois  plus  rapide,  la  pesanteur  serait  nulle  à  l'é- 
quateur. 

Sur  un  parallèle  quelconque,  la  force  centrifugé  n'est 
pas  directement  opposée  à  l'attraction  de  la  terre ,  mais  elle 
change  très-peu  la  direction  de  cette  attraction  ou  de  la 
gravité ,  et  la  diminution  de  son  intensité  est  sensiblement 
égale  à  la  projection  de  la  force  centrifuge  sur  la  normale 

a  la  sphère,  ou -,  r  étant  le  rayon  du  parallèle, 


34^  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

et  X  sa  latitude.  Or,  en  supposant  la  terre  sphérique,  on 
aura 

/  =  r  cos  > , 

et  la  diminution  de  la  pesanteur  sur  ce  parallèle  sera 

Elle  varie  de  Téquateur  au  pôle  proportionnellement  au 
carré  du  cosinus  de  la  latitude.  Mais  la  terre  n'étant  pas 
tout  à  fait  spbérique ,  il  en  résulte  une  autre-  diminution 
proportionnelle  au  carré  du  cosinus  de  la  latitude,  et  qui 
s'ajoute  à  la  première-,  de  sorte  que  le  poids  d'un  corps 
transporté  du  pôle  à  Téquateur  diminue  de  7—  au  lieu  de  ^. 

CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS    DES    FORMULES    GÉNÉRALES   DU    MOUVE- 
MENT d'un  point  LÏBRE. 

285.  Mous^ement  produit  par  une  force  dont  la  direc- 
tion est  constamment  tangente  à  la  trajectoire, . —  Dans 
une  position  quelconque  du  mobile ,  les  cosinus  des  angles 

que  fait  la  force  avec  les  axes,  sont  proportionnels  à  -7^» 

■-rjj  'Tj'i  et,  par  hypothèse,  ils  doivent  être  aussi  propor- 
tionnels à  ceux  qui  se  rapportent  à  la  tangente  à  la  trajec- 

toire  en  ce  même  point,  ou  a  -r-?  -t->  -r-  On    devra  donc 

^         '  de     cU     di 

avoir  les  égalités  suivantes  : 

d^x  d^f  d^  z 

IF  IF  HF 

dx  dy  dz 

dt  dt  dt 
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Intégrant  ces  trois  membres  et  désignant  par  c ,  c',  c"  trois 
constantes  arbitraires,  il  vient 


dt  (It  dt 


OU 


/   \  dx  dy         ,.  dz 

^  ^  dt  dt  dt 

Intégrant  de  nouveau  et  désignant  par  a,  ol' ^  ol"  trois  nou 
velles  constantes  arbitraires,  on  obtient 

(2)  ex  -f-  a  =  c'x  -^  ol'  =c"z-h  a". 

Les  coordonnées  du  mobile  satisfaisant  à  deux  équations 
du  premier  degré,  il  s'ensuit  que  la  trajectoire  est  une 
ligne  droite. 

La  position  initiale  du  mobile  sera  un  point  de  cette 
droite.  Les  composantes  initiales  de  la  vitesse  donneront , 
au  moyen  des  équations  (i),  les  rapports  des  coefficients  c, 
c',  c^\  La  droite  donnée  par  les  équations  (2)  sera  donc  dé- 
terminée, puisqu'on  connaît  sa  direction  et  un  de  ses  points. 

Ainsi ,  la  question  est  ramenée  au  mouvement  sur  une 
droite  donnée,  et  sera  traitée  comme  précédemment,  quand 
la  force  sera  connue. 

286.  Mouvement  produit  par  une  forcé  constamment 
normale  à  la  trajectoire,  —  La  condition  connue  pour  que 
deux  droites  soient  perpendiculaires,  donne  immédiate- 
ment, dans  le  cas  actuel,  l'équation 

djp  d^x       dy  d^y       dz  d'  z 
dt'dF'^dt'dF'^dt'dF'^^' 

Or  le  double  du  premier  membre  est  la  dérivée  de 

dx\^        /dr\^        I  dz 


■-(! 


-f- 


dt  1  \dt  I  \  dt 
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OU  de  1^*,  u  désignant  toujours  la  vitesse;  il  en  résulte  donc 
que  la  vitesse  est  constante.  Ainsi,  en  désignant  par  i^o  ^ 
valeur  initiale ,  on  aura 


dx^       dr'       dz" 


dt^        dt^        dt\ 

Il  suffira  donc  de  connaître  deux  autres  équations  pour 
que  le  mouvement  soit  déterminé.  Nous  n'en  offrirons  ici 
aucun  exemple  ;  nous  nous  étions  proposé  seulement  d^éta- 
blir  la  proposition  générale  suivante  : 

Lorsque  la  force  qui  sollicite  un  point  matériel  est  tou- 
jours normale  à  sa  trajectoire,  le  moui^ement  de  ce  point 
est  uniforme. 

On  se  trouve  dans  les  conditions  de  cette  question  quand 
on  considère  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
ou  une  surface  fixe  qui  ne  produit  aucun  frottement,  en 
admettant  qu'il  n'y  ait  aucune  force  autre  que  la  résistance 
de  la  courbe  ou  de  la  surface  :  le  mobile  est  alors  sollicité 
par  une  force  constamment  normale  à  sa  trajectoire ,  et  son 
mouvement  sera  par  conséquent  uniforme. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  parvenir  aux  conséquences 
précédentes,  relativement  à  ces  deux  dernières  cpiestions, 
au  moyen  des  formules  qui  expriment  la  composante  tan- 
gentielle  et  la  composante  normale  de  la  force  appliquée  au 
mobile. 

En  effet,  si  cette  force  est  toujours  tangente  à  la  trajec- 
toire, la  composante  normale  est  toujours  nulle;  et  l'on  a, 
en  chaque  point , 

-   =  G  ,       OU       R  :z=  00  . 

Donc  la  ligne  est  droite ,  puisque  son  rayon  de  courbure  est 
infini  en  chaque  point. 

Et,  si  la  résultante  est  toujours  normale,  la  composante 
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d^  S 

tangentielle  -ry  est  toujours  nulle;  et,  par  conséquent, 

-^)  ou  la  vitesse,  a  une  valeur  constante. 
de 

287.  Propriété  du  mous^ement  produit  par  une  force 
qui  passe  par  un  point  fixe.  —  Lorsqu'un  point  matériel 
est  sollicité  par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un 
point  fixe  que  Ton  prendra,  pour  plus  de  simplicité ,  comme 
origine  des  coordonnées,  les  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  cette  force  avec  les  axes  doivent  être  pro- 
portionnels aux  coordonnées  x,  y^  z  du  point;  et,  comme 

ils  sont  proportionnels  aux  composantes  -—  5  —^  9  •— -  de 

la  force  accélératrice,  on  aura 


(•) 


d"^  X       d^  Y       d^  z 
IF        ~dF       IF 


X  y 


d 

ou  1 

on 

tire 

y 

di^ 

—  z 

d'y 
dt^ 

d^  X  d^  z  d^Y  d^  X 

=  0,    z—-— — X —, —  =  o,    X-T Y— —  =  o, 

'        dt^  dt^  '         dt""       -^  df  ' 

et ,  en  intégrant  par  rapport  à  1^ , 

ir,^       y±^^±-r      2^_^^^-c'     x^^Y—-a' 

C,  C,  C  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  x ,  la 
seconde  par  j-,  la  troisième  par  z ,  et  qu'où  les  ajoute , 
on  trouvera  l'équation  suivante  entre  les  coordonnées  du 
point  à  un  instant  quelconque  : 

Le  point  ne  sort  donc  pas  d'un  plan  passant  par  l'origine, 
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comme  oa  pouvait  le  reconnaîlre  à  priori,  en  obserYant 
qu'aucune  cause  ne  tend. à  faire  sortir  le  point  du  plan  mené 
par  le  centre  d'action  et  la  direction  de  la  vitesse  initiale. 

Pour  interpréter  les  équations  (a) ,  soient  r  la  projection 
du  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  mobile,  sur  le 
plan  XY,  et  6  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x.  Nous 
supposerons  que  les  angles  croissent  de  l'axe  des  x  positifs 
vers  l'axe  des  y  positifs,  de  sorte  qu'en  se  plaçant  dans 
l'axe  des  z  positifs,  on  voit  s'exécuter  de  gauche  à  droite 
le  mouvement  du  rayon  qui  décrirait  les  angles  croissants. 
Nous  regarderons  les  aires  décrites  par  un  rayon  vecteur 
comme  croissant  dans  ce  même  sens  ^  et  il  en  sera  de  même 
pour  chacun  des  autres  axes ,  relativement  aux  deux  autres 
plans. 

Cela  posé,  on  aura  l'équation  générale 

dQ  dy  dx 


tang  0  =  - ,      d*où 


2  ) 


X  ces'  Ô  X 

et,  par  conséquent, 

dy  dx  dQ  dY 

dt        ^   dt  dt  dt 

en  désignant  par  X''  l'aire  décrite  par  la  projection  r  du 
rayon  vecteur  du  mobile. 

Si  l'on  désigne  de  même  par  X'  et  X  les  aires  décrites  par 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  ZX  et  ZY, 
les  équations  (  2  )  donneront 

rn__c     ^'_c'     dY  _ç.\ 

dt  ~~  1         dt         2  dt  2  ' 

d'où 

en  supposant  que  les  aires  commencent  avec  le  temps  t. 
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Ces  équations  montrent  que  les  aires  décrites ,  à  partir 
de  cet  instant,  par  les  projections  du  rayon  vecteur  du  mo- 
bile, croissent  proportionnellement  au  temps.  Et  comme 
le  mouvement  du  point  s'eflFectue  dans  un  plan ,  il  s'ensuit 
que  les  aires  décrites  par  1«  rayon  vecteur  du  mobile  dans 
ce  plan,  sont  aussi  proportionnelles  au  temps.  La  valeur  de 
ces  aires  peut  s'exprimer  facilement  en  observant  que  toute 
aire  plane  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  car- 
rés de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires.  On 
aura  donc ,  pour  l'expression  de  ces  aires , 

Réciproquement,  si  les  aires  décrites  par  les  projections  du 
rayon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps ,  la  direction 
de  la  force  qui  sollicite  le  mobile,  passe  constamment  par 
l'origine.  Car  alors  les  équations  (3)  auront  lieu,  et,  par 
suite,  les  équations  (2)  qui,  differentiées ,  donneront  les 
équations  (i)  -,  or  ces  équations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force ,  et 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  droite  menée  de  l'origine  au 
point  (x,  ^,  z)  sont  proportionnels,  et  que,  par  consé- 
quent ,  ces  deux  droites  se  confondent. 

C'est  dans  ces  deux  propositions  réciproques  que  consiste 
le  principe  des  aires  pour  un  point  matériel. 

288.  Si  le  point  était  sollicité  par  des  forces  dirigées  vers 
deux  centres  fixes,  les  équations  (i)  ne  seraient  plus  satis- 
faites; mais  la  première  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour 
axe  des  z  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres.  En  eflfet , 
la  résultante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant constamment  Taxe  des  ^,  ses  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  et  des  y  sont  proportionnelles  à  ces  deux 
coordonnées-,  d'où  résulte  l'équation 

d'^y  d^  X 
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et,  par  conséquent,  le  principe  des  aires  a  lieu,  dans  ce 
cas  y  pour  tout  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres  y  le  centre  des  aires  étant  pris  sur 
cette  droite. 

Il  est  évident  qu'il  en  serait  de  même  si ,  au  lieu  de  deux 
centres,  on  en  avait  un  nombre  quelconque  situé  sur  une 
même  droite. 

289.  Mous^ement  produit  par  une  force  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur,  —  Considérons  encore  le  cas  où  la  force 
serait  perpendiculaire  à  une  ligne  passant  par  un  point 
fixe.  C'est  ce  qui  aura  lieu  par  exemple  pour  un  point  as- 
sujetti à  rester  sur  une  droite  qui  tourne  suivant  une  loi 
quelconque  autour  d'un  de  se6  points  et  dont  la  pression 
normale  est  la  seule  force  qui  sollicite  le  point. 

La  condition  donnée  sera  alors  exprimée  par  l'équation 

d"^  X  d"^ y  d^  z 

Faisons 


'"Hp-^^liF-^'-dF^"' 


x^  -h  y"^  -{-  z*  =  r% 
nous  aurons,  par  la  différentiation , 

dx  dy  dz  dr 

X  — — hr 1-3--  =  /'— -• 

dt        ^  dt  dt  dt 

Difïérentiant  de  nouveau,  il  vient 


d^x        fdxY  d'y       (dyY  d' z 


d^r       (drV 


équation  qui ,  en  vertu  de  la  première,  se  réduit  à 


d'r       /dry^/ds''' 
"'lîF'^  [dil    '^  [dt 
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Nommant  w  Tatiglé  décrit  dans  l'espace  par  le  rayon  vec- 
teur, on  saît  qu'on  aura 

Reportant  cette  valeur  de  ds^  dans  Téquation  précédente, 
elle  devient 

d 


'dF~~  '^\dt) 


Cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  directrice  de  la  sur- 
face conique  décrite  par  le  rayon  vecteur. 

Si  l'on  donnait  la  loi  du  mouvement  angulaire  du  rayon 
vecteur  par  une  équation  entre  co  et  f ,  il  serait  possible,  en 
combinant  celte  équation  avec  la  précédente ,  de  déterminer 
à  chaque  instant  la  grandeur  du  rayon  vecteur  et  l'angle 
qu'il  a  décrit.  Cette  grandeur  du  rayon  vecteur  ne  dépen- 
dant pas  de  la  nature  de  la  surface  conique  décrite,  il  s'en- 
suit que  si  Ton  développe  celle-ci  sur  un  plan ,  la  courbe 
décrite  par  le  point  mobile  sera  la  même  après  le  dévelop- 
pement, quelle  que  soit  la  directrice  du  cône,  et  sera,  par 
conséquent ,  la  courbe  même  que  Ion  aurait  obtenue  en  fai- 
sant mouvoir  le  rayon  vecteur  dans  un  plan,  en  observant 
la  même  loi  entre  (ùett. 

Mouvement  curviligne  des  projectiles  pesants. 

290.  Nous  allons  appliquer,  comme  dernier  exemple, 
les  équations  générales  du  mouvement  d'un  point  libre  au 
cas  des  projectiles  pesants  lancés  dans  le  vide  ou  dans  un 
milieu  résistant. 

Considérons  d'abord  un  point  matériel  pesant  qui  parte 
d'un  point  A  (fig»  63)  avec  là  vitesse  a  dans  une  direction 
AB.  Prenons  pour  axe  des  y  la  verticale  menée  par  le 
point  A  et  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  pour  axe 
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des  X  une  perpendiculaire  à  cette  droite  dans  le  plan  ver- 
tical qui  contient  la  direction  AB.  Le  mobile  ne  sortira  pas 
de  ce  plan ,  et  sa  position  sera  déterminée  par  les  deux  coor- 
données X,  y.  Les  équations  générales  de  ce  mouvement 
sont 

on  en  déduit 

dx  dr 

Or,  pour  ^  =  o,  les  composantes  de  la  vitesse  sont 

a  ces  a  y      a  sin  a , 

a  étant  Tangle  BAX.  Donc 

c  z=  a  ces  a ,      c,  =  a  sin  a , 


etr 


on  a 


dx  dy 

-—  =  a  cos  a,      -r-  =  —  fff  -f-  a  sin  a . 

dl  ^      dt  ^ 

Intégrant  encore,  il  vient 

X  ■=.  at  cos  a ,     y  =■  — 1-  <ï^  sm  «. 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constantes  parce  que,  pour  ^  =  o, 
on  doit  avoir  j:  =  o  et  j^  =  o. 

Or  on  aura  l'équation  de  la  trajectoire  en  éliminant  t 
entre  ces  deux  équations  *,  on  trouve  ainsi 

r  =  X  tanff  a -^ — — -  a:', 

^  la}  cos'  a 

équation  qui  représente  une  parabole  dont  Taxe  est  paral- 
lèle à  Taxe  des  y,  et,  par  conséquent,  vertical,  et  dont  la 
tangente  à  Torigine  est  la  direction  de  la  vitesse  initiale. 
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Les  coordonnées  h^  k  de  son  sommet  ont  pour  valeurs 


a^  sin  a  ces  a        ,       fl'  sin'  a 


h  = j     /*  =  — 


5^  2g^ 

La  directrice  a  pour  équation 


fl' 


elle  est  à  une  distance  de  A  égale  à  la  hauteur  à  laquelle  le 

corps  s'élèverait  s'il  était  lancé  verticalement  avec  la  même 

vitesse  a, . 

Si  Ton  fait  y  =^  o  dans  Féquation  de  la  trajectoire,  on 

trouve 

2  a^  sin  a  ces  a 


X  = 


C'est  l'expression  de  la  distance  AC ,  on  la  nomme  l'am- 
plitiide  du  jet;   elle  est  la  plus  grande  possible   quand 

«  =  45^ 

291 .  Si  le  corps  était  lancé  avec  la  même  vitesse  a  dans 
des  directions  différentes,  on  aurait  différentes  paraboles 
qui  auraient  toutes  la  même  directrice.  Le  lieu  de  leurs 
sommets  s'obtiendrait  en  éliminant  a  entre  les  équations 
qui  déterminent  A  et  A;  on  trouve  ainsi 

AA^-hh^ X^  =  o , 

g 


.  a' 


équation  d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  égal  à  —  ?  dirigé 

s 

suivant  l'axe  des  j,  et  a  Tune  de  ses  extrémités  à  l'origine; 


,  a' 


l'autre  est  égal  à  — -,  il  est  double  du  premier. 

292.  On  aura  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  para- 
boles correspondantes  aux  différentes  valeurs  de  a ,  en  éli- 
minant cet  angle  entre  l'équation  générale  de  ces  lignes  et 
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sa  dérivée  par  rapport  à  a,  qui  donne  tanga==:  — ?  On 
trouvera  ainsi,  pour  Téquation  de  la  courbe  enveloppe, 

2g       2.a-  ' 
OU,  en  désignant  par  h  la  hauteur  due  à  la  vitesse  «, 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  parabole  ayant  pour 
axe  Taxe  des  j^,  et  son  sommet  du  côté  desj^  positifs  à  une 
distance  h  de  l'origine.  Elle  coupe  Taxe  des  x  en  deux  points 
distants  de  Torigine  d'une  quantité  égale  à  2/2. 

293.  Si  Ton  veut  déterminer  Tinclinaison  a  de  manière 
à  ce  que  le  mobile ,  partant  avec  une  vitesse  a  •  passe  par 
un  point  dont  les  coordonnées  soient  x',  y\  il  faudra  ré- 
soudre, par  rapport  à  a ,  Téquation 


Y  =  X  tant'  a 


On  en  tirera 


fl'±  Jfl*  —  7,a' gf  —  g^ x'^ 
tang«  =  -^ 

Il  y  a  donc  deux  inclinaisons  qui  satisfont  à  l'équation,  si 

Ton  a 

a'^Q.a-'g/  -^g^x'^y 

une  seide  si 

et  aucune  si 

rt*  <  la^gy  -\'  g^x'K 
Or  l'équation 

fl*  =  2  «'  gx'  +  g^  x'^ 

exprime  que  le  point  donné  est  situé  sur  la  parabole  enve- 
loppe déterminée  précédemment 5  et,  par  conséquent,  le 
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problème  est  impossible  si  le  point  donné  est  en  dehors  de 
cette  courbe,  comme  il  était  facile  de  le  prévoir^  il  aura 
deux  solutions  si  le  point  est  dans  l'intérieur,  et  une  seule 
s'il  est  sur  l'enveloppe.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  clair 
que  le  mobile  doit  être,  lancé  de  manière  à  décrire  la  para- 
bole qui  touche  l'enveloppe  en  ce  point,  et  c'est  ce  que 
l'on  reconnaît  facilement  d'après  la  valeur  de  tang  a,  qui  se 


fl' 


réduit  à  — ;• 

294.  Mouvement  dans  Pair.  —  Là  trajectoire  du  mo- 
bile dans  un  milieu  résistant  sera  toujours  comprise  dans 
le  plan  vertical  mené  par  la  direction  de  la  vitesse  initiale. 
Les  forces  qui  solliciteront  le  mobile  à  chaque  instant  se- 
ront la  pesanteur,  et  la  résistance  du  milieu  ,  que  nous  sup- 

poserons  encore  représentée  par  ^î  et  qiii   sera   dirigée 

suivant  la  tangente,  en  sens  contraire  du  mouvement.  La 
composante  horizontale  de  cette  force  sera  donc  toujours 
dirigée  dans  le  sens  des  x  négatifs  ;  sa  composante  ver- 
ticale sera  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  ou  des  y  négatifs, 
quand  le  mobile  montera  ^  et  dans  le  sens  contraire  quand 
il  descendra. 

Nous  avons  vu  que  Taccéléralion  du  mouvement  de  la 
projection  d*un  point  sur  une  droite  quelconque  était  due  à 
la  force  estimée  parallèlement  à  cette  droite.  Ordinairement 
on  considère  les  projections  de  ce  point  sur  des  droites 
rectangulaires  ^  mais  on  peut  les  prendre  obliques  s'il  y  a 
quelque  avantage,  parce  que  le  mouvement  du  point  est 
complètement  déterminé  quand  on  connaît  celui  de  ses 
projections  orthogonales  sur  trois  droites  formant  un  angle 
solide  quelconque,  ou  simplement  sur  deux  droites  si  la 
trajectoire  est  plane. 

Dans  la  question  actuelle,  nous  supposerons,  avec  M.  Co- 
riolis,  qu'à  un  instant  quelconque  la  force  soil  estimée  sur- 
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cessivemeiil  suivant  une  parallèle  à  Taxe  des  x  et  suivant  la 
normale  à  la  tjraje0l6ire.  Ces  deux  forces  ne  seront  pas  les 
composantes  de  la  première,  et  la  direction  de  la  seconde 
est  variable  5  mais  elles  donneront  l'accélération  dans  le 
sens  de  la  normale  et  de  Taxe  des  a: ,  et  il  en  résultera  deux 
équations  du  mouvement.  Elles  pourront  remplacer  celles 
que  l'on  obtiendrait  en  projetant  la  résultante  sur  les  deux 
axes,  auquel  cas  ou  aurait  bien  les  deux  composantes  de 
cette  force-,  mais  elles  scn^nt  beaucoup  plus  simples,  parce 
que  la  résistance  et  la  pesanteur  n'entreront  pas  à  la  fois 
dans  la  même  équation ,  vu  que  les  deux  directions  que  nous 
avons  choisies  sont  perpendiculaires  respectivement  aux  di- 
rections de  ces  deux  forces. 

Si  l'on  désigne  par  k*  la  vitesse,  et  par  a  l'angle  que  fait 
sa  direction  avec  l'axe  des  j:,  et  que  l'on  observe  que 

'dF'^       7t       ' 

lés  forces  estimées  parallèlement  à  Taxe  des  x  donneront 
l'équation 

/   ^  ^.pcosa  £    , 

(l)  ; =  ^P'COSa. 

^   '  dt  '         k^ 

Les  forces  projetées  sur  la  normale,  dirigée  du  point  que 
Ton  considère  vers  le  centre  de  courbure,  se  réduisent  à 
g  cos  (x\  et  la  composante,  dans  cette  direction,   a  pour 

expression  générale,  -,  /d  étant  le  rayon  de  courbure.  D'ail- 

P 

leurs,  cla.  étant  négatif,  on  a 

ds 

on  aura  donc  cette  seconde  équation 

doL 


(  2)  g  cosa  ==  —  f^' 


Ts' 
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OU 

(3)  g^cosar=  — P~, 

ou  encore 

dsda 

Les  équations  (i)  et  (3)  sont  celles  dont  M.  Cauchy  fai- 
sait usage  dans  son  cours.  Mais  il  obtenait  la  seconde  par 
une  élimination  entre  les  équations  provenant  des  forces  es- 
timées parallèlement  aux  deux  axes.  La  manière  dont  nous 
y  sommes  parvenus,  et  qui  est  due  à  M.  Coriolis,  est  plus 
directe  et  plus  simple  5  elle  est  fondée  sur  cette  considéra- 
tion, souvent  utile,  que  Ton  peut  estimer  les  forces  suivant 
des  directions  variables,  et  que  l'on  doit  choisir  celles  qui 
conduisent  aux  calculs  les  plus  simples. 

L'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d.vcosa  g     .  g   . 

(^cosa  A^  a' 

et  donne,  en  intégrant, 

1.  ccosa  =  —  y^  -l-C. 

n 

Soient  a  et  9  les  valeurs  initiales  données  de  r  et  x^  ou 
Qura 

1.  a  COS  0  zr:  C, 

et,  par  suite, 

V  COS  a  gs 

a  COS  0  k^ 


ou 


^       —   /.:  (Ix 

V  ces  0L^=:  a  COS  0 .  ^  =  ^7-  ■ 

dt 


La  valeur  de  v  tirée  de  celte  équation,  or  reporter  dans  !'<;- 


^  > 
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qualion  (2),  donne 

U)  -^= ^—e'^ds. 

^^''  cos^  a  a^  cos'  ô 

Cette  équation  ne  renfermant  que  a  et  5 ,  est  celle  de  la  tra- 
jectoire» Si  pour  l'intégrer  on  pose 

taDga=/?, 
elle  devient 


(5)  ap^x+p^  =  ^-^y  ds. 


à*  CCS*  Ô 
d'où  l'on  tire 

fl»  ces*  ô 


(6)  p  sji  4-/^'  -h  1.  (/^  +  V^i  -hp')  =  -   ,,^,,.g *'  +7, 


y  étant  une  constante  arbitraire  que  Ton  déterminera  eu 
faisant  5  ==  o ,  p  =  tang  0  -,  ce  qui  donne , 

7  =  tango  v'n- tang' Ô  -4-  1.  (tang  G -4-  y^i  -h  tang'G)  -f-  -^r^^^\ 

mais,  pour  plus  de  simplicité^  nous  conserverons  y  dans 
les  formules. 

Cette  équation  fait  connaître  s  quand  p  est  donné  ^  mais 
elle  est  peu  commode  pour  la  construction  de  la  courbe,  e 
nous  allons  introduire  j:  et  y  au  lieu  de  s.  Or  on  a 

dx  = 5 

sfi+p' 

et  l'équation  (5)  donne,  par  suite, 

igi 

a}  ces'  0    — rr  , 
ax  •=:  —  e      **    dp. 


g 


Si  l'on  élimine  l'exponentielle  au  moyen  de  l'équaûon  (S^j 
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îl  vient 

H)  dx  =  —  '  ■  7 ,  . 9 

et  comme  dy  =  pdx^  on  aura 

(8)  ^/  =  T  '" 


Si  Ton  intègre  par  approximation  les  seconds  membres  de 
ces  deux  équations,  on  aura  a:  et  j^  pour  chaque  valeur 
de  p  ^  ce  qui  donnera  autant  de  points  que  Ton  voudra  de  U 
trajectoire. 

Pour  savoir  à  quel  instant  le  mobile  passera  par  un 
quelconque  de  ces  points,  il  faut  connaître  t  en  fonction 
-de  p. 

Or  la  seconde  équation  (  3  )  donne 


dt=yj- 


dsdtx 
g  ces  a 


ou,  en  remettant  la  valeur  de  ds  tirée  de  l'équation  (4)?  et 
observant  que  dt  et  doc  sont  de  signes  contraires, 

gs  gs 

a  ces  0    ~"  À*    rfa                a  ces  0    ~  i«  , 
^/  = e = e     '^  dp, 

g  CCS'  OL  g 

Donc  enfin ,  en  éliminant  l'exponentielle  au  moyen  de  l'é- 
quation (6) , 

(9)      ^l^=-Z  '' 


^  [-P  v^ï  ~^p'  - 1.  (/>  4-  sji  4-/^0  -f-  lY 

Ainsi  le  problème  est  ramené  à  intégrer  par  approximation 
des  fonctions  données  d'une  seule  variable. 

La  vitesse  du  mobile  peut  s'exprimer  exactement  en 
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Ibnciion  do  p.  Si  l'an  ajoute  les  valeurs  de  dx^  et  dy^^  puis 
qu  on  les  divise  par  celle  de  A  *,  on  aura 


'io>  i 


x-:i-f-^=} 


7  — />  \  '  -^  A''  —  J-   />-t-  V«  -H/^V 


Le  sommet  de  la  courbe  s'obtiendra  en  faisant  p  =  o\  mais 
la  courbe  ne  sera  plus  symétrique  par  rapport  à  la  verticale 
menée  par  ce  point.  On  aura  l'amplitude  du  jet  en  faisant 
y  =.o\  elle  sera  moindre  que  dans  le  cas  précédent,  et  son 
maximum ,  relativement  à  S ,  correspondra  à  nn  angle  plus 
petit  que  4^  degrés. 

295.  La  branche  descendante  de  la  trajectoire  est  indé- 
finie et  a  une  asymptote  verticale ,  comme  nous  allons  le  dé- 
montrer. 

On  peut  d'abord  conclure  de  Téquation  (9)  que  p  aug- 
mente indéfiniment.  Car  le  dénominateur  du  second  mem- 
bre est  composé  de  termes  positifs,  puisque  p  est  n^atif; 
il  ne  devient  donc  nul  pour  aucune  valeur  de  p,  et  l'inté- 
grale ne  pourrait  croître  indéfiniment  si  p  était  limité;  d^où 
il  résulterait  que  le  temps  aurait  une  limite,  ce  qui  est  ab- 
surde. Ainsi .  la  tangente  à  la  trajectoire  tend  indéfiniment 
à  devenir  verticale. 

Si  maintenant  on  pose  p=^  — q  pour  expliciter  le  signe, 
et  qu'on  suppose  que  q  soit  déjà  devenu  très-grand,  on 

pourra  remplacer  \i-^q*  par  q.  et  négliger  y  et  \.p  pai 
rapport  à  ^,  ce  qui  donnera 

/•     dtj  k'     dq 

int^rant  à  partir  d  un  point  avant  pour  coordoimées  ; 
^,5  il  vient 

X  —  j:.  =r  —  I ),       > .  —  V  =r  —  1.  -i-. 


PAEHlÊaE    ANNKE.    —    STATIQUE.  SSq 

f/i  désignant  là  valeur  de  q  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  a?!,  j^i. 

La  seconde  de  ces  équations  montre  que  la  valenr  néga- 
tive àe  y  augmente  sans  limite ,  et  que,  par  conséquent,  le 
point  descend  indéfiniment.  La  première  apprend  que  x  a 

pour  limite  Xy\ ?  et  que,  par  conséquent,  la  courbe  a 

pour  asymptote  la  verticale  correspondante  à  cette  valeur 
de  X. 

Mais  comme  on  a  négligé  certains  termes,  cette  limite 
nest  pas  précisément  l'abscisse  de  l'asymptote 5  et,  pour 
Tavoir,  il  faudrait  intégrer  la  valeur  de  dx  jusqu'à  p  =  qo  , 
Quant  à  la  valeur  finale  de  la  vitesse,  Téquation  (10), 
dans  laquelle  rien  n'a  été  négligé,  donne  A*  poiir  limite  du 
second  membre,  à  mesure  que  p  augmente.  La  vitesse  du 
mobile  tend  donc  indéfiniment  vers  celle  qui  rendrait  la  ré- 
sistance égale  à  son  poids,  et  le  mouvement  s'approche  de 
plus  en  plus  de  l'uniformité. 

296.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'angle  de  projec- 
tion 9  est  très-petit.  Le  point  ne  s'élève  alors  qu'à  une  très- 
petite  hauteur  au-dessus  de  l'axe  des  a:,  et  la  tangente 
^tant  très-peu  inclinée  sur  cet  axe,  on  pourra  négliger  p*, 
a  Ton  aura  ainsi 

fis  =z  dx^     et     s  =1  X, 

li'équation  (5)  se  réduit  à 


<i'oii  Ton  tire 


dx  à*  cos'  0  ' 


'XSX 


Cl  comme  on  doit  avoir  en  même  temps  a:  =  o,  /?  =  tang  9, 
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il  en  résulte 

C  =  tang  ô  H ■ , 

°  2  a*  cos'  ô 

et,  par  suite, 

/?=—-  =  tang  ô V e  '^    —  I  / . 

'^       dx  °  a^^cos'  0  ^  ' 

Intégrant  et  observant  qu'on  doit  avoir  à  la  fois  x  =  o, 
j^  =  o,  il  viçnt 

/     .        '^^     \         >^*      fT    V 

r  =  a:    tang  9  H |  —  7 V^      —  i /  • 


L'équation 


ai:  Li 

-=.  a  ces  0 .  <9 


dt 
donne,  en  remplaçant  s  par  x^ 


dt 


= ,     d  OU     r  = V^  — 1 


a  cos  9  g'a  cos  9 

Si  Ton  connaît  des  points  par  lesquels  passe  le  mobile ,  par 
exemple  celui  où  il  rencontre  le  sol ,  il  en  résultera ,  entre 
les  constantes,  des  équations  qui  pourront  servir  à  les  dé- 
terminer. 

297.  Du  moui^ement  produit  par  urte  force  dont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  sont  les  dérii^ées  par~ 
tielles  d*une  même  Jonction  de  x,  y,  7>,  —  Si  l'on  design 
par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  motrice  qui  solli- 
cite un  point  matériel  dont  la  masse  est  l'unité ,  les  équa- 
tions générales  de  son  mouvement  seront 

dt^  -^^^      dt'  -     '     ItF  '^■' 
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Si  Ton  ajoute  ces  équations,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  2  ~  ?  la  seconde  par  2^1  et  la  troisième  par 

2  :pî  il  vient 

dt 


dx  d^x  dy  d^  y 

dt    dO  dt    dt^  ^ 


dz  d^  z\ 
Jt~dt^) 


fit,  en  observant  que  l'équation 

dxV 


df  + 


don 


(iy-(s)"=" 


ne 


dxd^x  dy  d^  Y  dz  d^  z     .  d.v"^ 

dt    dt'  ^     dt    dt'  ^     dt  dr         dt 


Oïl  aura 


vv  -T-==^(X-r--f-Y-7-  +  Z--). 

dt  \     dt  dt  dtj 

^^  comme  X ,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
*^ïiction  F  (a:,  j^,  z),  on  aura 

Y  ^-^    .  v^:^   .   7  ^^  ^  dV(xyy,  g) 
dt  dt  dt  dt 

^t  l'équation  précédente,  intégrée  entre  deux  limites  quel- 
^^ laques,  donnera 

^5    J,  c ,  A  désignant  les  coordonnées  du  point  et  sa  vitesse 
^  la  première  limite. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  où  Xcte  -f- Y«î)^  -1-Zrf^  est 
^   différeniielle  d'une  certaine  fonction  de  j:,  ^,  z  consi- 
dérées comme  variables  indépendantes,  si  un  point  maté- 
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rlel  osÇ' soumis  h  l'action  de  forces  dont  les  ce iiiposan tes  to- 
tales pai'allèles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z,  raccroissement 
du  carré  de  sa  vitesse,  en  passant  d'un  point  à  un  autre 
quelconque ,  pourra  s'exprimer  au  moyen  des  coordonnées 
de  ces  deux  points,  quelles  que  soient  la  direction  et  la 
grandeur  de  sa  vitesse  au  premier  point,  quelque  temps 
qu'il  mette  pour  parvenir  au  second,  et  quelque  ligne  qu'il 
décrive  entre  les  deux. 

On  peut  dire  plus  généralement,  d'après  l'équation  (a), 
que  si  le  mobile  part  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  Téqualion  serait  F(x^j^  z)  =  C  avec  une  vitesse 
connue  k  dans  une  direction  arbitraire^  lorsqu'il  arri- 
vera en  un  point  de  la  surface  ayant  pour  équation 
F  (j:,^^,  z)  =  C,  sa  vitesse  \^  peut  être  déterminée  de 
grandeur  d'après  ces  seules  données,  et  indépendamment  du 
temps  employé,  de  la  ligne  décrite,*  et  du  nombre  de  fois 
que  ce  point  traverse  successivement  la  seconde  surface. 

L'équation  générale  de  ces  surfaces  remarquables  étant 
F  (x,j^,  z)  =  C,  C  désignant  une  constante  arbitraire, 
elles  auront  la  même  équation  différentielle 

Xdx  -H  Ydf  -h  Zdz  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  les  deux  directions  dont  le^- 
angles  avec  les  axes  ont  des  cosinus  proportionnels  respec — 
tivement  à  X,  Y,  Z,  et  c?x,  dy^  dz^  sont  perpendiculaire^ 
l'une  sur  l'autre.  D'où  l'on  conclut  que  la  force  dont  le^ 
composantes  sont  X,  Y,  Z  est  normale  à  celle  de  ces  sur— ^ 
faces  qui  passe  par  le  point  que  l'on  considère. 

Ainsi  les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  que  nou-^ 
avons  démontrée,  sont  perpendiculaires  à  la  force  qui  soL— = 
liciterait  le  mobile  placé  en  un  quelconque  de  leurs  point»  s 
(Je  sorte  que,  si  elles  étaient  résistantes,  ce  mobile  serait  e 
équilibre ,  en  quelque  point  do  ces  surfaces  qu'il  fût  pose- 
On  leur  donne  le  nom  de  surfaces  de  niveau. 


■{ 
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Si  la  fonction  F  (x^y^  z)  ne  peut  se  réduire  à  -J  pour 
des  valeurs  réelles  et  finies  de  x,  /,  z,  deux  surfaces  de  ni- 
veau ne  pourront  évidemment  avoir  aucun  point  commun. 
Dans  le  cas  contraire,  comme  on  peut  le  voir  dans  un  Mé- 
moire de  M.  Bertrand,  le  point  matériel  n'aura  pas  tou- 
jours la  même  vitesse  en  revenant  à  une  même  surface  de 
niveau 5  il  faudra,  pour  cela,  qu'il  ait  traversé  un  nombre 
pair  de  fois  chacune  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il 
passera  avant  de  revenir  sur  celle  d'où  il  était  parti. 

298.  Si  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  point 
était  constamment  normale  à  la  ligne  qu^il  décrit ,  on  au- 
rait  • 

Xda:  H-  Ydf  +  Zdz  =  o; 

la  fonction  F  se  réduirait  donc  à  une  constante ,  et  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (i)  serait  nul  5  d'où  il  résulte 
que  Ton  aurait 

-Ainsi ,  comme  nous  l'avions  déjà  vu ,  la  vitesse  d'un  point 
^st  constante  lorsque  la  force  qui  agit  sur  lui  est,  à  chaque 
^'^stant,  normale  à  la  direction  de  son  mouvement. 

D'où  il  résulte  qu'un  point  qui  se  meut ,  sans  frottement, 
*^r  nnQ  courbe  ou  une  surface  fixe,  et  qui  n'est  sollicité 
P^**  aucune  force  extérieure,  conserve  constamment  la 
^ême  vitesse. 

Si  la  résultante  est  normale  à  la  trajectoire ,  en  quelques 
P^ïnts  seulement ,  on  a ,  en  ces  points , 

Xc/x -h  Y^j-f- Zfife  =  o,     ou     «?.(>'=  o. 

^Hc,  en  général ,  la  vitesse  du  mobile  y  sera  maximum  ou 
^^nîmum. 

-^99.  Si ,  outre  les  forces  normales  à  la  trajectoire ,  il  eu 
^^ste  d'autres  dans  des  directions  quelconques,  les  pre- 
•  i^rcs  disparaîtront  toujours  du  second  membre  de  Téqua- 
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tion  (i),  et  si  les  autres  sont  telles-,  que  leurs  composantes 
totales  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
des  variables  x^  y^  z^  considérées  comme  indépendantes, 
on  parviendra  de  même  à  l'équation  (a). 

Ainsi ,  la  proposition  précédente  a  lieu  pour  un  point 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe, 
et  sollicité  en  outre  par  des  forces  telles,  que 

lLdx-\-Ydf-\-Zdz 

soit  une  différentielle  exacte  par  rapport  à  a:,  y,  -z ,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  un  frottement  ou  la  résistance 
d'un  milieu;  car  ces  forces  ne  seraient  même  pas  des  fonc- 
tions données  de  a: ,  j^,  z, 

300.  L'expression  X^o:  -^-Ydy  -{-Tjdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte  toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent 
sur  le  point  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes ,  et  que  leurs 
intensités  ne  dépendent  que  de  la  distance  du  point  à  ces 
divers  centres. 

En  effet,  soient  a,  i,  c  les  coordonnées  constantes  de 
Tun  quelconque  de  ces  centres  ;  .r ,  y,  z  les  coordonnées  va- 
riables du  mobile ,  r  leur  distance,  et  R  une  fonction  de  r 
qui  exprime  la  force  qui  agit  sur  le  point  donné  suivant  la 
droite  qui  le  joint  au  centre  que  l'on  considère.  Les  com^ 
posantes  de  cette  force  seront 

^  a  —  X  b  — y  c  —  z 

r  r  r 

si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
la  force  était  répulsive;  ce  que  Ton  pourrait  effectuer  en 
changeant  seulement  R  de  signe.  Les  termes  qui  provien- 
dront de  cette  force  dans  l'expression  Xcte-h  Y^  -j-Z^^ 
seront  donc,  dans  le  premier  cas, 

R  r(^  —  Jc)dx  -{-  [b  —y)  dy  -h  (<- —  z)  </gl 
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Or  on  a       ^ 

(«  —  ^)^  -h  (^  —  xY  +  (c  -  ^Y  =  ^\ 

d'où 

i 

{a  —  x)dx  -{-  [b  —  /)  dy  -I-  (c  —  z)dz=z  —  rdr, 

ce  qui  réduit  l'expression  précédente  à  — 'R.dr,  Elle  de- 
vrait être  changée  en  H-Rc?r  dans  le  cas  d'une  force  ré- 
pulsive. 

Si  l'on  fait  le  même  calcul  pour  les  forces  R',  R'',  etc. ,  re- 
latives aux  autres  centres  fixes ,  on  trouvera 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte  relativement  aux  va- 
riables indépendantes  x^y^  z^  puisque  R  est  une  fonction 
der,  R'de  r',  etc. 
On  aura  donc 


(»;'-/t')=qp:    r  KdrZfZ    r    R'rfr'ip...^ 


Tq,  r[ ,  etc.,  étant  les  valeurs  de  /',  r',  etc.  ,  correspon- 
dantes à  la  première  position.  D'où  l'on  voit  que  l'accrois- 
sement du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  ac- 
croissements qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait 
seule  sur  le  mobile,  pendant  qu'il  passe  de  l'une  des  posi- 
tions à  l'autre. 

301 .  Si  le  point  était  sollicité  par  une  force  constamment 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  et  dépendant  uniquement 
de  la  distance  à  ce -plan,  les  mêmes  conséquences  auraient 
lieu  parce  que  ce  n'est ,  à  proprement  parler,  que  le  cas 
particulier  où  l'un  des  centres  se  serait  transporté  à  l'infini 
dans  une  direction  déterminée.  Mais  il  est  bon  de  faire  di- 
rectement le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  peut  se  mettre  sous  la 


:-.  ^%' 
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forme 

X  cos  a  -H  r  cos  6  -h  «  cos  7  —  /j  =  o , 

a,  S,  y  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  direc- 
tion de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Forigine  sur  le  plan, 
et  p  la  longueur  de  cette  perpendiculaire.  Soit  u  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  ce  plan ,  du  point  dont  les  coor- 
données sont  x^  y^  z^ow.  aura 

u  =  X  cos  ct-\-  X  cos  6  -h  z  cos  7  —  p. 

Les  composantes  de  la  force  U  qui  agit  sur  ce  point  seront 
Ucosa,  Ucosê,  UC0S7,  ou  — Ucosa,  — -UcosS,  — Ucosy. 

Les  termes  que  cette  force  introduira  dans  l'expression 
^dx  -{-Y  dj  -^Tjdz  seront,  dans  le  premier  cas, 

« 

U  [dx  cos  a  -h  r(y  cos  ^  -\-  dz  cos  7) ,      ou     Xidu  ; 

et,  dans  le  second,  —  \]du\  ils  forment  donc  toujours  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  a:,  y,  z,  puisque  U 
n'est  fonction  que  de  u  seulement. 

Si  la  force  était  toujours  dirigée  vers  le  plan,  elle  chan- 
gerait de  sens  lorsque  le  point  changerait  de  côté  par  rap- 
port à  ce  plan  \  les  cosinus  de  a ,  S ,  y  changeraient  alors  de 
signes,  et  il  faudrait  y  avoir  égard.  U  faut  encore  observer 
que  la  valeur  de  u  est  positive  quand  le  point  n'est  pas  du 
même  côté  que  l'origine,  et  négative  quand  il  est  du  même 
côté,  de  sorte  que  les  accroissements  de  u  sont  toujours  po- 
sitifs dans  le  même  sens. 

Quand  il  s'agira  de  la  pesanteur,  et  que  les  espaces  par- 
courus seront  très -petits  par  rapport  au  rayon  de  la  terre, 
la  force  peut  être  considérée  comme  perpendiculaire  à  un 
plan  horizontal;  mais  elle  est  constante  de  grandeur  et  de 
direction,  de  quelque  côté  que  soit  situé  le  point  par  rap- 
port à  ce  plan.  Eu  le  prenant  pour  plan  des  x  et  r.  et  pn-- 
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nant  l'axe  des  z  en  sens  contraire  do  la  pesanteur,  on  a 

X  =  o,     Y=:o,     Z^i  —  ^m. 

L'équation  (i)  devient 

d.v^  dz 


—  '^S 


dt   ~"  ^  dt' 

d'où 

en  désignant  par  h  la  hauteur  de  z  correspondante  a  la 
vitesse  h.  Les  surfaces,  dont  l'équation  générale  était 
F  (a:,  y,  z)=o,  sont  ici  des  plans  horizontaux,  et  l'on 
voit  qu'un  point  matériel  libre,  ou  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe ,  et  qui  part  d'un  point 
quelconque  d'un  plan  horizontal  donné,  avec  une  cer- 
taine vitesse ,  parviendra  à  un  plan  horizontal  quelconque 
avec  une  vitesse  qui  ne  dépendra  nullement  de  la  courbe 
qu'il  aura  suivie  pour  y  arriver,  mais  seulement  de  la  dis- 
tance de  son  point  de  départ  à  ce  plan. 

CHAPITRE  V. 

MOUVEMENT    D'UN    POINT    SUR   UNE   COURBE    FIXE. 

302.  Considérons  maintenant  un  point  mobile  qui  ne  soit 
pas  entièrement  libre,  mais  qui  soit  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  fixe  donnée,  dont  les  équations  soient 

F(a;,  j,  z)=:o,      F,  (j:,/,  z)=ro. 

Supposons  " que  le  point  n'éprouve  aucun  frottement  sur 
cette  courbe,  et  que,  par  conséquent,  l'action  qu'elle  exerce 
se  trouve  comprise  dans  le  plan  normal.  Soient  N  la  force 
normale  inconnue  produite  sur  Tunité  de  masse  par  la  ré- 
sistance de  la  courbe,  et  X,  a,  v  les  angles  qu'elle  fait  avec 
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les  axes^  le  seul  effet  de  la  courbe  sur  le  poiiii  étant  de.pro- 
duire  celle  force,  on  peut  faire  abstraction  de  la  courbe  si 
Ton  introduit  cette  force  -,  en  la  réunissant  à  celles  qui  sont 
données ,  le  point  pourra  donc  être  considéré  comme  libre, 
et  les  équations  générales  de  son  mouvement  seront,  eti 
désignant  par  X ,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice, 

d^x  d^Y  d^z 

-7--=:X-4-Ncos>,    -74  =  Y-4-Ncosa,    -r---  =  Z  +  Ncosv. 
dt^  dt^  ^       dt^ 

La  direction  déterminée  par  les  angles  X ,  a ,  v  étant  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  on  aura 

dx  cos  \-^  dy  ces  jx  -h  dz  cos  v  =  o , 

et  j  de  plus , 

cos'  \  -H  cos'  f*  -4-  cos'  V  =  I . 

On  a  donc  sept  équations  entre  les  buil  quantités  x,  j,  z^ 
X,  fjL,  V,  N,  it^  et  il  sera  toujours  possible  d'exprimer  les 
sept  premières  en  fonction  fie  t.  Quand  on  y  sera  parvenu, 
tout  ce  qui  se  rapporte  au  mouvement  du  point  sera  dé- 
terminé. 

Lorsque  l'on  a 

ILdx '\-Ydy -\^Zdzz=z  d,^  [x^  X^  ^)i 
les  équations  précédentes  donnent 

dxd^x  ^  djrd*Y  -h  dzd^z 

— —  d,<f{x,  x,z)i 

et,  en  intégrant j 

dx^  -h  dr^  -Jr  dz^  ,  ,       ^ 

.     -^^ =  2y(T,  r,3)4-C;=P». 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  valeur  de  la  vitesse  f 
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au  point  de  départ.  D'ailleurs,  les  équations  de  la  courbe, 
résolues  par  rapport  h  x  et  y  y  donneront 

L'équation  précédente  deviendra  donc 

J|i-^[/'W?-+-[/;(3}P|  =  2y[/(3),/.(z),   z]+C; 
d'où 

^  (z)  désignant  une  fonction  connue  de  -z ;  on  tirera  de  là 

C'  étant  déterminé  par  la  valeur  initiale  de  z.  Ou  connaîtra 
donc  ainsi  z  en  fonction  de  f,  et,  par  suite ^  x  elj  le  se- 
ï'ont  d'après  les  équations  de  la  courbe. 

Ainsi ,  dans  le  cas  où  ^dx  -hYdy  -{-Zidz  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  le  problème  est  ramené  aux  quadratures. 

303.  Pression  exercée  sur  la  courbe.  —  Désignons  parT 
la  composante  tangenlîelle  de  la  force  appliquée  à  Tunité 
de  masse  du  mobile^  par  Q  sa  composante  normale.  Le 
point  pouvant  être  considéré  comme  libre,  après  l'intro- 

duciion  de  la  force  N  produite  par  la  courbe ,  y  ou  — ^ 

sera  égal  à  T^  et  une  force  égale  à  -  ?  dirigée  vers  le  centre 

de  courbure,  ou  la  force  centripète,  sera  la  résultante  des 
deux  forces  normales  Q  et  N.  Donc  N ,  ou  la  force  pro- 
duite par  la  courbe,  sera  la  résultante  de  la  force  centripète 
^^  d'une  force  égale  et  contraire  à  Q.  Et,  par  conséquent, 
**  force  égale  et  contraire,  ou  la  pression  exercée  sur  la 
^otirbcy  et  détruite  par  elle ,  est  la  résultante  de  la  force  Q 
^'^de  la  force  centrifuge.  Elle  se  réduirait  à  la  force  centri- 
^**ge  si  la  force  Q  était  nulle. 

I.  2/J 
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Toutes  CCS  forces ,  que  nous  avons  supposées  rapportées 
à  Tunité  de  masse,  se  rapporterai ent  à  la  masse  /w,  en  les 
multipliant  par  m, 

La  direction  de  la  pression  exercée  sur  la  courbe  se  dé- 
terminera facilement,  connaissant  sa  valeur  et  celle  de  ses 
composantes. 

• 

Application  au  cas  d'un  point  matériel  pesant. 
304.  Soient 

les  équations  de  la  courbe  fixe  sur  laquelle  doit  se  mouvoir 
un  point  matériel  soumis  à  l'action  seule  de  la  pesanteur. 
Désignons  par  N  la  force  normale  que  produit  à  chaque  in- 
stant la  résistance  de  la  courbe  rapportée  à  Funité  de 
masse  ^  par  ^,  fji,  v  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  les 
axes,  et  supposons  l'axe  des  ^vertical  et  en  sens  contraire 
de  la  pesanteur.  Les  équations  du  mouvement  du  point 
seront 

^  =  N  cos>,      -^  =  N  cos  fx,      -^=  -  ^  4-  Ncosv. 

Si  l'on  mujtiplie  la  première  par  2^X5  la  seconde  par  idy. 
la  troisième  par  arfz,  et  qu'on  les  ajoute,  il  vient 

d,v^=:  —  ^gdz;      d*0Ù      v^=  ligz  -^  C. 

La  constante  C  se  déterminera  d'après  la  valeur  k  de  la 
vitesse,  pour  z  =  h^  et  l'on  aura 

p'  —  /-'  ==  ig(h  —  z). 
Si  l'on  remplace  p'*  par  sa  valeur 

'  • 

dt' 
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dz^ 


dt 


rh^-[F'W?^-[/'(3)p|, 


Vant  par  rapport  à  f ,  el  supposant  que  le 


dz 


.  .  ^ue,  par  conséquent,  —  soît  négatif, 


dt 


'»-MF'(3)]'-h[/'(3)p 


<■' 


2gh  —  ^gz 


m 

,     ^  *?«  fonction  de  z  *,  si  Ton  peut 

•  aura ,  pour  cbaque  valeur 

de  j:  et  j^  :  le  problème 

-,jais  lors  même  que  l'on 

,aion  précédente,  on  connaîtrait 

^omt ,  par  suite  la  force  centrifuge,  et 

.on  exercée  sur  la  courbe,  qui  est  la  résul- 

force  centrifuge  et  de  la  composante  normale  de 

ir. 

arquera  que  si  s  reste  la  même  fonction  de  z, 
i  courbe  change,  rf^',  et,  par  suite  r',  est  ex- 
la  même  fonction  de  i:,  et  le  mouvement  sur  la 
le  même.  Ainsi ,  en  enveloppant  sur  un  cylindre 
elconque,  le  cylindre  projetant  d'une  courbe ,  le 
nt  passera ,  aux  mêmes  époques ,  par  les  points 
lants. 

fectuons  ces  calculs  dans  le  cas  où  la   courbe 
Un  cercle  vertical.  Prenons  Taxe  des  x  dans  ce 
igent  au  point  le  plus  bas  du  cercle ,  il  en  résul- 
les  équations  de  cette  courbe , 

^  =  0,     .r'H-z' — 2az  =  Oy 


1  rayon.  On  en  tirera 


ds*       dx"  H-  dz" 


n' 


dz 


dt 


dt 


2az  —  z*    dt  ' 


24 
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el  Téquation 

devient 

i'''-A'=2g{h^z) 

2az  — 

ciz' 

d'où  l'on  tire 

dt=:- 

"+"  aftz 

\7,az  —  z'  sjk*  -I-  7,gh  —  7,gz 

m 

on  prendra  le  signe  —  quand  le  point  descendra,  et  le 
signe  H-  quand  il  montera. 

Le  carré  de  la  vitesse  ayant  pour  expression 

sera  maximum  pour  z  =  o,  c'est-à-dire  au  point  le  plus 
bas,  et  cette  valeur  sera 


igh. 
La  vitesse  deviendra  nulle  quand  on  aura 

k^ -{- 7.gh  —  1gzz=iO^      ou       z  =r  A -I 7 

pourvu  que  Ton  ait 


2^ 


car  z  ne  peut  surpasser  le  diamètre  du  cercle.  Dans  cette 
hypothèse ,  le  point  parvenu  à  cette  hauteur  redescendra , 
sa  vitesse  deviendra  nulle  de  l'autre  côté  pour  la' même 
valeur  de  z,  et  ce  mouvement  d'oscillation  se  continuera 
indéfiniment.  Si,  au  contraire,  on  a 

^' 
h-\-  —  >2r/, 

la  vitesse  sera  minimum  au  point  le  plus  élevé  du  cercle? 
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mais  elle  n'y  sera  pas  nulle,  et  le  mouvement  aura  lieu  con- 
stamment dans  le  même  sens. 
Enfin ,  si  Ton  a 

h  -i =  2/ï, 

la  vitesse  serait  nulle  au  point  le  plus  élevé,  et  le  mobile  y 
resterait  en  équilibre,  s'il  pouvait  y  parvenir-,  mais  nous 
allons  voir  que  cette  position  est  une  limite  vers  laquelle  il 
tend  sans  pouvoir  l'atteindre  jamais.  Ce  cas  est  le  seul  où 
l'intégration  puisse  s'effectuer  sous  forme  finie  ;  on  a  alors 


On  pourrait  intégrer  cette  expression  en  la  rendant  ration- 
nelle par  les  méthodes  ordinaires  5  mais  on  peut  y  parvenir 

plus  simplement  en  observant  que  — p  est  la  différentielle 

Je  ^z ,  et  que  la  fraction  peut  être  décomposée  de 

a  manière  suivante  : 


4- 


^2  a  —  y/zy 


2a-^z       2\/2a\  s/Ta  •+-  y^       v'^ 

Dn  aura  ainsi ,  pour  le  mouvement  descendant , 

dz  dz 


_      -i       /al  2  ^z  2  s/z 

""       2\.  g\\/2a-h  s/^       s/Tâ  —  ^ 


d'où  l'on  tire 


^y  g     sJTTi  —  y/z     • 
La  constante  se  déterminera  par  la  condition  que  Ton  ait 
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en  même  temps  f  =  o ,  z  =  A ,  et  il  en  résultera 

^\  s  '  >J^-fz       '^y   g'  sfTa  —  v^* 
Lorsque  le  mobile  arrive  au  point  le  plus  bas ,  on  a 


■ 

dz 
A  partir  de  4:et  instant,  —  étant  positif,  on  doit  <rIiaD- 

ger  de  signe  la  première  partie  de  la  valeur  de  t ,  ce  qui 
donne 

A  mesure  que  t  augmente,  z  augmente  nécessairement, 
mais  il  est  toujours  plus  petit  que  2.a\  et  l'on  trouverait 
^  =  00  si  l'on  faisait  z  =  2a.  Le  mobile  n'arrive  donc 
jamais  au  point  le  plus  élevé  du  cercle,  mais  il  s'en  ap- 
proche indéfiniment. 

306.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  mobile  os- 
cille de  part  et  d'autre  du  point  le  plus  bas  du  cercle. 
Nous  pouvons  supposer  nulle  la  vitesse  initiale  \  car  cela 
revient  à  prendre  pour  point  de  départ  un  point  plus 
élevé  du  cercle.  On  aura  alors,  pendant  que  le  mobile 
descend , 

a  dz  \       fa        dz        f  z\^ 

""       ^v^2^ïz  — z'v/Â^""      '^y   g  slhz  —  z\        2/1/ 


9 
et  comme  —  est  plus  petit  que  l'unité,  on  peut  développer 
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le  dernier  facteur  de  la  manièrç  suivante  : 


1 .3.5. . .(2/1  —  i)  /  z  y* 


2   4«6*     -2/1  \2fl 

Or  on  a ,  d'après  une  formule  donnée  dans  le  calcul  in- 
tégral , 

r   z'^riz       _        z»-'  \/hz  —  z'       (2/1^—  i)/t    r^^^Jz__ 
Jv^— "?  ""  «  ^         2/i         J  slhz  —  z'  ' 

et,  par  conséquent ,  on  pourra  intégrer,  entre  des  limites 
quelconques ,  autant  de  termes  que  Ton  voudra  de  la  série 
qui  exprime  la  valeur  de  dt. 

Bornons-nous  à  calculer  le  temps  que  met  le  mobile  à 
arriver  au  point  le  plus  bas,  et  qui  est  le  même  que  celui 
qu'il  mettrait  à  remonter  à  la  hauteur  h  où  se  termine 
Toscillation ,  puisque  ces  intervalles  sont  exprimes  parla 
même  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites  o  et  /i. 

La  formule  de  réduction  que  nous  venons  de  rappeler, 
devient 

Jq      ^hz   —   3'  "~  2  //  Jo     yjJiz    —  z'  ' 

-  par  A„, 

o   ^hz  —  z^ 

in 

Cette  formule  conduit  à   la  suivante,  eu  observant  que 

Ao=7r, 

1  3.5. . .   (2/ï  —  i) . 

2  4  t)    .in 
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Cela  posé ,  pour  la  demi-oscillation  descendante ,  les  limites 
des  intégrales  sont  dans  Tordre  inverse  de  celui  que  nous 
venons  de  prendre;  il  faudra  donc  changer  le  signe  du 
second  membre ,  si  Ton  veut  faire  usage  de  la  formule  que 
nous  venons  de  trouver  pour  les  intégrales  qui  composent 
la  valeur  de  t.  Si  donc  on  désigne  par  T  la  durée  de  Foscil- 
lation  entière ,  on  aura  d^abord 

r- (A.-f--(  —  )  A,  4-.  .. 

V  ^1  I  .  3...  (2/1   —  j)  /   I   \» 

\  2.4..     2/ï  \2a/ 


ou 


T  = 


t: 


r..3.     (3.-.)y/MV... 


Cette  série  sera  très-couvergente  si    —  est  très-petit ,  .et 

l'on  calculera  facilement  Terreur  commise  en  s'arrêtant  à 
un  terme  quelconque.  Si  l'angle  au  centre  2  a ,  qui  mesure 
Famplitude  des  oscillations,  ne  se  compose  que  d'un  petit 
nombre  de  degrés,  on  peut  le  plus  ordinairement  se  bor- 
ner au  premier  terme  -,  et  l'on  a 


=  '^\/i-' 


cette  durée  est  indépendante  de  la  hauteur  h.  Si  l'on  prend 
les  deux  premiers ,  la  durée  dépendra  de  A ,  et  l'on  aura 


-/îi 


h 
i-f- 


8a 


Le  rapport  -  étant  le  sinus-verse  de  l'angle  a,  on  a 

-  =  I  —  COS  cii=  1  Sin'7  a. 
a 
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Ainsi ,  cette  deriiière».valeur  de  T  n'est  en  erreur  que  d'une 
quantité  du  quatrième  ordre  par  rapport  à  Fangle  a  ^  la 
précédente  était  en  erreur  d'une  quantité  du  second  ordre. 

307.  Le  raoyen  que  Ton  emploie  pour  réaliser  ce  mou- 
vement consiste  à  suspendre  un  poids  à  un  fil  très-délié 
et  d'une  longueur  invariable,  dont  une  extrémité  est  fixe. 
Si  ce  fil  inextensible  était  dépourvu  de  toute  masse  et  que 
le  mobile  fût  réduit  à  un  seul  point,  on  aurait  ce  que  l'on 
appelle  un  pendule  simple.  Mais  il  est  beaucoup  plus  avan- 
tageux d'employer  un  appareil  solide  au  lieu  d'un  fil ,  et  le 
mouvement  de  ce  pendule  composé  ne  peut  plus  être  cal- 
culé par  la  théorie  précédente.  Dans  ce  dernier  cas,  on 
appelle  longueur  du  pendule ,  celle  du  pendule  simple  qui 
aurait  ses  oscillations  de  même  durée. 

Au  moyen  d'une  formule  que  nous  démontrerons  plus 
tard,  on  peut  déterminer  cette  longueur  d'après  la  forme 
du  corps  oscillant,  et  la  durée  de  l'oscillation  sera  donnée 
par  la  formule 


"Vi' 


dans  laquelle  a  représente  la  longueur  connue  de  ce  pen- 
dule. Si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des  oscillations  qui 
auront  lieu  dans  un  temps  0,  on  aura 


e 


=:  nT,       dou       Ô=:r/l7ri/-5       et      i*  -=:  , 


équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  la  pesanteur.  C'est 
ainsi  que,  d'après  les  expériences  faites  à  l'Observatoire  de 
Paris ,  on  a  trouvé 

g  =  9,80896. 
En  faisant  des  expériences  semblables  en  ditlérenls  lieux 
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de  la  terre,  on  déterminera  la  loi  suivant  laquelle  varie  la 
pesanteur. 

308.  On  peut  encore  déterminer  le  mouvement  du  pen- 
dule au  moyen  de  la  formule  qui  donne  rexpression  de  la 
force  langentîelle.  Soient  OB  {Jig*  64)  le  rayon  vçrticaldu 
cercle  sur  lequel  se  meut  le  point  pesant,  A  la  position 
d'où  il  part  avec  la  vitesse  A,  et  M  sa  position  après  le 
temps  t.  Faisons 

08  =  /,     BOA=:a,     BOM=:G,     AM  =  ^. 

La  composante  tangeutielle  de  la  force  accélératrice  est  ex- 
primée généralement  par  y^  en  grandeur  et  en  signe,  le 

signe  -I-  se  rapportant  au  cas  où  elle  est  dirigée  du  côté 
où  s  croît ,  et  le  signe  —  au  sens  contraire.  Si  l'on  consi- 
dère 5  comme  négatif  quand  le  rayon  OM  passe  de  l'autre 
cQlé  de  la  verticale ,  on  aura  généralement 

,  ,        ds  d9        d^s  d^O 

^  '        dt  dt         dt^  dt^ 

La  composante  tangeutielle  de  la  pesanteur  étant  d'ailleurs 
g  sin  Q ,  on  trouvera ,  en  l'égalant  à  l'expression  précédente, 

d'où ,  eu  multipliant  par  2  dO  et  intégrant , 

(^_)=fcosO-f-C. 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  condition  que  l'on 

r/9 
7i 


ait  en  même  temps  0  =  a,  —  l  —  =  h ^  ce  qui  donne 
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Cl  5  par  suite , 

—  \  =~-f.-il(cos0— cosa). 

On  tirera  de  là,  en  observant  que  dQ  est  de  signe  contraire 
à  dt  tant  que  le  mouvement  reste  dans  le  même  sens, 

dtzn 


^ A^-^  2 gl [cosB  —  cosaj 

On  rentrerait  dans  le  calcul  précédent  en  exprimant  9  au 
moyen  de  l'ordonnée  du  cercle  comptée  à  partir  du  point  B. 
Si  l'on  suppose  que  les  angles  a  et  9  soient  assez,  petits 
pour  qu'on  puisse  négliger  leurs  quatrièmes  puissances,  et 
que,  de  plus ,  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  la  formule  pré- 
cédente se  simplifie  beaucoup ,  et  devient 

__         /l     de 
d'où 


=/î- 


0 
arc  cos  — 
a 


11  n^y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  Ton  doit  avoir 
à  la  fo'S  f  =  o ,  9  =  a, 

La  vitesse  devient  nulle  lorsque  9  =  —  a.  Il  en  résulte 


Wi 


Telle  est  la  durée  de  l'oscillation .  Le  mouvement  recom- 
mence ensuite  en  sens  contraire  d'une  manière  identique  5 
le  point  revient  en  A  avec  une  vitesse  nulle,  après  le  même 


intervalle  de  temps  ^  \/  -'-  il  se  trouve  alors  dans  les 


mêmes 
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circonstances  qu'au  commencement,  et  cette  double  oscil- 
lation se  reproduit  indéfiniment,  si  l'on  fait  abstraction d( 
toutes  les  résistances  extérieures. 

309.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  pu  fain 
abstraction  de  la  résistance  de  Tair.  Cette  action  modifie 
très -peu  Jes  résultats  et  n'exige  que  de  très-petites  correc- 
tions dans  les  formules.  Nous  n'entrerons  ici  dans  aucuo 
détail  sur  ce  sujet,  et  nous  nous  contenterons  de  montrer 
comment  une  résistance  quelconque  modifierait  les  équa- 
tions générales  du  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe. 

Soit  ¥  (^)  une  fonction  donnée  quelconque  fle  la  vitesse 
du  mobile,  qui  exprime  la  résistance  produite  par  un  mi- 
lieu oIl  un  frottement.  Les  équations  du  mouvement  du 
point  matériel  pesant  seront 

—  =  Ncos^-FH-, 

d^z       ^,  ^,    ^  dz 

-— ■  =  N  CCS  V  —  F  (  t'  )  — g\ 


d'où  Ton  tire 


d,tf^=  —  2 gdz  —  2F  (v)  ds. 


Or,  au  moyen  des  équations  de  la  counbe  on  peut  exprim 
ds  au  moyen  dezeidz-^i^  s'exprimera  de  même  en  fonctî 
de  z  j  dz  et  dt  :  de  sorte  que  l'on  aura  une  équation  di^ 
rentielle  entre  z  et  t  seulement.  Si  on  peut  Tintégrerj 
connaîtra  z  ^  x  ^  y  en  fonction  de  ï ,  et  le  mouvement 
complètement  déterminé. 

L'équation  précédente  donne  ,  en  Tîntégrant, 
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F  (m)  ds  exprime  la 

perte  éprouvée  dans  le  carré  de  la  vitesse  par  la  résistance 
représentée  par  F  (  f'). 

310.  Mouy^ement  sur  la  cycloïde,  — Si  Ton  prend  pour 
axe  des  .r  la  tangente  au  sommet,  et  pour  axe  des  z  la  per- 
pendiculaire à  la  base,  Téqualion  différentielle  de  la  cy- 
cloïde  est 


dz  /      z 

dx       y   2fl  — 


a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur.  Supposons  que  le 
plan  de  cette  courbe  soit  vertical  et  que  l'axe  des  z  soit 
dans  la  direction  contraire  à  celle  de  la  pesanteur.  On  aura 
l'équation  trouvée  précédemment  dans  le  cas  d'une  courbe 
quelconque 

p'  —  k^=zig[h  —  z  ) 
OU 

dt^  -T-     6  b 

On  peut  supposer  k  nul  en  élevant  convenablement  le 
point  de  départ  sur  la  cycloïde,  pourvu  que  Ton  n'ait  pas 
A*  -f-  2,gh  ^  ^gc^'-j  c'est  le  cas  que  nous  supposerons.  Ou  a 
donc  réquation  aussi  générale 

—  =  2/?(A  —  z). 
dt^  6  \  / 

Or,  d'après  l'équation  de  la  cycloïde ,  on  a 

ds^       2  a  dz^ 
dt^  "~    2     dt'  "^ 
donc  _ 

dz 

\  hz  —  z* 


V  g    J/r. 
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on  prendra  le  sign(i  —  quand  le  mobile  descendra,   et  le 
signe  -{-quand  il  montera. 

On  trouve  en  intégrant ,  dans  le  ras  du  mouvement  des- 
cendant, 

2  s  —  // 


v^î- 


arc  cos 


h 


La  constante  est  nulle,  parc  e  qu'on  doit  avoir  à  la  fois  f  =  0, 
z  z=.h\  si  Ton  fait  z  =  o,  on  trouve 


-  '^  \/i- 


Ainsi,  de  quelque  point  que  Ic^mobile  parte ,  11  arrivera 
au  point  le  plus  bas  de  la  cycloïde  dans  le  ^ème  temps; 
c'est  ce  qui  a  fait  donner  à  cette  courbe  le  nom  de  tauto- 
chrone.  Si  Ton  intègre  la  valeur  de  dt  à  partir  du  point  le 
plus  bas ,  dans  un  sens  ou  dans  Tautre  ,  on  aura  des  élé- 
ments égaux;  ce  qui  montre  qu'à  des  intervalles  de  temps 
égaux,  à  partir  de  cet  instant ,  la  position  du  mobile  cor- 
respond à  des  valeurs  égales  de  ^ .  II  remontera  donc  à  la 
hauteur  A,  où  sa  vitesse  sera  nulle  ,  dans  le  même  temps 
qu'il  a  mis  à  descendre,  et  la  durée  de  l'oscillation  sera 


/a                      I  La 
li:  Kf  -     on      Tri/ 

y  ^  \     g 


Or,  4  CL  est  le  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde  au  point  le 
plus  bas.  La  durée  de  l'oscillation  sur  la  cycloïde,  quelle 
que  soit  son  amplitude,  est  donc  la  même  qu'elle  serait  sur 
le  cercle  osculateur  au  point  le  plus  bas  ,  mais  pour  des  am- 
plitudes infiniment  petites. 

3H.  Si  maintenant  on  considère  une  courbe  quelconque 
dont  le  plan  osculateur  au  point  le  plus  bas  soit  vertical,  on 
pourra  la  considérer  dans  une  étendue  infiniment  petite  de 
part  et  d'autre  de  ce  point ,  comme  se  confondant  avec  le 
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cercle   osculateur,  et  la  durée  de  roscillatioii  sur  cette 

courbe  sera  tt  i/-?  a  étant  le  rayon  du  cercle,  et  rampH- 

tude  étant  supposée  inilniment  petite. 

Si  le  plan  osculateur  faisait  avec  la  verticale  un  angle  a , 
la  pesanteur  pourrait  se  décomposer  en  deux  forces:  Tune 
normale  au  plan  et  détruite  par  sa  résistance  -,  l'autre  dans 
le  plan  et  parallèle  à  la  projection  d'une  verticale  sur  ce 
plan.  Cette  dernière  sera  égale  à  g  cos  a,  et,  par  conséquent, 

la  durée  de  l'oscillation  sera  tt  \/ Elle  est  donc  la 

V  g  cos  a 

même  que  sur  une  courbe  dont  le  plan  serait  vertical  et 

dont  le  rayon  de  courbure  serait »  ou  aurait  pourpro- 

•^  cos  a  ^        * 

jectîon  sur  le  plan  de  la  courbe  donnée,  celui  de  cette  courbe 
même.  Elle  sera  donc  enfin  la  même  que  sur  la  courbe 
située  dans  un  plan  vertical  passant  par  la  tangente  au 
point  le  plus  bas  de  la  courbe  donnée,  et  qui  serait  la  pro- 
jection de  cette  courbe  sur  ce  plan  vertical. 

312.  Cherchons  maintenant  si  la  cycloïde  est  la  seule 
courbe  tautochrone ,  quand  on  fait  abstraction  de  toute 
résistance. 

Prenons  pour  origine  le  point  où  le  mobile  doit  parve- 
nir dans  un  temps  constant,  quel  que  soit  le  point  de  la 
courbe  d'où  il  parte  sans  vitesse.  Nous  considérerons 
Téquation  de  la  courbe  entre  s  et  z  seulement  5  car  l'équa- 
tion 

V^=z1g[h^z),       ou       —  =  2g{h—z), 

ne  renfermant  que  5,  z  et  / ,  il  s'ensuit  que,  pourvu  qu'on 
ait  la  même  relation  entre  s  et  z^  on  en  tirera  toujours  la 
même  valeur  de  t  en  fonction  de  z.  De  sorte  que,  si  Ion 
conçoit  le  cylindre  qui  projette  une  courbe  sur  un  plan 
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horizontal,  un  poûit  matériel  pesant  mettra  le  même 
temps  à  parvenir  d'un  point  à  un  autre  de  cette  courbe, 
soit  qu'on  développe  ce  cylindre,  soit  qu'on  Tenroule  sur 
tout  autre  cylindre  ayant  ses  arêtes  verticales. 

U  ne  s'agit  donc  ici  que  de  déterminer  s  en  fonction 
de-  z ,  et  nous  ne  considérerons  que  les  eourbea  qui  peu- 
vent donner  pour  s  un  développement  procédant  suivant 
les  puissances  de  z.  Gomme  on  doit  avoir  à  la  fois  Z'=  o 
et  5  =  o,  il  ne  saurait  y  avoir  d'exposant  négatif,  ni  de 
terme  indépendant  de  z.  Soit  donc 


6 


a,  6,  y,  etc.,  étant  des  nombres  positifs  quelconques,  et 
A,  B,  C,  etc.,  des  quantités  entièrement  indéterminées. 
Soit  h  le  z  du  point  de  départ ,  on  aura 


_  =  .,(.-.),     d'Où      T=-^jf      ^^= 


? 


T  désignant  le  temps  employé  pour  parvenir  à  rôrigîne 
et  qui  doit  être  indépendant  de  /i. 

Substituant  à  ds  sa  valeur  tirée  de  la  série,  il  vient 


*.«-i^-  nh^^-i^^ 


Jo      Sjh  —  z  Jo      y  h  —  z 

Soit 

z  =  hz\     d'où     dz  =  h  dz'  ; 
les  limites  de  z'  seront  o  et  i,  et  Ton  aura 

r^z^-' dz  _       L  r'z'^-^dz' 

Jo      \à  —  z  Jo       V I  —  z^ 

r^z^-'dz  _^6,i  r^z'^-'.dz' 

Jo    ■  sJh  —  z  Jo       y  I  —  z' 
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ainsi  des  autres.  Il  en  résultera ,  en  posant 

i         —7===-  —  A,  I  / 7     __«,..., 

Jo      V — ^  •/o      yi — 2 


T  s[^  —  AA'aA«  -  ?  -h  BB'êA 


//?  1.6  — \ 

■      •  •  •  • 


,  pour  que  ce  résultat  soit  indépendant  de  h  et  ne  soit 
s  zéro,  il  faut  que  tous  les  termes  disparaissent,  excepté 
,  dans  lequel  l'exposant  de  h  sera  zéro.  Donc  la  série 
i  donne  s  se  réduit  à  un  seul  terme ,  et  l'exposant  de  z 
iîst  égal  à  j  5  on  a  donc 

j  =  Az* ,     ou     j'=A'3. 

Or,  cette  relation  entre  ^  et  .zr  ne  convient  qu'à  une 
:loïde ,  dont  le  sommet  est  pris  pour  origine ,  et  la  per- 
ndiculaire  à  la  tangente  en  ce  point,  pour  axe  des  z, 
•ne  il  n'y  a  d'autre  tautochrone  dans  le  vide  que  la 
:loïde  dans  la  position  où  nous  l'avions  considérée,  du 
>îns  parmi  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  s  est  dé- 
oppable  suivant  les  puissances  de  z, 
313.  Cette  propriété  de  Visochronisme  des  oscillations 
in  point  qui  se  mouvrait  sur  une  cycloïde  avait  fait 
user  à  mesurer  le  temps  au  moyen  d'un  pendule  simple 
nt  l'extrémité  décrirait  des  arcs  de  cycloïde.  Il  suffirait, 
ur  obtenir  un  pareil  mouvement ,  de  suspendre  un  poids 

moyen  d'un  fil  flexible  et  inextensible,  à  un  point  qui 
pait  l'origine  de  deux  branches  de  cycloïde  dont  le  cercle 
inérateur  aurait  pour  diamètre  la  moitié  de  la  longueur 
ifil.  Ou  voit,  d'après  la  propriété  de  la  développée  de  la 
^cloïde  ,  que  lorsque  le  fil  s'enroulerait  sur  ces  courbes, 
ise  déroulerait,  son  extrémité  décrirait  une  cycloïde  dont 

sommet  serait  le  point  le  plus  bas  ;  les  oscillations  se- 
fentdonc  isochrones.  Mais  un  pareil  pendule  serait  loin 

I.  25 


386  COUES    DE    MÉGANIQUE. 

d'offrir  dans  la  pratique  les  mêmes  avantages  que  le  peu* 
dule  circulaire,  et  l'on  n'en  fait  aucun  usage. 

CHAPITRE  VI. 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    SUR    UNE    SURFACE    FIXE. 

314.  Soient  F  (jc,  y,  3)  =  o  Téquation  de  la  surface 
fixe,  N  Tin ten site  de  la  force  qu'elle  produit  et  que  nous 
supposons  normale;  X,  jtx,  v  les  angles  que  sa  direction  fait 
avec  les  axes ,  et  X ,  Y,  Z  les  composantes  totales  des  forces 
accélératrices  extérieures;  on  aura  le  système  d'équations, 

r/'x  d'^Y  d^z 

—  =  X-f-Ncos>,    -^=:Y  +  NcosfA,    _  =  Z4-Ncosv, 

,       ^rfF  „i/F  ^dF 

COS  A  =:  V  -;-  j        COS  tX  =  V  -r-  5  COS  V  =  V  -7-  > 

dx  ^  dy  dz 

V  =  zt 


\/m-  m-  '  -  ' 


[dz) 


Le  double  signe  de  V  correspond  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male ,  et  le  calcul  fera  connaître  en  chaque  point  le  signe 
qui  conviendra. 

Si  l'on  substitue  dans  les  premières  équations  les  valeurs 
de  cos  X ,  cos  yi ,  cos  v ,  on  aura 

^'•^      V       ^..rdY        d^r       „  dF 

dt^  dx  dt^  dy 

^^^  »rf'z  dF 

—  =  Z  -h  NV  — . 
dt^  ^         dz 

Eliminant  N  entre  ces  trois  équations ,  on  aura  deux  «jua* 
tions  qui ,  jointes  à  F  (x ,  j,  5; )  =  o ,  détermineront  J,  Ji 
z  en  fonction  de  ^;  et  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
ment en  résulteront. 
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Ces   calculs,  en  général  impraticables,  se  simplifient 
quand  on  a 

Xdx  -hYdjr  -hZdz  =  dtf(x,  y^  «), 
et ,  par  suite , 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  déterminée  par  l'état 
initial . 

En  effet,  les  équations  (i)  donnent  immédiatement  les 
deux  suivantes  : 

dt^  dv  \dz  dx       ] 

Or,  en  différentiant,  par  rapport  à  untî  variable  quelcon- 
que, l'identité 

dy        dt 
dx       dx 


on  trouve 


dt 


da:'i;i^drp 
,   dy  _        df"  '    dp 

*  dx  I  dx^ 

[Ht 


d'où 


,    d^y        j    d^x        fdxWdy  dxY  , 

dt^  dt^        \dt  dx  \ds  ) 


dy_ 

dx 


et  de  même 

.    d^  z         ,   d^x  / dxX"^    ,   dz 

de^  dt'  \ds  J        dx 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  et  rem 

25. 
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plaçant  j^*  par  2(f  (x,/,  «) -H  C,  puis  éliminant  entre 
elles  NV,  on  aura  une  équation  différentielle  entre  x^y^  a, 
où  le  temps  n'entrera  pas,  et  qui,  conjointement  avec 
F  [x^y^  z)  =  o,  déterminera  la  trajectoire.  Connaissant  j 

ds 

et  z  en  fonction  de  x^  et  -^  en  fonction  de  a:,  y,  z,  on  par- 

viendra  facilement  à  une  équation  de  la  forme  dt  =  ^  (x)  dx^ 
d'où  l'on  déduira  a:  en  fonction  de  t^  et,  par  suite,  toutes  les 
circonstances  du  mouvement. 

315.  Pression  exercée  sur  la  surface,  —  La  composante 
normale  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  au 
mobile ,  en  y  comprenant  l'action  de  la  surface,  est  dans  le 

plan  osculateur  de  la  trajectoire,  et  égale  à  -  •  Cette  dernière 

force  est  donc  la  résultante  de  la  force  produite  par  la  sur- 
face, qui  est  normale  à  la  surface  et,  par  suite,  à  la  trajec- 
toire; et  de  la  composante  normale  à  la  trajectoire,  delà 
force  extérieure  qui  agit  sur  le  mobile.  Si  donc  on  désigne 
cette  composante  par  Q ,  par  0  l'angle  du  plan  osculateur 
avec  la  normale  à  la  surface ,  et  par  ^  celui  de  la  force  Q 
avec  la  même  normale ,  on  aura  la  proportion 


p» 


-  :  Q  ::  si^^I/  :  sin  0. 

Cette  relation  déterminera  la  direction  du  plan  osculateur 
quand  on  connaîtra  (^,  R,  Q,  ^{;.  Dans  le  cas  particulier  où 
l'on  aurait  Q  =  o,  il  en  résulterait  0  ==  o,  et  le  plan  oscu- 
lateur serait  le  plan  normal  à  la  surface.  Ce  cas  est  celui 
où  la  force  extérieure  est  nulle,  ou  tangente  à  la  trajectoire: 
il  comprend  donc  celui  où  il  y  aurait  frottement  sur  la  sur- 
face, ou  une  résistance  de  milieu.  Dans  ces  divers  cas,  le 
plan  osculateur  de  la  trajectoire  étant  constamment  nor- 
mal à  la  surface ,  cette  ligne  est  la  plus  courte  que  Ton 
puisse  mener  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses 
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points.  On  peut  reconnaître  directement  que  lorsque  la 
force  extérieure  est  nulle  ou  dirigée  suivant  la  tangente  à 
la  trajectoire,  le  plan  osculateur  de  cette  courbe  est  normal 
à  la  surface.  En  effet,  ce  plan  doit  renfermer  la  tangente  à 
la  trajectoire  et  la  résultante  totale,  c'est-à-dire  une  des 
composantes  et  la  résultante  :  il  renferme  donc  Tautre  com- 
posante, qui  est  la  normale  à  la  surface,  et,  par  conséquent, 
il  est  lui-même  normal  à  la  surface. 

Application  au  mouvement  dun  point  pesant  sur  une 

sp  Itère. 

316.  Soit  l'équation  de  la  sphère 

(i)  j:* -h  j^* -h  3^  =  a'.  .  .; 

les  équations  du  mouvement  seront 

^^         dt'  a  dr  a  dt'       ^         a 

Taxe  des  z  étant  supposé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 
La  vitesse  sera  donnée  par  Téquation 

(3)  ,;'=^J^y=c4-2gz; 

la  constante  c  étant  déterminée  parla  hauteur  et  la  vitesse 
initiales  du  mobile. 

L'équation  des  aires  n'a  plus  lieu  pour  tous  les  plans  \ 
mais ,  comme  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point,  coupe  toujours  Taxe  des  z^  elle  aura  lieu  pour  le 
plan  des  x  et  y^  comme  nous  l'avons  dit  précédemment. 
On  aura  donc,  en  désignant  par  c'  une  constante  arbitraire, 

(4  )  xdf  —  y  dx  :=:z  c  dt  ', 
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Téquation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

£/x'  -4-  r/r'  -4-  dz^ 

(5)  ^J^,  ^      =  ^  +  ^g^' 

Les  équations  (i),  (4),  (5)  suffisent  pour  déterminer  x, /,  j 
en  fonction  de  t, 
DifTérentiant  d'abord   Féquation    de   la    sphère,  nous 

aurons 

(6)  xdx-^ydy:=z  —  zdz', 
ajoutant  les  carrés  des  équations  (4)  et  (6),  il  vient 

et  en  tirant  x'  -l-j^'  et  dx*  +  dy^  des  équations  (i)  et  (5), 
on  obtiendra  entre  zet  t  Téquation 

(a'  — z')[(c-h  2gz)de^--'dz']  =  z^  dz" -j- e'* dt^ ; 

d'où  Ton  déduit 

/    X  .  Zizadz 

(7)  ^^  = 


yj[a}  -^z")  (c  -+-  %gz)  —  c'« 


Le  signe  —  correspond  au  cas  où  le  mobile  monte ,  et  k 
signe  -H  à  celui  où  il  descend. 
De  là  on  tirerait ,  en  intégrant , 

/==F(z)     ou     a=F,(r). 

Il  reste  à  déterminer  la  projection  horizontale  du  mobile, 
soit  par  les  coordonnées  a:  et  y,  soit  par  des  coordonnées 
polaires  ;  nous  nous  arrêterons  à  ce  dernier  moyen. 

L'équation  or <i^' — jdx=c'dt  devient,  en  désignant 
par  r  le  rayon  vecteur  de  la  projection,  et  par  ^  l'angle 
qu'il  fait  avec  l'axe  des  jc, 

(8)  f-^d']^=:t'dt      et      A-^=:rtt'  —  z'; 
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donc 9  en  se  bornant  au  signe  supérieur, 
c' dt  ac' dz 

(9)   ^+==::^ — r,  =  : 


Si  Ton  substitue  à  dt  sa  valeur  en  z  et^z,  ou  si  l'on  sup- 
pose z  exprimé  au  moyen  de  t  par  Tintégration  précédente, 
une  nouvelle  quadrature  fera  connaître  ^  en  fonction  de  z 
ou  de  t  *,  et  comme  on  a 

toutes  les  coordonnées  du  mobile  seront  connues  en  fonc- 
tion de  t.  Mais  ces  diverses  intégrations  ne  peuvent  être 
calculées  que  par  approximation. 

Si  l'on  veut  connaître  l'angle  que  forme,  avec  la  verti- 
cale, le  rayon  mené  du  centre  de  la  sphère  au  point  mobile, 
on  aura ,  en  le  désignant  par  0, 

z 
ces  ô  =  -  ; 
a 

il  sera  donc  connu  quand  z  le  sera. 

317.  Déterminons  maintenant  la  constante  c^  Pour  cela, 
décomposons  la  vitesse  initiale  du  point  en  deux  autres , 
dont  l'une  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant  par 
ce  point  et  le  centre  de  la  sphère ,  et  l'autre  soit  comprise 
dans  ce  plan.  La  première  sera  la  composante  de  la  vitesse 
de  la  projection  horizontale  du  point ,  suivant  la  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  r  de  la  courbe  décrite  pâi*  cette 
projection  5  car  cette  perpendiculaire  est  normale  au  plan 
vertical  dans  lequel  se  trouve  la  seconde  composante  totale 
de  la  vitesse  absolue  du  point,  et  par  conséquent  cette  com- 
posante donne  une  projection  nulle  sur  la  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  de  la  projection  horizontale. 

Soient,  dans  la  position  initiale  du  point,  d  la  valeur 
ie  Zy  k  la  vitesse,  qui  est  nécessairement  tangente  à  la 
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sphère,  et  a  l'angle  que. fait  sa  direction  avec  la  perpendi- 
culaire au  plan  vertical  qui  passe  par  le  point  et  le  centre 
de  la  sphère  ;  on  aura ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

r  -^=L  k  cos  gi. , 
dt 

et,  substituant  à  -^  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (8), 

c'        , 

—  =  A-  ces  a  ; 

r 


comme  on  a,  au  point  de  départ,  r=  sja^  —  d*^  la  valeur 
de  c'  sera 


(10)  c'  ^zhsla^  —  d 


cos  a. 


Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ou  dirigée  dans  le  plan  ver^ 
tical  passant  par  le  centre,  on  a  c*'  =  o,  et  l'on  retrouve 
les  équations  du  mouvement  du  pendule  simple  dans  un 
plan  vertical. 

318.  Il  reste  à  calculer  à  chaque  instant  la  grandeur  et 
le  sens  de  la  force  N  que  produit  la  surface.  Pour  obtenir 
sa  valeur  de  la  manière  la  plus  simple ,  nous  multiplierons 
les  équations  (2),  la  première  par  x^  la  deuxième  par  j,Ia 
troisième  par  z,  et  nous  les  ajouterons;  il  en  résultera 

(II)  -^ =  ±Nfl  -h  gz. 

Or,  on  a 

xdx-^ydjr  -f-  zdz  -f-  o, 

et ,  en  différentiant , 

xd^x  -{-yd^y  +  zd^z=^  —  dx^  —  dy"^ —-  dz*  =z  —  riy'j 

l'équation  (11)  devient  donc 
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d*OÙ 


(12)  rtN  = 


p'  -h  g^ 


a 


> 


et  comme  N  est  essentiellement  posîtîf,  on  verra,  d'après 
les  valeurs  de  ^  et  ^  à  chaque  instant ,  lequel  des  deux 
signes  du  premier  membre  on  doit  prendre  pour  que  cette 
équation  ne  soit  pas  absurde  \  on  saura  ainsi  quels  signes 
il  faut  prendre  à  cet  instant  dans  les  équations  (3),  et,  par 
conséquent ,  quel  est  le  sens  de  la  force  produite  par  la  sur- 
face. 

Si  ^est  positif,  le  second  membre  de  l'équation  (la)  est 
négatif ,  et  l'on  doit  prendre  le  signe  inférieur  dans  le  pre- 
mier membre  \  d'où  il  résulte  que  la  surface  produit  sur  le 
point  une  force  dirigée  de  la  surface  vers  le  centre  ,  toutes 
les  fois  qu'il  est  situé  au-dessous  du  plan  horizontal  mené 
par  le  centre  de  la  sphère. 

Si  z  est  négatif,  c'est-à-dire  si  le  point  est  au-dessus  de 
ce  même  plan  horizontal ,  les  deux  termes  du  second  mem- 
bre de  l'équation  (12)  sont  de  signes  contraires  ,  et  le  ré- 
sultat peut  être  négatif,  nul  ou  positif.  On  prendra  encore 
le  signe  inférieur  de  N  si  l'on  a 

la  force  N  sera  nulle  quand  on  aura 

et  l'on  devra  prendre  le  signe  supérieur  lorsque  l'on  aura 

dans  ce  dernier  cas ,  la  surface  produit  sur  le  point  une 
force  dirigée  vers  l'extérieur  de  la  sphère  ,  et,  par  consé- 
cpient ,  le  point  fait  effort  pour  s'approcher  du  centre. 
On  peut  se  rendre  compte  directement  de  ces  diverses 


394  GOUaS    DE    MECANIQUE. 

conditions  relatives  au  sens  de  la  force  N ,  il  suffit,  pour 
cela ,  de  se  rappeler  que  la  résistance  de  la  surface  sur  la- 
quelle un  point  est  en  mouvement  détruit  la  composante 
suivant  la  normale  à  cette  surface ,  tant  des  forces  appli- 
quées au  point  que  de  la  force  centrifuge. 

Cela  posé,  soit  R  le  rayon  du  cercle  suivant  lequel  le 
plan  osculateur  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire 
coupe  la  sphère,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  cercle 


p» 


osculateur  de  cette  courbe:  la  force  centrifuge  sera  ^>  et 

il  faudra  la  multiplier  par  —  pour  avoir  sa  composante  sui- 
vant le  rayon  de  la  sphère,  qui  passe  au  même  point.  On  a 
ainsi  -  »  et  cette  force  est  dirigée  suivant  la  partie  exté- 
rieure de  la  normale  à  la  sphère.  Quant  à  la  composante 
normale  de  la  pesanteur,  elle  est  dirigée  suivant  la  partie 
extérieure  de  la  normale  lorsque  le  point  est  dans  l'hémi- 
sphère inférieur,  et  vers  le  centre  lorsque  le  point  est  dans 
l'hémisphère  supérieur.  Donc,  en  la  considérant  comme 
positive  quand  elle  est  dirigée  à  l'extérieur,  et  comme  né- 
gative dans  la  direction  contraire ,  elle  sera  exprimée  par 

—  •,  de  sorte  que —  sera  la  pression  détruite  par  la  sur- 
face ,  et  le  signe  de  cette  expression  indiquera  le  sens  de 
cette  force  comme  nous  venons  de  l'expliquer.  Il  suit  delà 
que  la  surface  remplace  une  force  égale  et  opposée ,  et,  par 

conséquent,  représentée  par 2_,  le  signe  étant  en- 
tendu de  la  même  manière.  Ainsi  ,  dans  Thémisphère 
inférieur,  cette  expression  étant  évidemment  négative,  la 
force  produite  par  la  surface  est  dirigée  vers  le  centre.  Dans 
l'autre  hémisphère ,  elle  sera  encore  dirigée  vers  le  centre 
si  l'on  a 
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elle  aura  la  directiou  contraire  lorsque  i^*  H-  gz  sera  <!<>. 
On  retombe  ainsi  sur  les  résultats  déjà  obtenus. 

319.  Mouvement  d^un  pendule  qui  s'écarte  très^peu  de 
la  verticale. —  Le  mouvement  du  point  sur  la  sphère  peut 
être  réalisé  en  supposant  ce  point  lié  au  centre  par  une 
ligne  inflexible  et  sans  masse.  Ainsi,  le  problème  que 
nous  venons  de  traiter  est  celui  du  pendule  simple ,  consi- 
déré de  la  manière  la  plus  générale.  Les  calculs  peuvent 
s'exécuter  complètement  lorsque  le  pendule  fait  toujours 
un  très- petit  angle  avec  la  verticale  menée  par  le  point  de 
suspension. 

Soient  6  Fanglc  variable  que  forme  la  direction  du  pen- 
dule avec  celle  de  la  pesanteur,  a  sa  valeur  initiale  cor- 
respondante à  £  =  ^,  et  supposons  que  la  vitesse  initiale 
Al  ait  une  direction  horizontale,  auquel  cas  la  valeur  c' 
devient 

En  négligeant  les  quantités  très-petites  du  troisième  ordn.' 
et  des  ordres  supérieurs,  devant  celles  du  second,  nous 
aurons 

—  z=^icosO=:a j      — ^  =  acosa  =  a 7 

2  2 

c=zk'^^ga-h  gaa}f  c»''=  /»rt»8in»a  =  /'«'a*. 


La  formule  (7)  deviendra 


dt 


OdO 


V  \g^  )  ''S 


et  posant  —  =  6*, 
^  ga 


■  t 
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d^où  l'on  voit  déjà  que  Q  restera  constamment  compris 
entre  a  et  6.  Il  en  résulte  que  si  l'on  a  6  =  a ,  on  aura 
constamment  d  =  a  ;  le  pendule  décrira  donc  un  cône  de 
révolution  autour  de  la  verticale,  et  le  point  matériel  dé- 
crira un  cercle  horizontal.  Quant  à  l'angle  ^,  la  formule 
générale 

r^d'^  =  c'dt     devient     d^  =  —  dt^ 
et  comme  0  ==  a  =  o ,  elle  se  réduit  à 


d^ 


=  v/f'''' 


d'où  Ton  tire ,  en  faisant  commencer  Tangle  ^  en  mème^ 

temps  que  « ,  t|;  =  f  i/-.  Ainsi,  dans  ce  cas,  le  mouvement 
du  pendule  est  uniforme ,  et  il  décrit  la  surface  conique 
entière  dans  un  temps  égal  à  2  7r  4 /-. 

Revenons  à  Féquation   (i3)   qui  est  évidemment  inte- 
grable^  mettons-la  sous  la  forme 


=*\/i- 


0^0 
dt 


^_(.,_«i±i:)V(-j:i 


et  posons 


il  en  résultera 


2  92  —  a^  —  6»  —  (a'  —  6'  )  «  , 


,    ,      /a         du 

y  S  s/i  —  u' 


d'où 


.=±iv/|- 


^  -I-  C;  =  dt  T  i  /  - .  arc  cos  u. 
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La  constante  c^  se  déterminera  en  exprimant  que  £  =  o 
donne  6  =  a ,  et  par  suite  a:  =  1 5  il  en  résultera 


o,     et     f  =  ±-5ri/-.arc  costt, 

V  g 


ou 

U  z=  ces 


•=^V« 


d'où  Ton  conclura  pour  6*  la  valeur  suivante  : 


a' -h  6»       a'  — 6» 

6'  = ! cos 

2  2 


•^V« 


ou 

(i4)  0'=:a'cos^^i/^^-6'sin^ri/^. 

On  reconnaît  immédiatement  que  9*  est  périodique,  cl  que 
la  durée  de  la  période  est  tt  i/—  Pour  î  =  o,  on  a 

pour  ^  =  ^TT  i /-5   c'est-à-dire  au  milieu  de  la  période, 
on  a 

et  lorsque  t  =  Tii/-yOii  retrouve 

De  sorte  qu'un  observateur  qui  se  mouvrait  avec  le  plan 
vertical  qui  contient  le  pendule,  verrait  osciller  ce  dernier 
entre  les  deux  directions  faisant  avec  la  verticale,  et  d'un 
même  côté,  les  angles  a,  6.  Le  temps  qu'il  mettrait  pour 

arriver  de  Tune  à  l'autre  serait  jTt  \/  -\  mais,  au  milieu 
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de  cet  intervalle ,  il  ne  serait  pas  à  égale  distance  de  ces 
deux  droites,  et  Ton  aurait  à  cet  instant 


0^=  ■■  ■  ^ 


ce  qui  donne  pour  9  une  valeur  plus  grande  que  la  moyenne 


2 

Il  reste  à  connaître  ^  en  fonction  de  t.  Or,  on  a 

r'd^:s:cfdt,      OU      d^fz=z—^z=^ ^^ 

Remettant  pour  0*  sa  valeur  en  f ,  il  vient 

(i5)  ^^l^^aSl/f j=^ ^• 

a»  cos^  M /- ■+- 6^  sin\  r  ^  ^^ 


a 


Pour  intégrer  cette  expression,   nous  poserons,  d'après  la 
méthode  ordinaire,  tang.f  4 /-  =  i^,  et  nous  obtiendrons 

d'où  l'on  déduit 

>j^  =  arc  tan^  —  • 

11  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  l'on  doit  avoir 
en  même  temps 

V  =ZOy      \|<  =  o. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

—  =  tang-j/, 

a 
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OU 

(16)  ^ang^j/=  -  eang.fi/ ^. 

On  voîl  que  l'angle  ^  ne  croît  pas  uniformément  ;  il  prend 
successivement  les  valeurs  tt,  stt,  Stt,  . . .,  wtt,  pour  les  va- 
leurs successives  de  t  qui  rendent  le  second  membre  nul , 

ces  valeurs  sont  7ri/-v>  mii/  -»  Aux  milieux  de  ces  di- 

vers  intervalles  de  temps ,  le  second  membre  devient  infini  5 
le  premier  le  devient  donc  aussi ,  et  les  valeurs  de  ^  sont 
jTT ,  TT  -h  7  7r,...5  de  sorte  que  le  plan  vertical  qui  contient 
le  pendule  se  trouve  perpendiculaire  à  sa  position  initiale. 
Ainsi ,  les  quatre  quarts  de  la  révolution  de  ce  plan  sont 

■parcourus  dans  des  intervalles  de  temps  égaux  à-  i/-*, 

et,  pendant  chacun  d'eux,  le  pendule  accomplit  dans  son 
plan  vertical  une  oscillation  qui  l'amène  de  Fune  à  l'autre 
des  deux  directions  extrêmes  qui  font  avec  la  verticale  les 
angles  a  et  6. 

On  peut  encore  remarquer  que  le  plan  vertical  du  pen- 
dule met  toujours  le  même  temps  à  parcourir  deux  angles 
droits,  à  partir  d'une  quelconque  de  ses  positions. 

320.  Si  Ton  veut  connaître  le  mouvement  de  la  projec- 
tion du  point  sur  le  plan  horizontal,  il  faut  obtenir  en 
fonction  de  f ,  soit  r  et  t{/,  soit  xeij^. 

D'abord  l'équation  (16)  fait  connaître  ^|/ 5  et  pour  avoir  r, 
il  suffira  de  recourir  à  la  formule 

fit 
et  de  substituer  à -77  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i5)^on 

«y 

trouvera  ainsi 

(17)  r2  =  flM  a'cos'.f  i/^-h  ê'sin'.r  i/^  V 


^00  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

Les  équations  (i6)  et  (17)  résolvent  la  question.  On  ob- 
tiendra l'équation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le 
plan  horizontal ,  en  éliminant  t  entre  ces  équations ,  ce  qui 
conduit  à 


r» 


'  ■  ■  ...     -  I         I 

a'sin'xp  -h  6'cos'i|/ 


Il  est  facile  d'y  reconnaître  Téquation  d'une  ellipse.  Oi^ 
Taura  en  coordonnées  rectangles  en  posant 

xzzz  r  cos  i|/ ,     /  =  r  sin  rj;  ; 

elle  devient  ainsi 

a»j'-h  6'x»=  a^oi}^\ 

Ses  demi-axes  sont  aa^bZ\  ils  sont  renfermés  dans  deux 
plans  verticaux  rectangulaires,  dont  Tun  passe  par  le  point 
de  départ. 

Enfin  ,  si  Ton  veut  avoir  a:  et  y  en  fonction  de  f ,  il  suffira 
de  substituer  dans  les  formules 

X  =:  r  cos  ^p ,     y  "=■  r  sin  ^  , 

la  valeur  de  r  donnée  par  l'équation  (17)  et  les  valeurs  de 
costf/,  sin^p  qu'on  tirera  de  Téquation  (16). 
On  trouve  ainsi 


x'  =  rt'a'cos' 


•'\/«'  •>■'="'«'*'"'•  V«' 


On  peut  faire  ici  une  remarque  qui  se  rapporte  à  un  prin- 
cipe général  dont  nous  parlerons  plus  tard.  Elle  tient  à  ce 
que  la  valeur  de  x  ne  dépend  pas  de  S,  ni  celle  de  y  de  a. 
11  suit  de  là  que  le  mouvement  projeté  sur  l'axe  des  x  est  le 
même  que  si  ë  était  nul ,  et  que  le  pendule  écarté  de  la  verti- 
cale d'un  angle  a  fut  abandonné  sans  vitesse  initiale  à  l'action 
de  la  pesanteur.  Semblablemcnt,  le  mouvement  projeté  sur 
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L^axe  des  j' est  le  même  que  si  ]e  pendule  partait  de  la  verti- 
cale avec  la  vitesse  initiale  donnée ,  qui  se  trouvera  dirigée 
suivant  Taxe  des  y.  Ainsi  ces  deux  causes  de  mouvement, 
savoir,  Técartement  de  la  verticale  et  la  vitesse  initiale, 
produisent  séparément  leur  effet;  et  Ton  a  la  position  du 
mobile  à  un  instant  quelconque,  en  composant  les  déplace- 
ments correspondants  à  ce  même  instant,  dans  les  deux 
mouvements  qui  seraient  produits  respectivement  par  cha- 
cune des  deux  causes  agissant  isolément. 

CHAPITRE  VIL 

TRAVAIL    d'une    FORCE.   —    FORCE   VIVE. 

321.  Pour  faire  comprendre  simplement  l'origine  de  la 
dénomination  de  trav^aily  supposons  que  Ton  emploie  des 
hommes  à  élever  directement,  d'un  mouvement  uniforme, 
du  minerai  du  fond  d'un  puits  à  la  surface  du  sol.  Il  est 
évident  que  chacun  de  ces  hommes  fera  constamment  un 
même  effort  égal  au  poids  du  corps  qu'il  élève;  le  temps 
pendant  lequel  il  devra  être  employé  sera  évidemment  pro- 
portionnel au  poids  total  qu'on  veut  qu'il  élève,  et  à  la  hau- 
teur dont  il  aura  été  élevé.  Ainsi ,  ce  que  Ton  appelle  vul- 
gairement le  travail  de  chacun  de  ces  hommes,  et,  par 
suite,  la  dépense,  sera  une  quantité  proportionnelle  à  ce 
poid?et  à  la  hauteur;  c'est-à-dire  à  la  force  verticale  qui 
agit ,  et  à  la  quantité  dont  s'élève  son  point  d'application. 

C'est  d'après  des  considérations  de  ce  genre  qu'on  a  été 
conduit  à  donner  le  nom  de  trax^ail  (Tune force  au  produit  de 
cette  force  par  le  chemin  parcouru  par  son  point  d'applica- 
tion, lorsqu'il  est  déplacé  suivant  la  direction  de  cette  force. 

En  examinant  le  cas  moins  simple  où  le  point  d'applica- 
tion de  la  force  ne  se  meut  pas  dans  la  direction  de  cette 
force ,  on  a  reconnu ,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  tard , 
que  l'utilité  produite  et  la  dépense  occasionnée  sont  pro- 
I.  26 
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portioiinelles  au  produit  de  la  force  par  le  cheiaiii  parcouru 
par  son  point  d'application  dans  le  sens  de  la  force;  ou,  en 
d'autres  termes,  par  la  projection  de  ce  chemin  sur  la  di- 
rection de  la  force.  C'est  à  ce  produit  qu'on  a  donné  gêné* 
ralement  le  nom  de  traitait  de  la  force. 

D'après  cette  définition,  ]e  travail  sera  mesuré  par  le 
nombre  i  lorsque  la  force  sera  égale  à  l'unité,  et  que  son 
point  d'application  se  déplacera  d'une  longueur  égale  â 
Tunité  dans  le  sens  de  la  force.  Ainsi  l'unité  de  travail  esL 
le  travail  correspondant  à  un  poids  de  i  kilogramme  élevfe 
verticalement  de  i  mètre. 

C'est  dans  le  calcul  de  l'eiTet  des  machines  que  la  consi  - 
dération  du  travail  se  présente  le  plus  naturellement.  Mais 
nous  croyons  devoir  en  parler  dès  à  présent,  parce  que  les 
remarques  que  nous  ferons  dans  des  cas  simples ,  prépare- 
ront naturellement  aux  considérations  plus  générales  que 
nous  devons  renvoyer  après  l'étude  du  mouvement  des  sys- 
tèmes. La  quantité  de  travail  d'une  force  est  regardée  comme 
positive  lorsque  la  projection  du  déplacement  du  point  est 
dans  la  direction  de  la  force ,  ou  lorsque  le  déplacement  fait 
un  angle  aigu  avec  cette  direction.  Il  est  négatif  dans  le 
cas  contraire,  qui  est  celui  de  Tangle  obtus;   il  est  soi 
si  l'angle  est  droit,  c'est-à-dire  si  le  pointue  se  meut  ni 
dans  le  sens  de  la  force  ni  en  sens  contraire. 

Si  la  force  n'est  pas  constante,  on  est  obligé,  pouf  cal- 
culer le  travail  produit  d'après  la  définition  précédente,  de 
partager  le  mouvement  en  intervalles  infiniment  petits,  pen- 
dant chacun  desquels  la  force  pourra  être  considérée  comme 
constante  -,  et  le  travail  total  sera  la  somme  des  quantités 
élémentaires  detrav^ail,  c'est-à-dire  l'intégrale  ^Pdicos  y 
prise  entre  les  deux  limites  extrêmes  ;  P  désignant  la  force 
variable,  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite,  et  ç  l'angle  de 
la  direction  du  mouvement  avec  celle  de  la  force  P. 

Telle  est  la  manière  do^t  nous  entendrons  toujours,  tant 
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en  signe  qu'en  grandeur,  le  travail ,  élémentaire  ou  fini , 
d'une  force  quelconque. 

322.  Nou^fel  énoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
—  On  voit  que  le  moment  virtuel  d'une  force  ne  diffère  pas 
de  la  quantité  de  travail  élémentaire  de  cette  force  corres-^ 
pondante  au  déplacement  virtuel  de  son  point  d'applic^- 
tîon.  On  peut  donc  énoncer  de  cette  manière  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  : 

Lorsqu'un  système  quelconque  de  points  est  en  équi- 
libre,  la  somme  algébrique  des  quantités  de  travail  de 
toutes  les  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  infi- 
niment petit,  compatible  avec  les  liaisons  du  système. 

Et,  réciproquement,  si  cette  somme  est  nulle  pour  tout 
déplacement  possible ,  le  système  est  en  équilibre. 

323 .  Travail  de  la  résultante  de  forces  quelconques .  — 
Lorsque  des  forces  appliquées  à  un  système  rigide  ont  une 
résultante,  elles  se  trouveraient  en  équilibre  si  l'on  intro- 
duisait une  force  égale  et  opposée  à  cette  dernière.  La 
somme  des  quantités  de  travail  virtuelles  serait  donc  nulle , 
et ,  par  conséquent,  le  travail  virtuel  de  la  force  introduite 
est  égal,  au  signe  près,  à  la  somme  de  ceux  qui  corres- 
pondent aux  forces  données.  Et  comme  cette  force  et  la  ré- 
sultante, étant  égales  et  contraires,  donnent  des  quantités 
de  travail  égales  et  de  signes  contraires ,  on  arrive  k  cette 
conséquence  : 

Le  travail  de  la  résultante  de  forces  appliquées  à  un 
système  rigide  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  tra- 
vaux  des  composantes  pour  tout  déplacement  infiniment 
petit  de  ce  système. 

Dans  cet  énoncé ,  les  forces  sont  considérées  comme  né- 
cessairement positives.  Or  il  est  souvent  utile  d'introduire 
les  composantes  des  forces  parallèlement  aux  axes  de- coor- 
données ,  et  l'on  a  alors  à  traiter  des  forces  positives  ou  né- 
gatives. Nous  avons  discuté  cette  question  (n"  89)  pour  les 

26. 
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moments  virtuels  ;  il  est  donc  inutile  d'y  revenir  pour  les 
quantités  de  travail ,  qui  n^en  diffèrent  pas,  et  la  quantité 
élémentaire  de  travail ,  positive  ou  négative ,  d'une  force 
qui  a  pour  composantes  X^  Y,  Z,  sera 

dx^  dy^  dz  étant  les  composantes,  positives  ou  négatives, 
du  déplacement  du  point  d'application  de  cette  force. 

324.  Force  vwe,  —  Considérons  d'abord  le  mouvement 
rectiligne  d'un  point  ayant  pour  masse  m ,  et  soumis  à 
l'action  d'une  force  motrice  F.  On  aura  l'équation 

d'^x 
dt^ 

Le  travail  élémentaire  de  cette  force  correspondant  à  l'es- 
pace parcouru  dx  est  F  dx  :  et  l'équation  précédente  donne 

(i)  Ydx  =  m  —--da:  =:z^d,mp\ 

\  /  dt^  * 

dx 
v^  désignant  toujours  la  vitesse,  ou  -j-  On  voit  donc  que 

l'accroissement  infiniment  petit  du  travail  de  la  force  est 
égal  à  la  moitié  de  l'accroissement  de  la  quantité  m*'*.  On 
a  donné  à  cette  quantité  mp*  le  nom  de  force  vwe  du  mo- 
bile. Cette  dénomination  est  impropre,  puisque  le  produit 
d'une  masse  par  le  carré  d'une  vitesse  n'a  aucun  rapport 
avec  la  mesure  d'une  force;  mais  nous  la  conserverons 
pour  éviter  les  inconvénients  attachés  au  changement  de 
nom  5  et  parce  que  d'ailleurs  elle  ne  peut  induire  en  erreur, 
dès  qu'on  s'est  bien  entendu  sur  sa  signification. 

L'équation  (i)  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Dans  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  librcy  le  tra- 
i^ail  élémentaire  de  la  force  qui  agit  sur  luiy  est  égal  à  la 
moitié  de  V accroissement  correspondant  de  la  force  vive 
de  ce  mobile. 

Si  la  force  F  varie  d'une  manière  quelconque  avec  la 
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position  du  point ,  et  même  avec  le  temps ,  la  proposition 
précédente  aura  toujours  lieu  pour  les  intervalles  infini- 
ment petits ,  dans  lesquels  on  pourra  décomposer,  soit  un 
temps ^  soit  un  espace  fini.  Désignons  par  Uq  et  i^  les  valeurs 
de  la  vitesse  au  commencement  et  à  la  fin  de  cet  intervalle , 
on  aura,  en  faisant  la  somme  des  équations  (i)  relatives  à 
tous  les  éléments  qui  le  composent^ 

(2)  JWP'— |w('J=/F£/a:. 

La  somme  y  pourra  s'effectuer  si  F  ne  dépend  que  de  a:, 
et  si,  dans  ce  cas,  on  désigne  par  (f  (x)  la  fonction  dont  la 
dérivée  par  rapport  à  x  est  F,  et  par  Xq  et  x  les  valeurs 
extrêmes  de  l'abscisse,  l'équation  précédente  devient 

Mais  dans  tous  les  cas  possibles ,  comme  le  second  membre 
fFdx  est  la  somme  des  quantités  de  travail,  positives  ou 
négatives  produites,  dans  tous  les  intervalles  infiniment  pe- 
tits, et,  par  conséquent,  le  travail  total  produit  dans  l'in- 
tervalle fini,  l'équation  (2)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Dans   le  mouv^ement   rectiligne   d'un  point  matériel 
libre,  le  travail  de  la  force  dans  un  intervalle  quelconque 
est  égal  à  la  moitié  de  F  accroissement  correspondant  de  la 
force  viv^e  du  mobile, 

325.  Relation  entre  la  force  vive  et  le  travail,  dans  le 
mouvement  général  d'un  point.  —  1°,  Supposons  d'abord 
le  point  libre  et  sollicité  par  une  force  motrice  F  dont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z-,  les  équa- 
tions de  son  mouvement  seront,  en  désignant  par  m  sa 
masse , 

.  .  d^x  d^ Y  d^ z 

^  ^  dt^  ^  dt^  '  dr 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  avons  démontré  (n'*  323) , 
le  travail  de  la  force  F,  pour  uu  déplacement  ayant  pour 
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composantes  dx^  dy^  dz ,  est 

expression  que  Ton  obtiendra  en  ajoutant  les  équations  (i) , 
après  avoirmultiplié  la  première  par  dx^  la  seconde  par£^ 
et  la  troisième  par  dz.  Ou  trouve  ainsi 

fd^x  d^Y  d^z      \ 

Xdx  ^Y  dx  -hZdz^  m  [—  dx  '\'  -^dy  -^  —  dzU 

ou 

Le  premier  membre  est  le  travail  de  la  force  F,  ou  la  somme 
algébrique  des  quantités  de  travail  des  forces  dont  F  serait 
la  résultante.  L'équation  (2)  exprime  donc  le  théorème  sui- 
vant : 

Dans  le  moui^ement  d'un  point  libre,  la  somme  des 

quantités  élémentaires  de  traitait,  relcttiues  aux  différentes 

forces  qui  y  sont  appliquées,  est  égale  à   la  moitié  de 

l'accroissement  correspondant  de  la  force  viv^e  du  mobile. 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  tout  intervalle  infiniment 
petit,  a  lieu  pour  une  somme  quelconque  d'intervalles,  et, 
par  conséquent,  pour  un  intervalle  fini  ]  ce  qui  donne  la 
proposition  suivante  : 

La  somme  des  quantités  de  trai^ail  des  différentes  forces 
appliquées  à  un  point  matériel  libre,  pendant  un  temps 
fini  quelconque ,  est  égale  à  la  moitié  de  l'accroissement 
de  la  force  viv^e  de  ce  point,  dans  ce  même  interv^alle. 

Lorsque  les  composantes  totales  X,  Y,  Z  seront  les  dé- 
rivées partielles  d'une  même  fonction  ^  ( x ,  / ,  -s) ,  l'expres- 
sion Xrfx -f- Y  e/y  H- Zt/2  sera  égale  à  d,(f[x^y^z)^  et 
l'équation  (2)  pourra  être  intégrée.  En  désignant  pas  Xq-, 
/05  -^o)  ^0  les  valeurs  de  x^  y^  z^  u  relatives  au  commence- 
ment de  l'intervalle  arbitraire  que  l'on  considère,  l'équa- 
tion (2),  intégrée  jusqu'à  une  limite  quelconque,  corrcsr 
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pondante  aux  coordonnées  x^  y^  z  ^  donnera 

2^.  Supposons  maintenant  le  point  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  qui  n'exerce  sur  lui  aucun 
frottement,  et  qui  ne  produit,  par  conséquent,  qu'une 
force  normale  à  la  trajectoire.  Soient  encore  X,  Y,  Z  les 
composantes  totales  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur 
le  point. 

En  joignant  à  ces  dernières  forces,  celle  que  produit  la 
courbe  ou  la  surface,  le  point  peut  être  considéré  comme 
libre,  et  Téquation  (2)  s'appliquera ,  en  comprenant  la  force 
normale  parmi  toutes  celles  qui  entrent  dans  le  premier 
membre.  Mais  le  travail  élémentaire  d'une  force  normale 
à  la  trajectoire  est  nul ,  puisque  la  projection  de  l'arc  infi- 
niment petit  sur  la  normale  est  nul.  Il  ne  reste  donc  dans 
le  premier  membre  que  le  travail  des  forces  extérieures  •,  et 
l'on  a  encore ,  dans  ce  cas , 

(4)  X«fx  +  Ydy  -h  Zr/z=  -i-rf./wp», 

et  si 

Xrfr  -h  Ydy  -f-  Zdz  =  r/.ç  (jc,  /,  z) , 

il  s'ensuivra 

On  voit  donc  que  la  relation  entre  le  trav^ail  des  forces 
extérieures  et  la  force  vive  d\in  point  matériel,  est  la 
même ,  soit  que  ce  point^soit  libre,  soit  quil  se  meuve  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  sans  frottement. 
Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure ,  on  a 

Xt=o,     Y  =  o,     Z  =  —  mg, 

et  l'équation  (  5)  devient 

1 ,7tp'  —  f /woj  =  mg{Zf,  —  z). 
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On  retrouverait  ici  les  propositions  déniontrées  dans  le 
n°  263;  il  est  inutile  de  les  reproduire  de  nouveau. 

CHAPITRE  VIII. 

PRINCIPE   DE   LA    MOINDRE   ACTION. 

326.  Lorsqu'un  point  libre,  ou  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  fixe ,  est  soumis  à  Faction  de  forces  telles 
que  Ton  ait 

\dx  -h  Ydf  -j-  Zdz  =  d,f  (a*,/,  z), 

et,  par  suite, 

t/'=  2(p(x,/,  z)  -t-C, 

la  courbe  qu'il  décrit  jouit  de  la  propriété  remarguable^ 
qu'en  prenant  pour  p»  cette  valeur  en  a:,  j-,  z,  l'inté- 
grale f^ds^  prise  entre  deux  points  quelconques  A  et  B 
^  de  cette  courbe ,  est  moindre  qu'elle  ne  le  serait  pour  toute 
autre  courbe  terminée  aux  deux  points  Aj  B,  et  assu- 
jettie à  rester  sur  la  surface  fixe ,  quand  le  point  s'y  trouve 
lui-même    assujetti.    Il    s'agit   donc    de    démontrer  que 

f^2<f  [x^Yj  Z)  -hC  ds  est  un  minimum  quand  x,  y,  ^ 
satisfont  aux  équations  de  la  trajectoire;  et  pour  cela.il 
faut  prouver  que  la  variation  à  f^ds  est  nulle ,  v^  représen- 
tant V'sy  (a:,  y,  ^)  -f-  C.  Remarquons  d'ailleurs  que  si  l'on 
fi^it  la  courbe  quelconque  que  l'on  considère  entre  A 
et  B,  et  qu'on  assujettit  le  point  matériel  à  y  rester,  en 
le  soumettant  à  Faction  des  mêmes  forces  extérieures, 
sa   vitesse  serait  toujours  donnée  par  la  même  formule 

sji(f[x^y^z)  H-  C.  Or  le  calcul  des  variations  donne 

§fvds=zf§[vds)  z=f(§vds  H-  vSds), 
toutes  ces  intégrales  étant  prises  entre  les  deux  points  A 


et  B.  Or 

et  réquatîon 
donne 
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p»=  2y(^,  j,z)-hC 


et  il  faut  remarquer  que  dans  X,  Y,  Z  les  valeurs  de 
.X,  j,  2  se  rapportent  aux  points  de  la  trajectoire,  et  que 
oc  H-  âx^  y  H-  $y^  z  -hSz  sont  celles  des  points  correspon- 
dants de  la  courbe  infiniment  voisine. 

Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe,  on 
a  à  chaque  instant 

d^x  d^  Y  d^  z 

-^=X-^Ncos)i,     -y~  =  Y-f-Ncosfi,     •— =Z4-Ncosv; 

et  s'il  est  libre,  il  suffira  de  supposer  N  =  o  dans  ces 
équations ,  qui  peuvent  ainsi  représenter  les  deux  cas.  On 
en  déduit 

•^  dt^  dt^    -^         dt* 

—  N{Sx cos \  H-  Sjy  cos fi  +  ^2  ces  v ). 

Or,  la  dernière  partie  du  second  membre  est  nulle  si  le 
point  est  libre,  parce  qu'alors  N  =  o.  Elle  est  nulle 
encore  si  le  point  étant  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
fixe ,  la  courbe  infiniment  voisine  est  aussi  assujettie  à  s'y 
trouver,  parce  que  la  droite  qui  joint  deux  points  corres- 
pondants étant  perpendiculaire  à  la  normale  dont  les 
angles  avec  les  axes  sont  X,  [i^  v,  on  a 

Sx  cos  X  4-  ^/  cos  f*  4-  ^5  cos  V  =  o. 
On  aura  donc ,  dans  ces  deux  cas , 

X(îa:  4- Y^J  4- Z.ÎZ  r=  ^  ^^  4- -^  tîj  4- '^  ^2, 
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et,  par  suite, 

Maintenant  de  l'équation 

ds^  =  dx^  4-  dy  -h  dz^ 
on  déduit 

ds$ds=z  dx§dx  ^dyStlf  -^  dzddz^ 

d'où,  en  divisant  par  dt^  et  intervertissant  les  caractéris- 
tiques ô  et  d^ 

dx  dy  dz 

ç8ds=i--  dSx  -h  -4-  d^y  -h-T  d^z. 
dt  dt       ^        dt 

Réunissant  les  deux  parties  de  la  variation  de  J^ds^  on 
obtient 


I  dx  ^  dy  ^         dz  ^  \ 

\dt        ^  dt    '^       dt      J 


et  cette  dei'nière  expression  doit  être  prise  aux  deux 
limites  de  Tintégrale.  Or,  elle  y  est  nulle,  puisque  les  deux 
points  extrêmes  étant  fixes ,  ^ a: ,  Sy^  ^z  y  sont  nuls \  et  il 
suffirait  même  que  le  déplacement  de  ces  deux  points  s'ef- 
fectuât suivant  une  direction  perpendiculaire  à  la  trajec- 
toire ,  pour  que  l'on  eût ,  en  chacun  d'eux , 

-7-  ^0?  -H  -^  ^r  -f-  -r  ^2  =  o. 
dt  dt    -^       dt 

La  variation  ôfi^ds  étant  nulle,  l'intégrale  f^ds  sera,  eu 
général ,  minimum  ou  maximum.  La  question  ne  comporte 
pas  de  maximum;  mais  il  pourrait  se  faire  qu'il  n'y  eût  pas 
non  plus  minimum. 

327.  Quand  le  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  une 
surface  fixe  et  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure, 
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sa  Vitesse  est  constante,  et  fi^ds==i^s'^  donc  l'arc  par- 
couru est  un  minimum  entre  deux  quelconques  de  ses 
points,  et,  par  conséquent,  le  temps  employé  à  le  par- 
courir est  aussi  minimum. 

328.  application  au  mouvement  d*un  point.  — La  tra- 
jectoire décrite  par  un  point  libre,  ou  assujetti  à  rester  sur 
une  surface,  satisfaisant  à  la  condition  de  minimum  pour 
Tintégrale  f^ds^  lorsque  Ton  a 

X/ù?-f- Y^^^H-  Zt/»=  c?.ç(x,^,  »), 

^n  peut,  en  exprimant  cette  condition,  parvenir  aux 
équations  de  cette  ligne.  Considérons  d'abord  le  cas  d'un 
point  libre. 

En  mettant  pour  t>  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

il  faudra  écrire  les  conditions  de  minimum  de  l'intégrale 

Les  règles  du  calcul  des  variations  conduisent  aux  équa- 
tions suivantes  : 

X^^        ,/  dx\        Yds       J  dr\       Zds  [  dz\ 

-  — =^i^^j'  —  =^i^^)'  —^^['dsy 

On  sait  que  ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux,  et  ce 
sont  celles  de  la  trajectoire ,  en  remplaçant  f^  par  sa  valeur 
en  X,  j-,  z.  Si  l'on  effectue  les  différentiations,  en  prenant 
s  pour  variable  indépendante  ,  on  obtient 


„ j  d^y  dy  /  dx  dy  „  dz\ 

ds^  ds  \  ds  ds  ds  ) 

^d^z  dz  f  dx  dy  dz 

ds^  ds  \  ds  ds  ds 
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Si  l'on  multiplie  la  première  par  —  ?  la  seconde  par  —» 

et  qu'on  les  retranche^  qu'ensuite  on  multiplie  la  première^ 

par  —  et  la  troisième  par  —  j  et  qu'on  les  retranche  ,  oc:^ 

aura  les  deux  équations  suivantes,  qu'on  pourra  encore  Cût^ 
sidérer  comme  celles  de  la  trajectoire: 

as  as  \"^/       "* 

dz 
dx  dz  /  dx\  *      dx 

Z  — —  X— =:pM--|     — — • 

ds  ds  \ds  I      ds 

Si  l'on  veut  prendre  x  pour  variable  indépendante,  etqu'on 
multiplie    les  deux  membres  de   ces  équations  par  ^» 


on  aura 


dy  fdxYd^Y 

Y— X-f-=('M-r  1  -r- 

dx  \ds  J    dx^ 

dx  \ds  I    dx^ 


Ces  équations  rentrent  dans  celles  que  nous  avions  déjà 
obtenues  en  partant  des  équations  du  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface*,  il  suffira,  pour  les  en  déduire,  de 
supposer  nulle  la  force  provenant  de  la  surface.  On  les  in- 
tégrera après  avoir  remplacé  v'*  par  2  (p  (x,  j-,  z)  H-  C,  etX, 
Y,  Z  par  leurs  valeurs  données  en  fonction  de  a: ,  y,  z. 

Le  principe  de  la  moindre  action  donnerait  de  même  les 
équations  de  la  trajectoire  quand  le  point  est  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  surface  fixe. 

329.  Si  l'on  considère  un  point  libre  sollicité  vers  un 
centre  fixe  par  une  force  dépendante  seulement  de  la  dis- 
tance, la  courbe  est  plane  ,  et  l'on  peut  se  borner  à  deux 
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Dordonnées  x,  j^;  de  plus ,  Xcfa:  -f-  Yc?^  est  une  diffëren- 
elle  exacte ,  de  sorte  que  le  principe  de  la  moindre  action 
lieu  j  et  on  peut  l'appliquer  à  la  détermination  de  la  tra- 
îctoîre.  Mais,  dans  ce  cas,  il  sera  plus  simple  d'employer 
n  système  de  coordonnées  polaires  r,  0  en  prenant  pour 
51e  le  centre  d'action. 

Soit  (f  la  force  dirigée  vers  le  centre,  on  aura ,  en  suppo- 
Lnt  la  constante  renfermée  dans  l'intégrale  indéfinie, 

t  l'intégrale  qu'il  faudra  rendre  minimum  sera 

/  ^dr^-hr^dB'  sj-^iff^dr. 
aQ  calcul  des  variations  conduit  à  l'équation 

,  r^dOJ —  2  f9dr 
^'       ,  -Ji-I-    =  o, 

^dr^  -^  r'dQ^ 


►u 


s/ d'r'~-\- r' d  Q^      "" 

'  désignant  une  constante  arbitraire. 
On  tire  de  là 


ïtt 


'^=-Hr.+  vwJ- 


La  force  f  élant.donnée  en  fonction  de  r  ,  f<fdr  sera  une 
onction  connue  de  r,  et  l'on  aura  ainsi  l'équation  polaire 
ela  trajectoire,  que  nous  retrouverons  plus  tard  par  une 
utre  méthode. 
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CHAPITRE  IX. 

DES   FORCES   QUI    PEUVENT    PRODUIRE   LE   MOUVEMEN"^ 

RELATIF   d'un   POINT. 

330.  Le  problème  que  nous  nous  proposons  esl  celui-c^i; 

Étant  données  les  forces  et  les  dwerses  conditions  par 
lesquelles  est  déterminé  le  mom^ement  absolu  d'un  point 
matériel^  étant  donné  en  outre  le  moui^ement  absolu  d'un 
système  rigide  :  troui^er  'les  forces  et  les  dwerses  condi- 
tions qui  détermineraient  sur  ce  point  un  mouvement  ab- 
solu y  identique  à  son  moui^ement  relatif  au  système» 

Ainsi,  nous  voulons  faire  rentrer  la  considération  du  mou- 
vement relatif  dans  la  considération  plus  simple  du  mou- 
vement absolu  ^  et  nous  cherchons  comment  il  faut  modiOer 
les  données  du  mouvement  absolu  du  mobile  pour  que  le 
mouvement  absolu  qui  en  résultera  soit  identique  à  celui 
que  ce  point  a  par  rapport  au  système. 

Soient  AX ,  AY,  AZ  trois  axes  fixes  de  coordonnées,  et 
A'X',  A' Y',  A'Z'  trois  axes  liés  au  système,  et  auxquels 
nous  rapportons  les  positions  du  mobile  ;  de  sorte  que  son 
mouvement  absolu  est  déterminé  par  les  valeurs  successives 
de  a:,  y,  z*^  et  son  mouvement  relatif  au  système,  pries 
valeurs  de  a:',  j^',  z'. 

L'état  initial  donné,  tant  pour  le  point  que  pour  le  sys- 
tème, que  nous  réduirons  aux  axes  mêmes  X',  Y',  Z',  fera 
connaître  à  ce  même  instant  l'état  initial  relatif;  c'est-à-dire 

les  valeurs  de  j/,  r',  z',  — r  ?  -—  »  -r* 

'  «^  '      '   dt     dt      dt 

Ainsi  déjà  on  connaît  l'état  initial  du  point  dans  le  mou- 
vement absolu  qui  serait  identique  au  mouvement  relalii 
en  question.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  déterminer  la  force 
accélératrice  qui  doit  être  appliquée  à  chaque  instant  au 
point  dans  ce  mouvement  absolu. 
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Or  nous  savons  comment,  dans  tout  mouvement  absolu, 
]a  force  accélératrice  est  déterminée,  en  grandeur  et  en  di- 
rection, par  la  déviation.  En  appliquant  cette  règle  â  la 
déviation  relative  du  point,  qui  n'est  autre  chose  que  la 
déviation  dans  le  mouvement  absolu  que  nous  cherchons, 
nous  connaîtrons  la  force  qu'il  faudra  supposer  appliquée 
au  mobile  partant  d'un  état  initial  identique  à  son  état  ini- 
tial relatif,  pour  avoir  un  mouvement  absolu  identique  à 
son  mouvement  relatif.  Et  c'est  cette  force  que  nous  dési- 
gnerons sous  le  nom  àe  force  relatire.  Il  suffira  donc ,  pour 
avoir  la  solution  de  la  question  qui  nous  occupe,  de  se 
rappeler  la  décomposition  que  nous  avons  faite  précédem- 
ment, de  la  déviation  relative  (n^  243). 

Cette  décomposition  étant  faite  suivant  la  même  loi  que 
celle  des  forces ,  si  nous  représentions  la  force  par  la  dévia- 
tion ,  les  composantes  de  la  force  seraient  représentées  par 
celles  de  la  déviation.  Mais  ce  n'est  pas  par  la  déviation 
même  que  nous  mesurons  la  force  accélératrice ,  c'est  par 
Faccélération  du  mouvement  par  lequel  elle  est  censée  dé- 
crite ,  c'est-à-dire  par  le  quotient  de  cette  déviation  par 

— -,  0  désignant  l'intervalle  de  temps  correspondant  à  la  dé- 

viation.  Donc  on  aura  les  composantes  de  la  force  accélé- 

ratrice  relative  en  divisant  par  —  les  composantes  de  la 

déviation  relative.  On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

La  force  accélératrice  rclativ^e  est  la  résultante  de  trois 
autres  forces  accélératrices, 

La,  première  est  la  force  donnée  elle-même. 

La  deuxième  est  la  force  d'inertie  développée  par  le 
point  du  système,  qui  coïncide  ai^ec  le  mobile,  à  Vinstant 
que  Von  considère, 

La  troisième  a  pour  valeur  a  o)  ^'osinJ;  f'o  désignant 
la  vitesse  relatii^e  du  mobile,  o)  la  vitesse  angulaire  du 
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système  autour  de  son  axe  instantané  de  rotation  y  et  d 
V angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  relatit^e  auec 
l'axe  instantané.  La  direction  de  cette  troisième  force  est 
perpendiculaire  au  plan  mené  par  cet  axe  et  la  vitesse 
relatii^ey  et  dans  le  sens  contraire  au  mouv^ement  de  rota- 
tion :  en  d'autres  termes,  elle  est  Vaxe  de  la  rotation  quju' 
amènerait  la  direction  de  la  vitesse  relative  vers  celle  d^ 
Faxe  instantané  par  le  plus  court  chemin. 

Cette  décomposition  de  la  force  relative  est  due  à  M.  Co^ 
riolis ,  qui  a  nomxné  force  d'entraînement  la.  seconde  com.^ 
posante  changée  de  sens  •,  et  force  centrifuge  composée  la 
troisième  composante.  Le  mouvement  relatif  avait  été  con- 
sidéré d'abord  par  Newton  dans  le  cas  des  planètes ,  en 
supposant  aux  axes  mobiles  un  simple  mouvement  de  trans- 
lation.  Clairaut  avait  examiné  plus  tard  le  mouvement 
dans  un  plan ,  en  supposant  aux  axes  mobiles  un  mouve- 
ment quelconque  dans  ce  plan  ;  mais  il  avait  fait  une  omis- 
sion qui  a  été  corrigée  récemment  par  M.  Bertrand.  M.  Co- 
rîolis  est  le  premier  qui  ait  donné  Texpression  générale  des 
forces  fictives  dont  TintroductiQu  ramène  le  mouvement  re- 
latif à  un  mouvement  absolu. 

331 .  Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ces  forces  fictives 
n'étant  pas  données ,  et  dépendant  du  mouvement  relatif 
même,  par  les  quantités  t^o  et  cî,  rendent  le  problème  extrê- 
mement compliqué.  Celte  décomposition  de  la  force  rela- 
tive ,  qui  peut  être  fort  utile  dans  diverses  questions,  n'est 
autre  chose  qu'une  interprétation  des  équations  différen- 
tielles que  Ton  établirait  immédiatement  pour  procéder 
la  recherche  des  équations  du  mouvement  relatif:  cV 
même  ainsi  que  M.  Corîolis  est  parvenu  à  l'expression  ' 
composantes  de  la  force  relative.  Et  dans  le  cas  où,  pa 
nature  des  données,  le  mouvement  absolu  du  point  pou; 
être  complètement  déterminé  ,  il  ne  faudrait  pas  emp! 
la  force  relative,  mais  déterminer  le  mouvement  ab 
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OU  serait  alors  ramené  à  une  combinaison  de  mouvements 
connus ,  ce  qui  rentrerait  dans  les  questions  traitées  dans 
le  second  livre.  Dans  les  cas  les  plus  compliqués,  le  système 
des  équations  à  traiter  se  compose  des  trois  équations  du 
mouvement  absolu  du  point ,  et  d'une  ou  deux  équations  de 
condition  où  peuvent  entrer  les  coordonnées  absolues  xy  z, 
les  coordonnées  relatives  x' y'  z\  et  d'autres  quantités  dé- 
pendantes du  mouvement  de  système  :  on  a  en  outre  les 
équations  qui  lient  les  coordonnées  dans  les  deux  systèmes, 
et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  données  du  temps. 

Si  le  point  est  libre,  ou  si  les  équations  de  liaison  ne 
dépendent  que  de  x^y^  r,  le  mouvement  absolu  peut  être 
déterminé  séparément*,  mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque 
ces  équations  dépendent  du  mouvement  du  système  ^  comme 
cela  arrive  presque  toujours. 

332.  Cas  particulier  ou  le  système  n'a  quun  moui^cment 
de  translation.  —  Lorsque  le  système  des  axes  mobiles  est 
animé  d'un  simple  mouvement  de  translation,  en  vertu  du- 
quel tous  les  points  ont  des  vitesses  égales  et  parallèles,  va- 
riables suivant  une  loi  quelconque,  et  décrivent  des  courbes 
identiques  quelconques^  la  vitesse  angulaire  ot)  devient  nulle 
et  la  troisième  composante  de  la  force  relative  disparait.  La 
proposition  générale  se  réduit  alors  à  la  suivante  : 

Lorsque  les  axes  mobiles  restent  constamment  parais 
lèles  à  eux-mêmes ,  la  force  accélératrice  relative  est  la 
résultante  de  la  force  accélératrice  donnée  et  d'une  Jorce 
égale  et  de  sens  contraire  à  celle  qui  déterminerait  le  mou- 
vement d'un  quelconque  des  points  du  système. 

Ce  cas  particulier  est  celui  auquel  on  se  borne  ordi- 
nairement dans  les  Traités  élémentaires  de  mécanique;  il 
suffit  au  calcul  du  mouvement  relatif  des  planètes.  Cette 
dernière  proposition  peut  être  immédiatement  établie  sans 
recourir  à  la  proposition  générale  dont  nous  l'avons  déduite  ; 
il  suffirait  de  suivre,  en  partant  des  données  de  ce  cas 
I.  27 
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autres*,  et,  si  on  la  néglige  dans  une  première  approxima- 
tion, on  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Le  moui^ement  apparent  d'un  point  à  la  surface  de  la 
terre  peut  être  calculé  en  supposant  la  terre  immobile,  et 
joignant  la  force  centrifuge  à  celles  qui  agissent  effectii^e- 
ment  sur  ce  point. 

Si  l'attraction  de  la  terre  est  la  seule  force  agissant  sur 
le  point,  on  retombe  sur  le  résultat  déjà  obtenu  dans  le 
calcul  de  la  force  qui  sollicite  les  corps  à  l'état  de  repos ,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre. 

La  composante  que  nous  avons  négligée  produit  des  per- 
turbations dont  nous  ne  parlerons  pas  ici.  G* est  elle  qui 
produit  le  phénomène ,  observé  depuis  longtemps ,  de  la  dé- 
viation des  corps  vers  Fest,  quand  on  les  abandonne  sans 
vitesse  à  l'action  de  la  pesanteur.  C'est  encore  elle  qui  pro- 
duit le  mouvement  du  plan  d'oscillation  du  pendule,  mou- 
vement que  Poisson  avait  pensé  devoir  être  insensible ^  à 
cause  de  la  petitesse  de  cette  force ,  mais  que  les  belles  ex- 
périences de  M.  Foucault  nous  ont  fait  connaître. 

334.  Remarque  générale, —  Le  mouvement  relatif  coïn- 
cidant avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel  Tétat  initial 
serait  le  même  que  Fétat  relatif  initial,  et  dans  lequel  la 
force  serait  la  résultante  de  la  force  donnée  et  des  deux 
forces  fictives,  c'est-à-dire  la  force  relative 5  il  s'ensuit  que 
toutes  les  propositions  démontrées  dans  le  mouvement  ab- 
solu d'un  point  libre  subsisteront  dans  le  mouvement  relatif 
en  y  considérant  le  point  comme  soumis  à  l'action  de  la 
force  relative.  Nous  allons  en  donner  quelques  exemples. 

335.  Principe  des  aires  dans  le  mouvement  relatif,  — 
La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  donne  immé- 
diatement les  conséquences  suivantes  : 

Lorsque  la  force  relatii^e  d'un  mobile  passe  constam- 
ment par  un  même  point  du  système  en  moui^ement,  la. 

27. 
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trajectoire  relatwe  du  mobile  est  plane,  et  le  rayon  vec- 
teur, mené  du  point  constant  au  mobile^  décrit  des  aires 
relatii^es  propoHionnelles  aux  temps  correspondants. 

Et  réciproquement  : 

Si  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point  constant  du  sys^ 
tème  au  mobile,  décrit  des  aires  dont  les  projections  sur 
trois  plans  rectangulaires  liés  au  système  croissent  pro- 
portionnellement aux  temps ^  ou,  en  d^ autres  termes,  si  la 
trajectoire  relatii^e  d'un  mobile  est  plane  et  que  les  aires 
décrites  par  son  rayon  vecteur,  partant  d*un  point  con- 
stant de  ce  plan,  croissent  proportionnellement  au  temps , 
la  force  relative  qui  agit  sur  le  mobile  passe  à  chaque  in- 
stant par  ce  point  constant. 

336.  Equation  des  forces  vii^es  dans  le  moui^ement  re- 
latif d'un  point  libre.  —  En  considérant  le  mouvement  ab- 
solu qui  est  identique  au  mouvement  relatif  du  mobile,  la 
moitié  de  l'accroissement  de  la  force  vive  dans  ce  mouve- 
ment, pendant  un  temps  infiniment  petit,  sera  égal  au  tra- 
vail des  forces  pendant  ce  même  temps.  Donc,  en  intro- 
duisant les  dénominations  du  mouvement  relatif,  le  travail 
élémentaire  de  la  force  relative  est  égal  à  la  moitié  de  la 
force  vive  relative,  correspondante  au  même  temps.  Or  le 
travail  d'une  force  est  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ses  com- 
posantes, et  le  travail  relatif  de  la  troisième  composante  de 
la  force  relative  est  nul ,  puisque  cette  force  est  perpendi- 
culaire à  la  vitesse  relative,  et,  par  conséquent,  à  la  tra- 
jectoire relative.  On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Dans  le  mouvement  relatif  d'un  point  libre,  la  moitié 
de  l'accroissement  de  la  force  viv^e,  dans  un  inten^alle 
infiniment  petit,  est  égale  au  trav^ail  correspondant  de  la 
force  réelle,  plus  au  trai^ail  de  la  force  d'inertie  que  pro' 
duirait  le  point  s'il  était  lié  au  système  à  l'instant  que 
l'on  considère, 

337.  Du  mouvement  relatif  d'un  point  qui  n'est  pas 
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libre.  —  Cousidérous  maintenant  le  cas  où  le  mobile  dont 
on  cherche  le  mouvement  relatif,  ne  serait  pas  entièrement 
Iil>re.  Il  peut  être  lié  par  une  ou  par  deux  équations ,  et  ces 
écjuations  peuvent  renfermer  d'une  manière  quelconque  le 
temps  ainsi  que  les  coordonnées  absolues  et  relatives  du 
point.  Gomme  les  équations  de  transformation  des  coordon- 
nées permettent  d'exprimer  les  unes  au  moyen  des  autres, 
on  peut  supposer  que  ces  équations  ne  renferment  que  le 
temps  et  les  coordonnées  relatives,  par  exemple.  Le  point 
se  trouve  ainsi  assujetti ,  par  chaque  équation ,  à  rester  sur 
une  surface  variable  avec  le  temps,  et  donnée  à  chaque  in- 
stant de  forme  et  de  position  par  rapport  au  système  des 
axes  mobiles. 

Cette  surface  produit  à  éhaque  instant  une  force  nor- 
naale,  et,  si  on  la  joignait  aux  forces  qui  agissent  sur  le 
point,  on  pourrait  supprimer  la  surface;  et,  s'il  n'existait 
que  celte  seule  liaison,  le  point  pourrait  alors  être  consi- 
déré comme  entièrement  libre,  et  l'on  rentrerait  dans  le 
premier  cas.  D'où  résulte  cette  proposition  : 

JLorsque  le  mobile  est  assujetti  à.  rester  sur  une  surface 
darinée,  ^variable  de  forme  et  de  position^  la  force  re- 
^tive  se  déterminera  comme  dans  le  cas  d'un  point  libre, 
faurvu  que  Von  joigne  à  la  force  donnée  une  force  in- 
^terminée,  normale  à  la  surface,  au  point  où  se  trouvée 
fe  rnobile  et  à  Finstant  que  Fon  considère. 

'Si^  au  lieu  d!une  seule  surface^  on  en  aidait  deux  y  on 

^^rait  de  même  pour  la  seconde,  et  Von  aurait  une  se^ 

^ortde  force  indéterminée,  nçrmale  à  la  seconde  surface. 

^^•s  deux  forces  se  composeraient  en  une  seule  indéter^ 

^^^lée  en  grandeur^  et  assujettie  à  se  trouver  dans  le 

P^n  normal  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Ou  voit  que,  dans  le  cas  où  le  point  est  lié  par  une  seule 

^^ation ,  il  s'introduit  par  cela  même  une  nouvelle  quan- 

'^^  inconnue,  mais  il  s'ajoute  en  même  temps  une  équa- 


s^ 
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tion  connue  entre  les  coordonnées  et  le  temps.  Si  le 
est  lié  par  deux  équations ,  il  sMntroduit  en  même 
deux  inconnues  ^  de  sorte  que  le  nombre  des  inconni 
toujours  égal  au  nombre  des  équations. 

D'après  la  remarque  générale  que  nous  avons  faitêj 
l'extension  au  mouvement  relatif,  des  propositions  d^ 
trées  dans  le  mouvement  absolu ,  il  est  presque  inul 
dire  que  Féquation  des  forces  vives  relatives  aura  lieu 
que  le  point  sera  assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou 
courbe  de  forme  constante ,  et  liée  invariablement  aa^ 
tème  des  axes  mobiles.  Et,  en  effet,  la  force  qu'elle  pi 
étant  normale  à  la  trajectoire  relative  du  mobile,  doi 
travail  élémentaire  égal  à  zéro. 

Nous  avons  terminé  Texposition  des  pAicipes  gén^ 
qui  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point.  Nous 
rons  quelques  applications  importantes  dans  le  livre 
vant. 
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CHAPITRE  X. 

MOUVEMENT    AUTOUR    d'UN    CENTRE    D'aCTIÔN^ 

FIXE  OU   MORILE. 

1.  Considérons  d'abord  un  point  matériel  libre. sollicité 
par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un  point  fixe,  et 
dont  l'intensité  lue  dépend  que  de  la  distance  à  ce  centre 
d^action..  Noiis  savons  que  le  mouvement  aura  lieu  dans  le 
plan  qui  contient  la  direction  de  la  vitesse  initiale  et  le 
point  fixe.  Prenons  ce  point  pour  origine  de  coordonnées 
rectangulaires  x,  y  situées  dans  ce  plan  5  désignons  par  r 
la  distance  d'un  point  quelconque  à  l'origine  ;  par  6  Tangle 
de  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  x  positifs,  et  par  y  Tin- 
tenfiité  de  la  force  accélératrice.  Les  cosinus  des  angles  que 

sa  direction  fait  avec  les  axes  seront  respectivement 9 

—  —  si  la  force  est  attractive:  et  -?  -  si  elle  est  répulsive^ 

r  ^       r     r  ^ 

Les  composantes  de  la  force  seront,  dans  le  premier  cas, 
n.  « 
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—  9  ->  —  9  -  ;  et,  dans  le  second,  9  -?  ç  -  :  nos  formule» 

se  rapporteront  au  premier  cas,  et  il  suffirait  d'y  changer 
le  signe  de  9  pour  passer  au  second. 

Les  équations  générales  du  mouvement  du  point  seront 

d"^  X  X       d^y  y 

Le  principe  des  aires  donnera 
(i)  r^d^^cdt, 

c  désignant  une  constante  arbitraire  qui  se  déterminera  fa- 
cilement par  les  données  de  l'état  initial. 

En  effet ^  les  composantes  de  la  vitesse,  suivant  la  direc-» 
tion  du  rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  à  cette  direction^ 

sont  respectivement  —  et  -j—  Mais  si  Ton  désigne  par  a 

l'angle  formé  par  la  direction  de  la  vitesse  initiale  avec  celle 
de  la  droite  menée  de  la  position  initiale  du  point  vers  k 
pôle,  et  par  i^o  1^  vitesse  initiale,  on  aura  (^^  sin  a  pour  va- 
leur de  la  composante  initiale  dont  la  valeur  générale  est 

rdB  .        ,        I        I        ...i,e/0      .  p,  sinoc 

— r-  ;  on  connaîtra  donc  la  valeur  initiale  de  -z-  qui  sera • 

di^  dt^r. 

En  la  reportant ,  ainsi  que  la  valeur  initiale  de  r  que  nous 

désignons  par  r^ ,  dans  Téquation 

r^d^  =  cdty 
on  obtient 

c  =  r,p,  sin  a. 

Le  principe  des  forces  vives  conduira  à  Téquation  suivaote  : 

ds^  r 

—  =  -2/Trfr  =  P^ 

cette  intégrale  indéfinie  renferme  une  nouvelle  constante 
arbitraire  qui  sera  déterminée  par  les  valeurs  initiales  der 
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\ei  r.  Oh  trouvera  ainsi 

(2)  f;^  =  p5  — 2    /     <prfr. 


Remplaçant  ds^  pAr  dfr*  4-  r*  c?ô*j  l'avant-dernière  équa- 
tion devient 

rfr'4-r»JS»  -    ^ 
; =  —  2  /  <p  ar. 

Eliminant  dt  au  moyen  de  Téquation  (i),  on  obtiendra 
tine  équation  entre  r  et  6  qui  sera  celle  de  la  trajectoire  \ 
vient  ainsi 


(3) 


J,rf.=-f(i  +  l^'j  =  -î'[l-f-(-^jJ. 


2.  Lorsque  la  force  ç  àera  connue  en  fonction  de  r^  Vé^ 
i^ation  (3)  déterminera  la  trajectoire. 

Lorsqu'au  contraire  la  trajectoire  sera  connue,  et  que 
là  force  f  sera  inconnue,  il  suffira  de  difTérentier  Féqua- 
tion  (3)  par  rapport  à  r,  pour  connaître  ç.  On  trouve 
ainsi ,  en  effectuant  généralement  cette  diflférehtiation , 


(4) 

Le  second  membre  se  ftumiera  en  faisant  Usage  de  Téqua- 
tiôn  de  la  trajectoire^  mais  il  sera  quelquefois  plus  com- 
mode d'employer  à  cet  effet  la  formule  (3) ,  et  de  n'opérer 
la  différentiatîon  qu'à  la  fin  i 

Dans  tom  les  cas,  l'équation  de  Ja  trajectoire  étant  con*- 

nue,  on  en  tirera  Tune  des  deux  coordonnées  en  fonction 

de  Tautre,  et,  par  suite,  Téquation  (i)  fera  connaître  t  en 

fonction  de  r  ou  de  6,  et  réciproquement.  Le  problème  sera 

donc  complètement  résolu ,  puisq[u^on  aura  Fexpression  des 

coordonnées  du  mobile  en  fonction  du  temps. 

I. 
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3.  L'ëquation  (i)  prend  une  forme  remarquable  quand  oti 
j  introduit  lâ  perpendiculaire  p  abaissée  de  Forigine  sur 
la  tangente  à  la  trajectoire.  En  effet,  les  «triangles  seBE^ 
blables  donnent 

di  r  ,        r^dO 

—77  =  -7     oa     ds= j 

rdB       p  p 

d'où  Ton  tire,  en  faisant  usage  de  Téquation  (1) , 

ds  c 

ce  qui  donne  d'abord  cette  conséquence  remarquable  quéy 
dans  tout  mouvement  produit  par  une  force  passant  parus 
point  fixe,  la  vitesse  en  un  point  quelconque  de  la  trajeii- 
loîre  est  en  raison  inverse  de  la  distance  ^u  point  fixe  à  la 
tangente. 

Substituant  cette  valeur  de  u  dans  Féquatîon  (a),  elle 
devient 

(5)  ^="1-^    ft^r. 

C'est  Téquation  de  la  trajectoire  dans  un  système  particu- 
lier de  coordonnées. 

4.  Supposons,  en  second  Heu,  que  le  centre  d^action 
s(Ht  nK>bi]c.  Nous  avons  démontré  ^  dans  la  première  partie 
du  cours,  que  toutes  les  propriétés  du  mouvement  absolu 
subsistaient  pour  le  mouvement  relatif,  en  substituant  par- 
tout aux  quantités  absolues  les  quantités  relatives.  Les  for- 
mules précédentes  subsistent  donc  en  considérant  x  e\  y 
comme  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  des  axes 
passant  constamment  par  le  centre  mobile,  et  se  mouvant 
parallèlement  à  eux-mêmes;  r  comme  la  longueur  de  la 
droite  qui  joint  à  chaque  instant  ce  centre  au  point  maté- 


riel  ]  0  comme  Tangle  que  cette  droite  fait  avec  Taxe  dès  x  ; 
et  enfin  <f  comme  la  force  accélçratrice  relative  du  point 
matériel ,  c^est-à-dire  comme  la  résultante  de  la  force  accé- 
lératrice absolue  qui  y  est  appliquée,  composée  avec  nne 
force  égale  parallèle  et  de  sens  contraire  à  celle  qui  détermi- 
nerait un  mouvement  Identique  à  celui  du  centre  mobile. 
Nous  allons  donner  qudques  exemples  dies  formules  qui 
viennent  d'être  établies, 

5.  Premier  exemple.  —  Un  point  décrii>ant  une  ellipse 
par  Vactîon  cTune  force  dirigée  vers  son  centre^  tromper 
l'expression  de  celte  force. 

Il  est  facile  de  reconnaitre  d'abord  que  toutes  les  condi- 
tions de  la  question  sont  compatibles.  Car  on  peut  toujours 
obliger  un  point  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  quelconque!, 
et  de  telle  manière  que  les  aires  décrites  par  le  rayon  vec- 
teur mené  d'un  point  fixe  quelconque  au  point  mobile 
«oient  proportionnelles  au  temps.  On  peut  donc  toujours 
supposer  qu'un  point  mobile  décrit  une  courbe  donnée 
quelconque ,  par  Faction  d'une  force  dont  la  direction  passe 
par  un  point  fixe  quelconque.       , 

Cela  posé,  soient  ia^  26  le  grand  et  le  petit  axe  de  celle 
ellipse.  Prenons  son  centre  pour  pôle  et  comptons  les  an- 
gles à  partir  du  grand  axe;  Téquation  de  cette  courbe  sera 

/i\*       a' sin' ô  +  ^' ces' 0        i        <?' —  ^»      .  ,^ 
^    ^      \r)  a}b^  a^  a}b^  ' 

A'0k^  en  différentiant, 

I       /•      ^' .—  ^2 
iù)  — — -  =  — -=-—  sin  B  cos^. 

Si  nous  exprimons  le  second  membre  en  fonction  de  r  au 
inoyen  de  l'équation  (a),  nous  tirerons  de  Tcquation  {b). 
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-jr-  en  fonction  de  r;  et  en  le  reportant  dans  la  formule  gé- 

liérale  (3),  nous  aurons  la  valeur  de  f(fdr,  et,  par  suite, 
la  valeur  de  f  en  fonction  de  r. 
Or  l'équation  (a)  donnç 

^^°^^  =  (^hr^'     et,  par  suite,     cos'e=-i— ^, 
L'equatioji  (6)  donne,  en  subi3tituant  ces  valeurs, 


(«»— r^)(r»_A») 


a^b 


2  «3 


{In  reportant  cette  expression  dans  la  formule   (3)^  oq 
prouve 

çt,  en  différentis^ut  par  rapport  à  r, 


• 


Ainsi,  dans  ce  n].ouvement,  la  forcç  émanant  du  centi*Q 
sera  proportionnelle  à  la  distance  au  centre ,  et  elle  sera  at-. 
tractive ,  puisque  la  valeur  trouvée  pour  y  esft  positive. 

D'après  le  principe  des  a,ires ,  le  point  mettra  toujours  le 
^ème  temps  à  paçcouriç  Tellipse  entière,  à  partir  d'mie 
^elconque  de  $es  positions.  Désignons  ce  temps  par  T. 
C^omme  la.  constante  c  représente  le  double  de  Taire  dé- 
crite par  le  rayon  vecteur  dans  F  uni  té  de  temps,  {  cT  sera 
l'aire  totale  de  Pellipse ,  et  l'on  aura 

^cj  =  7^ab,     d'où     T  = 
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Si  Ton  veut  introduire  la  durée  de  la  révolution  dans  Tex- 
preiision  de  la  force ,  on  obtiendra 

Si ,  au  lieu  d'une  ellipse,  on  avait  considéré  une  hyperbole, 
on  aurait  trouvé  une  force  répulsive  agissant  suivant  une 
loi  semblable.  . 

6.  Réciproquement,  —  Si  un  point  est  attiré  vers  un 
centre  fixe  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance,  il 
décrira  une  ellipse  dont  ce  point  fixe  sera  le  centre. 

En  effet,  concevons  une  ellipse  qui  ait  pour  centre  le 
point  fixe,  qui  passe  par  la  position  initiale  du  mobile  et 
soit  tangente  à  la  direction  de  sa  vitesse  initiale.  Ajoutons 
enfin ,  pour  déterminer  complètement  la  courbe ,  cette  der- 
nière condition  que,  dans  la  position  initiale,  la  force  at- 
tractive donnée,  estimée  suivant  la  normale,  ou  la  force 
centripète,  soit  égale  au  carré  de  la  vitesse  initiale  qui  est 
donnée,  divisé  par  le  rayon  de  courbure  en  ce  même  point. 
Ce  rayon  sera  ainsi  connu ,  et  Ton  aura  assez  de  conditions 
pour  que  Tellipse  soit  déterminée. 

Cela  posé,  si  l'on  oblige,  d'une  manière  quelconque,  le 
point  partant  de  son  état  initial,  à  se  mouvoir  sur  cette  el- 
lipse, de  telle  sorte  que  les  aires  décrites  par  le  rayon  vec- 
teur mené  du  centre ,  soient  proportionnelles  au  temps ,.  la 
discussion  précédente  prouve  qu'il  sera  sollicité  par  une 
force  dirigée  vers  le  centre,  et  proportionnelle  à  la  distance. 
Mais  cette  force  ne  sera  autre  que  la  proposée.  En  cfTct,  elle 
est  dirigée  vers  le  même  point,  elle  suit  la  même  loi ,  et  elle 
a  la  même  valeur  au  point  de  départ,  puisqu'on  a  déterminé 
le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  par  cette  condition .  Celte  el- 
lipse sera  donc  décrite  en  vertu  de  la  force  donnée.  Et,  par 
conséquent,  une  force  qui  attire  un  mobile  vers  un  centre 
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fixe  proportionnellement  à  la  distance  à  ce  point,  fait  dé-e 
crîre  une  ellipse  dont  ce  point  est  le  centre. 

Ce  mouvement  présente  une  particularité  qui  mérite 
d'être  remarquée* 

Nous  ayons  reconnu  dans  le  problème  précédent  que  \s^ 
force  Q>  se  trouvait  exprimée  par  Ja  formule  suivante  au 
moyen  de  la  durée  T  de  la  révolution  entière  : 

tù  •      •  •  — » 

T      ►       lya    • 

Si  Ton  désigne  par  [x  sa  valeur  à  Tunité  de  distancé,  oD 
aura 

i  Vf» 

V 

Ce  qui  montre  que  la  durée  de  la  révolution  est  indépen-r 
çlante  de$  circonstances  initiales  qui  déterminent  Fellipse 
particulière^  elle  ne  varierait  qu'avec  la  constante  fx  qui 
mesure  Tintensité  de  la  force  attractive  à  l'unité  de  dis- 
tance. 

7.  Solution  analytique  de  cette  seconde  question.  — r 
traitons  maintenant  par  l'analyse  cette  question  récipro- 
que, et  proposons-tiaus  de  trouver  la  courbe  que  décrit  un 
point  attiré  ou  repoussé  par  un  centre  fixe  proportionnel- 
lement à  la  distance  à  ce  centre. 

On  a,  dans  ce  cas,  ^  =  fzr,  f/  étant  positif  dans  le  cas  de 
l'attraction ,  et  négatif  dans  le  cas  de  la  répulsion  :  l'équa- 
tion (3)  donne,  en  représentant  par  c'  une  constante  arbi- 
traire, qui  ser^  déterminée  par  l'état  initial. 


rffl     V 
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çn  posant  (  - 1   =  z,  on  tire 

d'où ,  en  intégrant  et  désignant  par  a  une  constante  arbi* 
traire  qui  résultera  des  valeurs  initiales  de  r  et  d, 

rfc  2  (ô  — *  a)  =  arc  ce» 


Si ,  pour  plus  de  simplicité ,  on  compte  les  angles  à  partir 
de  la  direction  qui  fait  l'angle  oc  avec  Taxe  primitif,  il 
faudra  remplacer  0  —  a  par  0,  et  Téquation  précédente 
Revient,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  qciembres, 

=rcosaO, 


V/' 


'■-f. 


4'où 

z  =  c'—  t/c"—  4  (cos'9  —  sin' e)  =  ~. 
Multipliant  paj:  r*,  il  vient 


ou 

(^+ V^^"-S)  y'+{^-  s/^'"-^)  ''=  •' 

Or,  si  pi  est  positif,  les  coeiBcients  de  a:*  et  y*  sont  de 
même  signe,  et  la  trajectoire  est  une  ellipse  ayant  pour 
centre  le  point  fixe,  comme  nous  Tavions  démontré  syn- 
^hétiquement.  Si  f*  est  négatif,  c'est-à-dire  si  la  force  est 
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répulsive,  les  coefficients  sont  de  signes  contraires,  et  la 
courbe  est  une  hyperbole  ayant  encore  le  point  fixe  pour 
centre» 

Dans  ce  dernier  cas  le  mouvement  n^est  pas  révolutif ,  et 
le  point  reste  évidemment  sur  la  même  branche  de  i^hy- 
perbole. 

8.  La  question  que  nous  venons  de  traiter  présente  une 
circonstance  dont  on  peut  profiter  pour  obtenir  directe^ 
ment  les  valeurs  des  coordonnées  x  et  j^  en  fonction  de  t\ 
ce  qui  donne  la  solution  la  plus  complète  de  la  question, 
puisque  Ton  connaît  alors  la  position  du  mobile  à  chaque 
instant,  et  que  tous  les  autres  éléments  du  mouvement 
en  dérivent  immédiatement.  Les  équations  générales  du 
mouvement  d'un  point  deviennent,  en  supposant  f  z^fxr, 

Les  variables  x  et  jr  étant  séparées,  on  peut  int^rer 
chacune  de  ces  équations,  et  Ton  connaîtra  x  et  j^  en  fonc'» 
tion  de  t.  On  trouve  d'abord,  en  supposant  /x  positif, 

a:  =  A  sin  f .  \/p  -4-  B  cos  /.  v^f*, 
y  =  A'sin  r .  y^  -h  B'  cos  t,  s^^- 

Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  qui  joint  l'origine  à  la 
position  initiale  du  point  :  désignons  par  r^  la  longueur 
dfe  cette  ligne,  par  Vç^  la  vitesse  initiale,  par  a  l'angle 
formé  par  la  direction  de  cette  vitesse  et  celle  de  la  droite 
pienée  de  la  position  initiale  vers  l'origine.  Enfin ,  pre- 
nons l'axe  des  j-  du  même  côté  de  l'axe  des  x  que  la  direc- 
tion initiale  de  la  vitesse.  On  devra  avoir  pour  f  =  o  les 
conditions 

dy  dx 

y  =  o,     xz=r,^     -T-  =  i'eSina,     —  =  — r,cosa. 

«*  at 
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1^65  quatre  coefficients  A ,  B,  A',  B'  seront  déterminés  par 
là)  et  l'on  aura,  par  suite , 

_       <^»cosa   ^ 


Co  sin  a 


in.r  y^. 


sin 


Ces  équations  renferment  la  solution  complète  du  pro- 
blème. Elles  donnent  pour  a:  et  j^  des  valeurs  pério- 
diques |  et  la  durée  de  I4  période  est  pour  l'une  et  l'autre 


air 


=:9  comme  nous  Pavions  déjà  trouvé. 
Vf* 

En  éliminant  t  entre  elles ,  on  trouve 

(xsina  4-^cosût)'  -+-  '-~^*  =  rj  sin'a. 

Ainsi,  lorsque  |x  est  positif,  c'est-à-dire  quand  la  force  est 
attractive,  la  courbe  décrite  est  une  ellipse  dont  le  point 
fixe  est  le  centre.  Cette  ellipse  se  réduirait  à  un  cercle  si 
l'on  avait 

Si  (x  est  négatif,  ç'est-rà-dire  si  la  force  est  répulsive ,  les 
sinus  et  co.sinus  sont  remplacés  par  des  exponentielles; 
mais  on  peut  se  servir  di|  calcul  qui  vient  d'être  fait,  et 
opérer  la  transformation  dans  les  résultats.  L'équation  de 
|a  trajectoire  deyieut,  par  le  changement  de  signe  de  /x^ 
celle  d^une  hyperbole  ayant  le  même  centre,  et  les  valeur^ 
^e  X  e%y  prennent  la  forme  suivante  : 

(rb ^0  cos  a\    t\fii.       (n       <^gCOSa\    — «^ 


_  <^o  sin  g  f  t>fjt. 

2V^  V 
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Elles  ne  deviennent  infinies  que  lorsque  t  lui-même  le 
devient;  ainsi  le  point  mettrait  un  temps  infini  à  paroourir 
la  branche  d^  hyperbole  sur  laquelle  il  se  trouve  au  com- 
mencement du  mouvement. 

9.  Deuxième  exemple.  —  Un  point  matériel  décrivHint 
une  section  conique  par  V action  d^une  force  dont  la 
direction  passe  constamment  par  un  foyer  de  cette 
courbe i   trousser  l'expression  de  cette  force. 

Quelle  que  soit  cette  section  conique,  son  équation 
polaire  peut  être  mise,  comme  on  sait,  sous  la  forme 

r  = 1—, 

I  +  e  cos  0 

p  désignant  le  demi-paramètre,  e  Texcentricité ;  un  foyer 
de  la  courbe  étant  pris  pour  pôle,  et  les  angles  6  étant 
comptés  à  partir  de  Taxe  du  côté ,  du  sommet  le  plus  voisin» 
La  courbe  sera  une  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole^ 
suivant  qu'on  aura 

L'équation  de  la  courbe  donne 


d'où 


I I 

7  —  p 

-h 

^005  0 
' » 

P 

d.l 

r 

e  sifi  9 

d^  p 

Si  Ton  veut,  comme  dans  Pexemple  précédent,  faire  usage 
de  la  formule  (3),  on  y  reportera  cette  expression,  dans 
laquelle  on  remplacera  d'abord  siu  6  par  sa  valeur  en  r<, 
tirée  de  Téquation  de  la  courbe,  et  Ton  trouvera  ainsi 

ftfdr  = h  — r— J 

"^  ^  pr  2/?^ 
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d'au 


c^ 


Ce  qui  apprend  d^ abord  que  la  force  est  aitractive  vers  le 
foyer,  puisque  la  valeur  de  9  est  positive;  et  ensuite  que 
son  intensité  varie  en  raison  inverse  dtr  carré  de  la  distance 
à  ce  point. 

Il  aurait  été  plus  sinifple,  dans  le  cas  actuel,  de  faire 
usage  de  la  formule  (4).  En  effet,  Téquation  de  la  courbe 
donne  immédiatement 

r  e  ces  Q 

et^  reportant  dans  l'équation  (4))  on  obtient 

Nous  ne  développerons  pas  ici  cette  question ,  qui  se  repro- 
duira bientôt  à  l'occasion  du  mouvement  des  planètes. 

10.  Réciproque,  —  Cherchons  maintenant  toutes  les 
courbes  que  pourrait  décrire  un  point  attiré  vers  un  centre 
fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Nous  nous  bornerons  pdur  le  moment  à  donner  une  so- 
lution synthétique  de  cette  question. 

Nous  concevrons  une  section  conique  dont  le  point  fixe 
serait  un  foyer,  qui  passerait  par  la  position  initiale  du 
point,  et  serait  tangente  à  la  direction  de  la  vitesse  initiale 
et  du  même  côté  que  le  point  fixe  ;  enfiti  nous  achèverons 
de  la  déterminer  en  ajoutant  la  condition  que  le  carré  de 
la  vitesse  initiale  divisé  par  le  rayon  de  courbure  au  point 
de  départ  soit  égal  à  la  force  connue  qui  agit  en  ce  point, 
estimée  suivant  la  normale. 

Cette  dernière  condition  fait  connaître  le  rayon  de  0Viv^ 
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bure,  et  la  section  conique  est  complètement  déterminée  ei 
unique.  Nous  verrons  tout  à  Theure  comment  on  peut  la 
construire  avec  ces  données  et  reconnaître  son  espèce. 

Cela  posé,  imaginons  un  point  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  cette  courbe  avec  la  même  vitesse  initiale  que  le  point 
en  question,  et  de  telle  manière  que  son  rayon  vecteur 
partant  du  point  fixe  décrive  des  aires  proportionnelles  au 
temps.  D'après  la  proposition  précédente,  la  force  qui  a^ra 
sur  ce  point  sera  dirigée  vers  le  point  fixe,  et  son  int^isité 
sera  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  de  plus,  il 
partira  de  la  même  position  que  le  point  proposé,  et  sa 
vitesse  initiale  sera  la  même  en  grandeur  et  en  direction; 
enfin  Tintensité  de  la  force  dirigée  vers  le  point  fixe  sera 
la  même  au  point  de  départ;  car  sa  composante  suivant  la 
normale  commune  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  commune 
divisé  par  le  rayon  de  courbure  qui  est  -le  même.  Donc  la 
force  à  laquelle  sera  dû  le  mouvement  sur  cette  section 
conique  sera  identique  avec  celle  qui  est  donnée.  Et  comme^ 
en  vertu  de  cette  force,  le  point  en  question,  assujetti  aux 
conditions  initiales  données,  a  son  mouvement  complète^ 
ment  déterminé,  ce  mouvement  ne  peut  différer  de  celui 
qui  a  lieu  sur  cette  section  conique. 

Ainsi ,  un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  en  raison  iti' 
verse  du  carré  de  la  distance  se  meut  nécessairement  sur 
une  section  conique  dont  ce  centre  est  un  foyer, 

11 .  Il  reste  à  déterminer  cette  courbe  d*après  les  données^ 
qui  sont  le  foyer  de  la  courbe ,  ou  de  la  branche  de  courbe 
s'il  s'agit  d'une  hyperbole,  un  point  et  la  tangente,  ainsi 
que  le  rayon  de  courbure  en  ce  point;  ce  rayon  de  cour- 
bure devant  être  situé  du  même  côté  de  la  tangente  que  le 
foyer. 

Soient  F  (fig*  i)  le  foyer,  M  le  point  donné,  PQ  la  tan- 
gent, et  O  le  centre  de  courbure.  On  sait  qu'en  abaissant 
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de  O  une  perpendiculaire  OH  sur  MF,  puis  une  seconde 
•  de  H  sur  la  normale ,  le  pied  K  de  cette  dernière  appar- 
tient à  Taxe  principal  qui  contient  le  foyer.  Joignant  donc 
FK,  on  aura  la  direction  de  cet  axe;  et  le  second  foyer 
sera  donné  par  la  rencontre  de  cette  droite  avec  la  droite 
MN,  menée  par  le  point  M  sous  un  angle  PMN,  égal  à 
FMQ.  Si  la  rencontre  a  lieu  du  côté  de  QP  où  se  trouve  le 
foyer  F,  la  courbe  sera  une  ellipse  ;  elle  sera  une  parabole 
si  MN  est  parallèle  k  FK,.et  une  hyperbole  si  la  rencontre 
a  lieu  du  côté  opposé. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaitre,  d'après  les  données 
initiales,  lequel  de  ces  trois  cas  arrivera.  En  elTet,  soit 
menée  par  le  point  F  une  parallèle  à  MN,  qui  coupe  en  I 
la  normale.  Si  Ton  à  MK  •<  MI ,  FK  rencontrera  MN  en 
un  point  F'  situé  du  même  côté  que  F  par  rapport  à  QP, 
et  par  conséquent  la  courbe  sera  une  ellipse.  Si  l'on  a 
MK  =  MI,  la  ligne  FK  sera  parallèle  à  MN,  et  la  courbe 
sera  une  parabole.  Enfin ,  si  Ton  a  MK  ^  MI ,  la  ligne  FK 
rencontrera  le  prolongement  MN',  et  la  courbe  sera  une 
hyperbole. 

Il  faut  donc  calculer  MK  et  MI  d'après  les  données  de  la 
question.  Or,  MI  étant  la  bissectrice  de  l'angle  FMF',  le 
triangle  MFI  est  isocèle,  et  si  Ton  désigne  Tangle  connu 
FMO  par  €  et  la  distance  donnée  FM  par  i\ ,  on  aura 

MI  =  2ro  cosf. 

Maintenant,  d'après  la  manière  dont  le  point  K  a  été  ob- 
tenu ,  on  a 

MK  =  MO  ces'  I , 

et  si  l'on  désigne  par  f^o  la  vitesse  initiale,  la  valeur  de  MO 
sera  donnée  par  l'équation 
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(f  étant  là  force  (|ui  agit  sur  le  point  M,  et  dont  la  vâleUr 

est  -  ;  on  en  déduira 

r  .  • 

MO  =  --^^  ,     et  par  suite     MK  =  lllC£!i . 
p  ces  e  ^  ^ 

Comparant  les  deux  expressions  obtefaues  pour  MK  et  MI,* 
dt  supprimant  le  facteur  commun  Tq  cose ,  on  voit  que  h 
trajectoire  sera  une  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole^ 

suivant  que  i^] ^  sera  négatif,  nul  ou  positif.  Il  est  re- 

marquable  que  la  nature  de  la  courbe  ne  dépende  que  de  la 
vitesse  et  de  la  distance  du  mobile  au  centre  d'attraction  $ 
au  commencement  du  mouvement ,  et  que  la  direction  de  la 
vitesse  n'y  entre  pour  rien. 

On  pourrait  traiter  cette  question  parTanalyse  en  faisant 
Usage  de  Féquation  (3)  ;  on  aurait  à  int^rer  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  entre  retô^  on  reconnaî* 
trait  facilement  qUe  l'équation  ainsi  obtenue  peut  repré- 
senter les  trois  sections  coniques ,  et  Ton  serait  conduit  aux 
mêmes  caractères  que  nous  venons  de  trouver  pour  eu  faird 
la  distinction.  Mais  nous  aurons  occasion  de  revenir  sur 
cette  question ,  et  nous  effectuerons  alors  les  calculs  que 
nous  ne  faisons  quMudiquer. 

12.  Troisième  exemple.  —  Troui^er  la  trajectoire  dé- 
crite par  un  point  attiré  vers  un  centre  fixe,  en  raison 
inverse  du  cube  de  la  dislance. 

Soient  A  {fig-  2)  le  centre  d'attraction ,  B  le  point  dans 
sa  position  initiale,  a  l'angle  que  fait  avec  BA  la  direc- 
tion BC  de  sa  vitesse;  représentons  toujours  par  \f^  l'inien- 
sîté  de  cette  vitesse,  et  par  Tq  la  distance  AB. 

La  formule  (4)5  appliquée  au  cas  actuel,  où  l'on  a  ç=-» 
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donne 


d^l 


dQ' 

Nous  distinguerons  trois  cas ,   suivant  que  Ton    aura 
—  I  négatif,  nul  ou  positif.  Dans  tous  les  cas  >  la 


rj  i»J  sin*  a 


vitesse  i^  sera  donnée  par  la  formule 

i.»  =  ii, -+- c', 


r^ 


c'  étant  déterminé  par  les  valeurs  initiales  de  i^  et  r. 

i*'.  Soit  d'abord   ,   ,^.  , i  =  o ,  ce  qui  est  le  cas  le 

r]  pj  sm*a  ^ 

plus  simple^  Téquation  précédente  devient 


r 


d9 


-=0,     d'où     -  =  AÔ  +  B. 

*  r 


Pour  déterminer  les  constantes  A  et  B ,  nous  remarque- 
rons qu^au  point  B ,  par  lequel,  pour  plus  de  simplicité, 
nous  ferons  passer  l'axe  polaire ,  on  doit  avoir 


^  =  ^oy      /  .  V  =  — tanga. 


{^) 


Or,  pour  0  =  0,  Téquation  de  la  courbe  donne 


-=B,     -  — =  A; 


il  eu  résultera  donc 


I  .        cet  a 

XI. 
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et  réquation  de  la  trajectoire  sera 


1  -+-  ô  cot  a 


Celte  courbe  est  donc  une  spirale  hyperbolique  dont  le 
point  A  est  le  pôle. 

Si  Tangle  a  est  aigu,  cot  a  est  positif,  et  lorsque  9  aug- 
mente indéfiniment,  le  mobile  s'approche  indéfiniment  du 
pôle  A. 

Si  a  est  droit ,  on  a 

cota  =  O,      et      rr=flj 

la  courbe  se  réduit  alors  à  un  cercle.  Et  l'on  peut  remar- 
quer une  fois  pour  toutes  que ,  dans  toutes  les  lois  d'at- 
traction 9  si  le  mobile  part  avec  une  vitesse  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur,  et  telle  que  le  carré  de  cette  vitesse  divisé 
par  le  rayon  vecteur  soit  égal  à  la  valeur  de  la  force  accé- 
lératrice qui  agit  sur  lui  à  cet  instant,  il  décrira  nécessai- 
rement d'un  mouvement  uniforme  le  cercle  qui  aurait  pour 
centre  le  pôle.  Car  ce  cercle  serait  la  trajectoire,  en  sup- 
posant une  force  constante  égale  à  cette  valeur  initiale  ; 
mais  il  peut  aussi  être  considéré  comme  décrit  en  vertu 
de  la  force  proposée  qui,  ne  dépendant  que  de  la  distance, 
agira  toujours  avec  la  même  intensité  à  tous  les  points  du 
cercle  ;  donc ,  puisque  cette  courbe  peut  être  considérée 
comme  décrite  en  vertu  de  la  force  proposée ,  et  que  celle- 
ci  ne  peut  produire  qu'un  seul  mouvement  d'après  les  don- 
nées initiales ,  c'est  cette  courbe  même  qu^elle  fera  décrire. 

Enfin ,  si  a  est  obtus ,  le  point  ne  tend  plus  vers  le  pôle, 
et  le  rayon  devient  infini  pour  Q  =x  —  tang  a ,  ce  qui  donne 
la  direction  de  l'asymptote. 

Cherchons  maintenant  à  exprimer  les  coordonnées  du 
mobile  en  fonction  du  temps. 

L'équation  r*^û  =  cdt  donne,  en  remplaçant  r  par  sa 


valeur^ 


d'où 
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rldQ 


( 


n  = 


c(i  -H  Ocota)»  ' 


t  =  -J^ l +  c'- 

c  cot  a    1  -h  ô  cot  a  ' 


en  déterminant  la  constante  c'  par  la  condition  qu'on  ait  en 
même  temps  f  =  o ,  0  =  o ,  et  remplaçant  c  par  sa  valeur 
To  ^'o  sin  a ,  on  aura 

Tq         /  I  \    I 

«'o  ces  a  \  I  -f-  Ô  cot  a  /         f^cosa  ^  "  "~"     '  ' 

d'où  l'on  déduit 

r-=:^r^  —  v^t  cos  a  , 


et 


e  =  -L/ \ . 

cot  al  Po  ^ 

I cos  a 


La  valeur  de  r  diminue  à  mesure  que  t  augmente ,  et  de- 


r^ 


vient  nulle  pour  t  == —  ;  le  mobile  parviendrait  donc 

*  «'o  cos  a  * 

au  pôle  après  cet  intervalle  de  temps,  à  partir  du  point  de 
départ.  Quant  à  la  valeur  correspondante  de  d,  elle  aug- 
mente sans  limite ,  et  le  mobile  a  fait  dans  ce  même  temps 
une  infinité  de  révolutions  autour  du  pôle. 

Si  maintenant  on  cherche  les  positions  qui  ont  précédé 
le  moment  qu'on  a  pris  pour  origine  du  temps,  il  faut  fa,ire 
t  négatif  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  rira  en  croissant  de- 
puis To  jusqu'à  l'infini,  et  6  depuis  o  jusqu'à qui 

donne  la  direction  de  l'asymptote. 

a®.  Soit  maintenant -r-r-T-; i  =  —  n*,  n   étant 

une  quantité  réelle. 


r;  pj  sm'  a 


2. 
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L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  aura  pour  inté- 
grale 

-  =  A  sin  /î  0  H-  B  ces  /i  ô. 
r 

En  déterminant  les  constantes  A  et  B  d'après  les  données 
initiales  )  on  obtient 

To  ^       cota   .       ^       sin(/zô-f-«) 

--  =  cos  /2  0  H sm  72  0  =  — ^-^ î 

r  n  sine 

cot  a 
en  posant =  cot  e .  . 

Si  l'on  veut  connaître  le  point  où  le  mobile  sera  le  plus 

près  du  pôle,  il  faut  rendre  -le  plus  grand  possible ,  ce  qui 

se  fera  en  posant  sin  (ti  ô -t- e)  =2 1 ,  ou 


d'où 


on  en  déduit 


r  =  r»  sin  8     et     /i  9  -|-  c  =  -  » 

2 


nQ  = s; 

2 


cot  a 
tang  /z  0  =  cot  6  = j 


d.i 


comme  on  l'aurait  trouvé  en  posant  ——■  =  0. 

.A  partir  de  cette  valeur  particulière,  si  l'on  augmente? 
ou  qu'on  diminue  9  de  quantités  égales ,  sin  (n  0  -|-  e)  rece- 
vra les  mêmes  valeurs ,  et ,  par  conséquent ,  la  courbe  esl 
symétrique  par  rapport  à  la  direction  du  rayon  vecteur 
minimum. 

La  valeur  de  r  deviendra  infinie  lorsqu'on  aura 

sin  («0 -h  e)  =  0,     ou     /ï0 -f- «  =  wtt, 
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m. désignant  un  nombre  entier  quelconque;  on  aura  alors 

tang  72  0  ==  —  tang  e  =  —  n  tang  a. 

La  plus  petite  valeur  de  9  qui  satisfera  à  cette  équation 
donnera  la  direction  vers  laquelle  tendra  le  rayon  vecteur 
en  croissant  indéfiniment;  mais  on  ne  l'obtiendra  qu'après 
un  temps  infini ,  comme  on  le  reconnaîtrait  facilement  en 
exprimant  t  en  fonction  de  0,  d'après  l'équation 

r'f/Ô  z=zcdt. 

Z^.  Supposons,  en  dernier  lieu,     .   ,    .  ,  ^ —  i  ==  /*'• 
^^  '  '  rj  pj  sm'  a 

En  intégrant  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire, 

on  trouvera  d'abord 

r 

et  en  déterminant  les  constantes  Â  et  B  d'après  l'état  initial, 
on  obtiendra 

On  voit  par  là  que,  0  croissant  indéfiniment,  r  tendra  vers 
zéro. 

Si ,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  a  =  -»  on  aura 


^nB^^^ne 


Cette  spirale  sera  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire  \ 
ses  deux  branches  auront  le  pôle  pour  asymptote ,  et  il  est 
facile  de  voir  que  le  mobile  y  parviendra  après  un  temps 
fini.  En  effet,  de  l'équation 


r^dr=zcdt 
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on  tire  -  •  •.         ■ 

d'où 

nci  I  -        • 

Déterminons  la  constante  Ci  par  la  condition  qu'on  ait  à  la 
fois  f  =  o,  0  =  o,  on  trouvera 

C,  =  y, 

et ,  par  suite ,' 

net 


Or,  9  croît  indéfiniment  à  mesure  que  t  s'approche  de  —  ; 

ainsi  le  mobile  parvient  au  pôle  au  bout  de  ce  temps. 

Si  l'on  cherche  le  mouvement  qui  a  précédie  l'époque 
prise  pour  origine  du  temps,  il  faut  supposer  t  négatif; 
Téquation  précédente  donnera  alors  0  négatif,  et  l'on  trou- 

vera  0  =  —  oo  lorsque  Ton  aura  t  = ^  >  comme  on  pou- 
vait le  prévoir. 

Il  est  un  cas  particulier  qui  mérite  d'être  remarqué  : 
c'est  celui  où  il  n'entre  qu'une  seule  exponentielle  dans 
l'équation  de  la  trajectoire,  qui  devijent  alors  une  spirale 
logarithmique.  Ce  cas  a  lieu  quand  ou  a 

cot  OL  =:£:n. 

Supposons ,  par  exemple,  cot  a  =  —  n.  On  a  pour  l'équa- 
tion de  la  trajectoire 

C'est  ce  qu'on  aurait  pu  reconnaître  immédiatement  an 
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moyen  de  rëquation  (3)  qui, dans  le  cas  actuel ,  a  la  fomie 

Or,  lorsque  les  constantes  données  satisferont  à  la  condi- 
tion ^^J  =  ^  j  il  est  évident  que  Féquation  donnera  une  va- 

leur  constante  pour  le  rapport  -^      ^  qui  est  la  tangente  de 

IHnclinaison  du  rayon  vecteur  sur  la  courbe;  or,  c'est  là  la 
propriété  caractéristique  de  la  spirale  logarithmique.  Dans 
ce  cas ,  la  valeur  de  «*,  qui  est 

c*  rj  pj  sin'  a 


devient 

I 


sin'a 


I ,     ou     cet'  oc  ; 


ce  qui  ramène  à  la  condition  déjà  trouvée. 

CHAPITRE  XI. 

APPLICATION    DE    CE    QUI    PRÉCÈDE    AU    SYSTÈME 

DU   MONDE. 

13.  L'observation  attentive  des  mouvements  des  corps 
célestes,  continuée  pendant  un  grand  nombre  de  siècles, 
en  a  fait  connaître  plusieurs  lois  générales  qui  ont  pu  servir 
de  base  à  T^pplication  des  théories  mathématiques.  Pour 
que  les  formules  que  nous  avons  établies  puissent  s'appli- 
quer au  mouvement  des  planètes  et  de  tous  les  autres  corps 
célestes,  il  suffit  d'admettre  que  la  matière  qui  les  composé 
est  soumise  aux  lois  que  nous  avons  reconnues ,  sans  excep-r 
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tion,  dans  les  corps  qui  nous  entourent,  et  qui  ont  pu  être 
çoumis  à  nos  expériences.  Or^  s'il  était  possible  de  douter 
à  priori  que  les  corps  célestes  soient  formés  d'une  matière 
qui  jouisse  de  ces  propriétés,  l'accord  entre  les  conséquences 
les  plus  minutieuses  de  cette  hypothèse,  et  l'obseryation 
des  faits  en  donnerait  la  preuve  à  posteriori. 

Les  mouvements  des  corps  célestes ,  considérés  relative- 
ment à  la  terre ,  sont  très-compliqués  ;  mais ,  rapportés  au 
soleil,  ils  devienneut  d^une  extrême  simplicité.  Ils  sont  sou- 
mis à  trois  grandes  lois,  connues  sous  le  nom  de  lois  de 
Kepler i  et  dont  nous  allons  donner  les  énoncés,  en  consi- 
dérant les  planètes  comme  réduites  à  de  simples  points 
matériels  : 

1°.  Les  planètes,  dans  leur  mouvement  par  rapport  au 
soleil,  décrivent  des  courbes  planes;  et  leurs  rayons  vec- 
teurs, partant  du  centre  du  soleil,  décrivent  des  aires  pro* 
portionnelles  au  temps  ; 

2^.  Les  trajectoires  relatives,  ou  les  orbites  des  planètes, 
sont  des  ellipses  dont  le  centre  du  soleil  occupe  un  des 
foyers  5 

3°.  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  au- 
tour du  soleil  sont  proportionnels  aux  cubes  des  grands 
axes  de  leurs  orbites. 

Voyons  quelle  conséquences  rigoureuses  on  peut  tirer  de 
ces  lois. 

Comme  nous  ne  savons  pas  si  le  centre  du  soleil  est  im- 
mobile, il  faut  raisonner  comme  s'il  était  en  mouvement. 
Or,  l'expérience  ayant  démontré  que  les  aires  décrites  par 
le  rayon  vecteur  d'une  planète  autour  du  centre  du  soleil 
sont  proportionnelles  au  temps ,  on  en  conclut ,  d'après  la 
théorie  du  mouvement  relatif,  que  la  force  relative  qui  solli- 
cite cette  planète  est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil ,  quelles 
que  soient  d'ailleurs  la  nature  et  la  loi  de  celte  force.  Ce 
qui  signifie,  comme  nous  le  savons,  que  si^  h  un  instant 
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quelconque ,  on  appliquait  à  la  planète  une  force  accéléra- 
trice égale,  parallèle  et  de  sens  contraire  à  celle  qui  donne- 
rait au  soleil  Iç  mouvement  qu'il  a  dans  l'espace ,  la  résul- 
tante de  cette  force  et  de  celle  qui  est  réellement  appliquée 
à  la  planète  est  constamment  dirigée  vers  le  centre  du  so- 
leil. Maintenant,  la  seconde  loi  de  Kepler,  faisant  connaî* 
tre  la  trajectoire  relative  de  la  planète,  va  déterminer  la 
fonction  qui  représente  l'intensité  de  la  force  relative  qui  la 
fait  décrire.  Soient  ia  le  grand  axe  de  cette  ellipse,  e  son 
excentricité,  r  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  soleil 
à  une  position  quelconque  de  la  planète,  et  w  Tangle  que 
forme  son  grand  axe  avec  la  ligne  fixe  passant  par  le  centre 
du  soleil ,  à  partir  de  laquelle  nous  comptons  les  angles  0 
qui  déterminent  le  rayon  vecteur.  L'équation  de  cette 
courbe  sera 

ail  —  e'-)  I        I  -h  tf  cos  (0  —  «) 

/•  ^z        ..  .      > '  ^        OU        —  ^1  .     ^ :  ■ 

I -f- tfcos(0  —  w)'  r  a{\ — é^) 

Or,  nous  avons  trouvé,  pour  l'expression  générale  de  la 
force  accélératrice  (p ,  la  formule  suivante  : 


L'équation  de  la  trajectoire  que  nous  considérons  donne 


rf'i 


Donc 


et,  par  suite, 


r e  cos  (0  —  w  ) 


1  r  I 


e       I 


? 


a[\ —  t?')  r 


3 
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Cette  valeur  étant  positive ,  il  s'ensuit  que  le  fnouvcmient 
relatif  d'une  planète  quelconque  autour  du  soleil  est  pro» 
duit  par  une  force  dirigée  vers  le  centime  de  cet  astre,  et  sa 
^gr^ndeur  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à 
ce  point. 

Un  calcul  analogue  conduirait  à  cette  même  loi  si  la  tra- 
jectoire, au  lieu  d'être  une  ellipse,  était  une  parabole  ou 
une  hyperbole. 

14.  Il  reste  encore  à  comparer  les  forces  accélératrices 
qui  agissent  sur  des  planètes  diiSerentes  placées  à  la  même 
distance  du  soleil. 

Or,  à  l'unité  de  distance,  on  a 


c» 


<P  = 


a{i  —  e^y 


c  désignant  le  double  de  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur 
dans  l'unité  de  temps.  Si  donc  T  est  le  temps  de  la  révolu- 
tion entière,  on  aura 


et,  par  conséquent, 

T 


?  =  --^?r-' 


à  l'unité  de  distance  du  centre  du  soleil.  Mais ,  d*après  la 

troisième  loi  de  Kepler,  le  rapport  —  est  le  même  pour 

toutes  les  planètes;  donc  la  force  qui  sollicite  l'unité  de 
masse  de  chacune  d'elles  vers  le  centre  du  soleil  est  la 
même  à  Ist  même  distance  de  ce  point. 

Ainsi  les  mouvements  relatifs  des  planètes  sont  du^à 
une  force  dirigée  vers  le  centre  du  soleil,  proportionnelle 
à  la  masse  sur  laquelle  elle  agit ,  et  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  à  ce  centre. 
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të.  Mais  il  ne  faut  pas  se  méprendre  sur  le  sens  rigou- 
reux 4e  ces  conséquences. 

Les  lois  de  Képlèr  prouvent  que ,  dans  le  mouvement  re- 
latif tel  qu'il  a  lieu  pour  uiie  planète  quelconque,  la  force 
qui  agit  sur  ce  corps  suit  la  loi  que  nous  venons  de  déter- 
miner^ mais  s'ensuit-il  que  cette  loi  serait  la  même  pour 
un  autre  mouvement  de  la  même  planète  ?  Par  exemple,  cfe 
corps,  placé  sans  vitesse  à  différentes  distances  du  centre 
du  soleil,  serait-il  attiré  vers  ce  point  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  ?  Cela  ne  résulte  nullement  de  la  valeur 
trouvée  pour  ç ,  car  elle  aurait  pu  être  exprimée  en  fonc- 
tion de. 6^  et  même  de  f  ;  et  l'on  en  aurait  conclu,  avec  au- 
tant de  raison ,  d'autres  lois  pour  la  force  accélératrice.  Ces 
lois  auraient  été  prouvées  pour  le  mouvement  en  question^ 
mais  non  pour  aucun  autre;  et  il  est  évident  que  deux 
d'entre  elles  au  moins  ne  sauraient  être  générales,  puisque 
ckaeune  d'elles  exclut  les  autres. 

Néanmoins,  l'ensemble  des  résultats  relatifs  aux  diffé- 
rentes planètes  peut  conduire  à  la  connaissance.de  la  loi  gé- 
nérale que  suit  la  force  qui  produit  leurs  mouvements.  On 
reconnaît  d'abord  qu'elle  ne  peut  dépendre  du  temps  5  car, 
polir  cbaque  planète,  la  force  serait  exprimée  par  une 
fonction  périodique ,  dont  la  période  aurait  la  même  durée 
que  la  révolution  de  cette  planète;  ce  qui  ne  saurait  êlre^ 
puisque  ces  durées  varient  d'une  planète  à  l'autre.  On  ne 
peut  admettre  non  plus  que  la  force  dépende  de  la  direc- 
tion, car  les  calculs  relatifs  à  cbaque  planète  ne  s'accorde- 
raient pas  à  donner  une  même  forme  à  cette  fonction.  Au 
coutraire ,  tous  ces  mouvements  conduisent  à  une  même  • 
expression  de  la  force  accâératrice  en  fonction  de  la  dis- 
*  tance;  on  ne  peut  donc  douter  que  ce  ne  soit  là  la  vraie  loi 
suivant  laquelle  la  matière  qui  compose  les  planètes  est 
attirée  vers  le  centre  du  soleil  ^  autant  toutefois  que  les  lois 
de  Kepler  seront  regardées  comme  exactes  et  immuables. 
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Cette  action ,  diiîgée  constammento^ers  le  centre  du  so- 
leil, semble  ne  pouvoir  être  attribuée  qu'à  la  matière 
même  qui  compose  ce  corps  5  et ,  si  l'on  étend  aux  corps  cé- 
lestes ,  agissant  à  distance  les  uns  sur  les  autres ,  le  principe 
de  Tégalité  de  Faction  et  de  la  réaction ,  on  doit  admettre 
que  le  soleil  est  attiré  vers  chacune  des  planètes  propor- 
tionnellement à  leurs  masses^  respectives.  Mais  le  soleil  at- 
tirant la  matière  de  toute  espèce  qui  compose  toutes  ces 
planètes  placées  si  diversement  par  rapport  à  cet  astre,  il 
est  impossible  de  se  refuser  à  admettre  qu'il  attire  aussi,  de 
la  même  manière,  les  satellites  de  ces  planètes;  et,  comme 
les  rayons  menés  du  centre  du  soleil  aux  différents  points 
d'une  planète  et  de  ses  satellites  sont  sensiblement  égaux  et 
parallèles,  on  peut  regarder  ce  système  comme  sollicité 
par  des  forces  parallèles  et  proportionnelles  aux  çiasses  : 
d'où  il  résulte  que  l'action  du  soleil  ne  change  pas  sensible- 
ment les  mouvements  relatifs  d'une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites. 

Or  les  lois  de  Kepler  s'étendent  à  ces  derniers  mouve- 
ments; il  s'ensuit  donc-^  par  les  mêmes  raisons  déjà  don- 
nées pour  les  planètes  relativement  au  soleil,  que  les  satel- 
lites d'une  même  planète  sont  sollicités  vers  le  centre  de 
cette  planète  par  des  forces  proportionnelles  à  leurs  masses, 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  ce  centre.  Et 
d'après  ce  principe  de  l'égalité  de  Faction  et  de  la  réaction, 
les  satellites  attirent  leur  planète  commune,  proportion* 
nellement  à  leurs  masses  respectives  et  à  la  même  fonction 
des  distances. 

Une  planète  attirant  le  soleil  proportionnellement  à  la 
masse  qu'elle  possède,  il  est  naturel  d'admettre  que  toutes 
les  parties  qui  la  composent  concourent  à  produire  cette 
action  dans  la  proportion  de  leurs  propres  masses,  et 
qu'ainsi  une  molécule  quelconque  de  cette  planète  attire  le 
soleil  dans  le  rapport  de  la  masse  de  cette  molécule  à  celle 
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de  la  planète.  Il  est  aussi  naturel  d'admettre  qu'il  en  est  de 
même  pour  l'attraction  qu'exerce  la  planète  sur  ses  satel- 
lites, et  qu'une  molécule  quelconque  de  cette  planète  attire 
un  satellite  dans  le  rapport  de  la  masse  de  cette  molécule  à 
celle  de  la  planète.  Maintenant  les  satellites  d^une  même 
planète  étant  attirés  par  elle ,  proportionnellement  à  leurs 
masses,  on  en  conclut  encore  que  leur  réaction,  égale  et 
contraire,  est  proportionnelle  à  leurs  masses,  et  que,  par 
conséquent,  toutes  les  parties  d'un  satellite  attirent  pro- 
portionnellement à  leurs  propres  masses.  Enfin ,  par  ana- 
logie ,  on  étendra  la  même  propriété  à  la  matière  du  soleil , 
et  l'on  admettra  que  toutes  les  parties  qui  le  composent  at- 
tirent la  matière  proportionnellement  à  leurs  propres  mas- 
ses, et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  En  géné- 
ralisant cette  conception,  on  regardera  comme  une  loi 
commune  à  toute  la  matière  qui  compose  notre  système 
planétaire,  que  deux  molécules  quelconques  s'attirent  Tune 
l'autre,  proportionnellement  à  leurs  masses,  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  distance. 

16.  Si  les  corps  célestes  étaient  exactement  sphériques 
et  formés  de  couches  concentriques  homogènes,  nous  avons 
démontré  que,  dans  la  loi  d'attraction  que  nous  admettons, 
ils  agiraient  les  uns  sur  les  autres  comme  si  toute  leur 
masse  était  réunie  en  leur  centre.  Il  n'en  sera  pas  tout  à 
fait  ainsi ,  parce  que  leur  figure  diffère  un  peu  de  celle  de  la 
sphère,  mais  il  n'en  résultera  que  des  perturbations  dont 
on  ne  doit  pas  tenir  compte  dans  une  première  approxima- 
tion. Nous  considérerons  donc  le  soleil,  les  planètes  et 
leurs  satellites  comme  des  points  matériels  de  masses  diffé- 
rentes qui  s'attirent  tous  proportionnellement  à  leurs  mas- 
ses ,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

L'attraction  qu'éprouve  une  planète  de  la  part  des  autres 
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on  obtiendra  facilement  les  formules  suivantes  : 


/î  =  -V^5',    cosw=:sinFMP= -;=>   q=^- ^=-=r  =  — 

De  ces  équations  on  tire 

/?/?'  =  b\     qn  =  b\ 
et ,  par  suite , 

pp'  zzzqn^     ou    p\n\\q:  p. 

La  proportion  p\n\\q\p'  résulte  aussi  de  ce  que  les  deux 
quadrilatères  FPMN  et  OQP'F'  sont  semblables,  par  suite 
du  parallélisme  des  lignes  FM ,  OP'. 

Dans  toutes  les  sections  coniques ,  le  rayon  de  courbure  R 
est  égal  au  cube  de  la  normale  divisé  par  le  carré  du  de- 
mi-paramètre. En  effet,  abaissons  les  perpendiculaires  MI, 
M'I'  sur  les  rayons  menés  à  deux  points  infiniment  voi- 

M'I  .    .  MI 

sins  M ,  M'  :  ---7  a  pour  limite  i ,  donc  aussi  xvTrrr  Donc,  en 

désignant  par  a ,  a'  les  angles  MF' M',  MFM',  on  aura 


I 

ot   ^3  a  — • 


Mais 


^/      •  /  /  ^'\         2/ia  ^,      ttOL 

20'  =  a4-a'=a  (  H-- j=:— ^,       ou      0'=-|-. 

Or. 

MM'       MM'^  MI       MM' 


donc 


5^'  [U'Y        a'n' 

a  tos  w  ab  b* 
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On  reconnaît  encore  immédiatement  que  la  projection  de 
la  normale  sur  Fun  des  rayons  vecteurs ,  ou  n  cos  w ,  est 

égale  au  demi-paramèfre  —  • 

On  voit  aussi  que  la  projection  du  rayon  de  courbure 
sur  un  des  rayons  vecteurs ,  ou  R  cos  o),  est  égale  à  — 5  qua- 
trième proportionnelle,  que  Ton  construira  immédiate- 
ment, de  manière  que  M  soit  une  de  ses  extrémités,  et 
l'autre  en  un  certain  point  de  MF'.  Elevant  en  ce  point 
une  perpendiculaire  à  MF',  elle  rencontrera  la  normale  au 
centre  de  courbure.  Mais  on  arrivera  encore  à  une  con- 
struction plus  simple  indiquée  par  Newton,  en  observant 

qu'on  a 

n 
R  cos  w  = 


cos  ûJ 


D'où  il  suit  que  si  par  le  pied  de  la  normale  on  lui  élève 
une  perpendiculaire  jusqu'à  la  rencontre  d'un  des  rayons 
vecteurs ,  et  que  par  ce  point  de  rencontre  on  en  élève  une 
autre  à  ce  rayon  vecteur,  cette  dernière  ligne  coupera  la 
normale  au  centre  de  courbure. 

18.  Revenons  maintenant  à  la  question  de  mécanique. 
Les  aires  étaut  proportionnelles  au  temps ,  la  force  qui 
produit  le  mouvement  relatif  autour  du  soleil  passe  par  le 
centre  de  cet  astre;  et  il  s^agit  dé  trouver  la  loi  de  cette 
force,  sachant  que  la  courbe  décrite  est  une  ellipse  dont  le 
centre  du  soleil  occupe  un  foyer. 

Désignons  par  cp  la  force  accélératrice  appliquée  au  point 
matériel  M  et  dirigée  suivant  MF  \  sa  composante  suivant 

la  normale  MN  sera  9  cos  w,  et  son  expression  sera  -  5  ^^  dé- 

R 

\  ,  ds 

signant  la  vitesse  y  du  mobile.  Si  maintenant  ou  désigne 
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par  C  le  double  de  Taire  constante  décrite  par  le  rayon 
vecteur  dans  l'unité  de  temps,  le  double  de  celle  qu'il  dé- 
crira dans  le  temps  dt  sera  Crf^..Or,  cette  aire  est  un 
triangle  ayant  pour  base  l'arc  ds  décrit  danis  le  temps  dt^ 
et  pour  Hauteur  p.  On  aura  donc 


pdsznCdty     d'où     «'==-> 


et,  par  suite, 


p' 


f  CCS  6)  =  —  =  -—  )     d'où     f  = 


R      /?'R  ^       /?»Rcosw 


> 


formules  applicables  à  toute  courbe-,  et,  remettant  pour /?, 
R  et  cos  « ,  leurs  valeurs  en  <î  et  d'j 

__  C'a 

Ce  qui  prouve  que  la  force  est  en  raison  inverse  du  carre 
de  la  distance  au  centre  du  soleil. 

On  peut  exprimer  la  constante  C  au  moyen  du  temps  T 
de  la  révolution  de  la  planète  autour  du  Soleil  ;  car  le  double 
de  Taire  de  Tellipse  étant  2  tt  a& ,  on  aura  « 

donc 

^        27r/i^ 
T 

et 

^ir'^a^    I 

de  sorte  que  la  force  accélératrice  à  l'unité  de  distance  est 

I  ■       m 

IJI2 

On  retombe  ainsi  sur  les  résultats  trouvés  précédemment 


UEUXIEHR    PARTIE.    —    DYNAMIQUE^  ^35, 

Si  la  force  était  dirigée  vers  le  centre  O,  on  aurait 


q  ^       7*Rcosw  7'R 


2 

« 


p  =  -  «p  ==  — — = -—  =  — ^ — ^.OM  =  — 7-.OM, 

a  <7'Rcosw         /7'R  a^  n^  n^b^ 


résultat  identique  avec  celui  que  nous  avons  déjà  trouvé 
par  l'analyse  [voir  page  6) . 

19.  Avant  d'obtenir  la  démonstration  de  la  loi  de  Fat- 
traction  des  planètes.  Newton  l'avait  entrevue  par  des  con- 
sidérations que  nous  allons  indiquer,  et  qui ,  sans  avoir  le 
même  degré  de  rigueur,  ne  laissaient  pas  que  de  donner  de 
très-fortes  inductions. 

Les  planètes  décrivant  des  orbites  d'excentricités  diffé - 
rentes ,  on  peut  supposer,  par  analogie ,  que  les  lois  de  Ke- 
pler, qui  leur  sont  communes  ^  s'appliqueraient  encore  au 
cas  d'orbites  circulaires  :  d'autant  plus  que  les  orbites  réelles 
étant  très-peu  excentriques ,  on  peut  avec  une  assez  grande 
approximation  les  regarder  comme  circulaires.  Ainsi,  on 
aura  des  résultats ,  sinon  exacts ,  au  moins  fort  approchés , 
en  appliquant  les  lois  de  Kepler  au  cas  d'orbites  circulaires. 
Cela  posé,  la  loi  des  aires  indique  toujours  que  la  force  qui 
agit  sur  chaque  planète  est  dirigée  vers  le  centre  du  Soleil. 
La  seconde  loi,  qui,  dans  le  cas  général,  prouvait  que,  pour 
la  même  planète,  la  force  accélératrice  variait  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance ,  montre ,  dans  le  cas  actuel, 
que  la  vitesse  est  constante  ^  car  les  arcs  de  cercle  sont  pro- 
portionnels aux  secteurs  et,  par  suite,  au  temps 5  ou  encore 
la  force  est  toujours  normale  à  la  trajectoire,  et,  par  con- 
séquent, la  vitesse  est  invariable.  Or,  la  force  centripète, 

appliquée  à  l'unité  de  la  masse,  a  pour  valeur  —  >  (^  étant 

3, 


36  COUES    DE    HKGikNIQUE. 

la  vitesse ,  et  R  le  rayon  du  cercle  \  elle  est  doue  eon&taute. 
Ainsi  5  dans  ce  cas  particulier,  comme  on  devait  le  prévoir, 
la  seconde  loi  n'apprend  rien  relativement  à  la  variation  de 
la  force  avec  la  distance*,  mais  elle  en  donne  toujours  l'ex- 
pression, au  moyen  du  temps  T  de  la  révolution  entière 
de  la  planète  et  du  rayon  de  son  orbite.  On  a,  en  effet, 

2  7rR=  ^'T,  et,  par  conséquent,  eu  désignant  par  y  la 

pi 

force  centripète  ~  9  en  substituant  k  u  ssl  valeur  en  fonctioD 

R 

de  R  et  T,  on  aura 

_47r^R 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  générale  —7=7—  •  — -  >  dans  la- 

quelle  on  supposerait  r  =  a  =  R. 

Passons  maintenant  à  la  troisième  loi ,  qui ,  dans  le  cas 
général,  étendait  la  loi  d'attraction  trouvée  pour  les  diver- 
ses positions  sur  une  même  orbite ,  aux  positions  relatives 
à  des  orbites  différentes^  Dans  le  cas  actuel ,  le  résultat  ana- 
logue que  nous  allons  trouver  ne  sera  pas  une  extension, 
mais  bien  la  première  manifestation  de  cette  même  loi. 
Soient  ç,  (p'  les  forces  accélératrices  relatives  à  deux  planètes 
quelconques,  dont  les  distances  au  Soleil  sont  R,  R',  et  les 
durées  des  révolutions  T,  T'.  On  aura ,  d'après  les  valeurs 
de  9  et  ç', 

,      R     R' 

T    •    T      •  •    rrij    •    rri/2  5 

or,  la  troisième  loi  de  Kepler  donne 

T'  :  T"  :  :  R'  :  r'^. 

Remplaçant,  dans  le  second  rapport  de  la  proportioB 
précédente,  T*  et  T'*  par  les  quantités  proportionnelles 


DEUXIÈME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE.  Z*] 

R%  R'*,  elle  devient 


m    '    m     *  *  * 


R»  •  R"  ' 

€6  qui  prouve  que  la  force  appliquée  à  l'unité  de  masse 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  du 
Soleil. 

Les  satellites  d'une  même  planète  étant  soumis  aux 
mêmes  lois,  relativement  à  leur  planète,  on  en  concluait 
que  l'attraction  des  satellites  varie  de  même  en  raison  iî>- 
verse  du  carré  de  la  distance  au  centre  de  la  planète  autour 
de  laquelle  ils  opèrent  leur  mouvement.  La  terre,  n'ayant 
qu'un  satellite,  ne  pouvait  fournir  une  vérificalîon  sem- 
blable de  cette  loi  d'attraction;  mais  elle  en  donnait  une 
autre  qui  n'a  pas  échappé  à  Newton.  En  effet,  si  de  l'en- 
semble  des  phénomènes  précédents  on  lire,  comme  noua 
Favons  déjà  fait  ci-dessus ,  la  conséquence  que  deux  molé- 
cules quelconques  de  matière  s'attirent,  proportionnelle- 
ment à  leurs  masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leur 
distance,  la  terre  pouvant  être  considérée  comme  compo- 
sée de  couches  concentriques  homogènes ,  son  action  sur  un 
point  situé  à  sa  surface  ou  au  delà  est  la  même  que  si  toute 
sa  masse  était  réunie  à  son  centre.  Or,  la  distance  des  cen- 
tres de  la  lune  et  de  la  terre  ayant  pour  valeur  moyenne 
soixante  rayons  célestes,. la  pesanteur  à  la  surface  de  la 
terre  doit  être  36oo  fois  phis  grande  que  l'attraction  exer- 
cée par  la  terre  sur  une  même  masse  située  sur  la  lune  :  ce 
même  rapport  doit  donc  exister  entre  les  espaces  parcourus 
dans  un  même  temps  par  les  corps  tombant  à  la  surface  de 
la  terre,  et  par  la  lune  dans  le  sens  de  l'attraction  de  }a 
terre. 

Or,  cette  vérification,  bien  facile  à  faire,  réussit  com- 
plètement. 

En  effet,  si,  pour  simplifier  le  calcul,  nous  considérons 


38  COURS   DC   MECANIQITE. 

l'ellipse  très-peu  excentrique  que  décrit  k  lune,  comme 
un  cercle  dont  le  rayon  R  soit  égal  à  60  foîs  le  rayon  r  de  la 
terre,  supposée  sphérîque,  la  force  centripète  représen- 
tera l'action  ^  de  la  terre.  Cette  dernière  est  donc  ^ale  à 

1^^ ,  T  étant  la  durée  de  la  révolution  de  la  lune  autour 

de  la  terre ,  dont  la  valeur  en  secondes  est  3^3^  X  60;  on 
aura  donc 

47r»r 


S 


"60(89343)»' 

et ,  comme  2  tt  r  =  4000000,  il  vient 

4^00000  TT 

^""3.(39343)'' 

a 

ce  qui  ne  diffère  pas  êensiblement  de  ^j#—  ;  et  l'on  ne  trou- 
verait aucune  erreur  appréciable  en  ayant  égard  à*divcrses 
circonstances  que  nous  avons  négligées. 
.  Le  résultat  de  ce  calcul  fournissait  donc  une  confirma- 
tion de  cette  supposition,  que  toutes  les  molécules  de  la  ma- 
tière s'attirent  proportionnellement  aux  masses  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance,  et  que  la  pesanteur  à  la  sur- 
face de  la  terre  est  un  effet  de  cette  attraction ,  aussi  bien 
que  la  pesanteur  à  laquelle  la  lune  est  soumise  vers  le  même 
centre. 

• 

20.  Masses  des  planètes.  —  11  est  facile  de  déterminer 
le  rapport  de  la  masse  d'une  planète  à  celle  du  soleil ,  lors- 
que cette  planète  est  accompagnée  d'un  satellite  ayant  une 
masse  relativement  très-petite.  En  effet,  représentons  par 
M  la  masse  du  soleil ,  par  m ,  m'  celles  de  la  planète  et  de 
son  satellite ,  par  2a,  2  a'  les  grands  axes  des  orbites  de  k 
planète  et  du  satellite,  et  par  T,  T' les  temps  de  leurs  n^vo- 
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lutions^  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

—^z=:f[m-^m  ); 
d'où 

Or,  le  second  membre  peut  être  regardé  comme  sensible- 
ment égal  à  —  î  parce  que  m  est  très-petit  par  rapport  à 
M ,  ainsi  que  iw'  par  rapport  à  m.  On  peut  donc  écrire 

m  _  «'»  T* 

T  et  T'  sont  connus  par  l'observation ,  et  il  suffit  de  connaî- 

tre  une  valeur  approcbée  de  —  pour  en  déduire,  avec  une 

approximation  du  même  ordre,  le  rapport  de  la  masse  de  la 
planète  à  celle  du  soleil.  Newton  a  trouvé ,  par  ce  procédé, 
;~-j  pour  le  rapport  de  la  masse  de  Jupiter  à  celle  du  soleil. 
Des  procédés  plus  précis  ont  donné  ,-—5,  ce  qui  en  diffère 
très-peu. 

21 .  La  masse  de  la  terre  ne  peut  se  déterminer  très-exac- 
tement par  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  pour  les 
planètes  qui  ont  des  satellites ,  parce  que  la  masse  de  la  lune 
ne  peut  être  négligée  par  rapport  à  celle  de  la  terre  ;  néan- 
moins cette  méthode  donnera  un  moyen  de  vérification 
lorsque  l'on  connaîtra  le  rapport  de  ces  deux  masses.  Mais 
on  peut  parvenir  à  connaître  la  masse  de  la  terre  par  un 
autre  moyen  qui  ne  saurait  être  employé  pour  aucune  au- 
tre planète,  et  qui  résulte  de  la  connaissance  que  nous  avons 
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de  raltraction  qu'elle  exerce  sur  les  corps,  situés  à  sa  sur- 
face. Cette  attraction  est  égale  à  la  pesanteur,  augmentée 
de  la  composante  verticale  de  la  fprce  centrifuge.  De  plus, 
il  faut  avoir  égard  à  Faplatissement  de  la  terre,  et  Ton 
trouve  que,  sur  le  parallèle  dont  le  carré  du  sinus  de  la 
latitude  est  j,  et  dont  la  distance  r  au  centre  de  la  terre  a 
pour  valeur  r  =  636455 1 ,  Tattraction  G  de  la  terre  est  sen- 
siblement la  même  que  si  elle  était  spliérique  et  qu'elle  eut 
r  pour  rayon.  En  la  calculant  d'après  la  loi  de  la  variation 
de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre  (Mécanique  céleste), 
on  trouve  qu'elle  a  pour  valeur  9,81645,  ce  qui  est  un  peu 
supérieur  à  g. 

Si  donc  on  désigne  par  m  la  masse  de  la  terre ,  et  par/ 
l'attraction  mutuelle  de  deux  unités  de  masse  placées  à 
Tunîté  de  distance  Tune  de  l'autre,  on  aura 

G  =-Ç\=  9,81645, 

On  peut  tirer  de  là  la  valeur  de/^,  et  la  reporter  dans 
la  formule  ^  =  jf  (M  -+-  7w)  qui  se  rapporte  au  mouve- 
ment de  la  terre  autour  du  soleil.  Il  en  résulte 


T'                     m 

d'où 

M       4  tt'  a' 

Maïs 

on 

a 

T  =  86400.  (365,256374), 
et  la  valeur  de  la  parallaxe  du  soleil  donne 

a  =  23984.'*; 
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en  effectuant  les  calculs ,  on  trouvera 

-  =  354592,     ou     -=: 


/w  ^  M       354592 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  le  rapport  de  -la  densité  de  la 
terre  à  celle  du  soleil.  En  effet,  le  diamètre  du  soleil  est  égal 
à  iio  fois  celui  de  la  terre,  et  les  densités  de  deux  corps 
sont  entre  elles  comme  leurs  masses  divisées  par  leurs  vo- 
lumes; d'où  Ton  conclut  facilement  que  la  densité  de  la 
terre  est  à  peu  près  quadruple  de  celle  du  soleil. 

Si,  d'après  cela,  on  calcule  la  pesanteur  à  la  surface  du 
soleil,  on  trouve  qu'une  même  masse  y  pèse  29  fois  et  demie 
autant  qu'elle  pèserait  à  la  surface  de  la  terre  ;  et  que  les 
corps ,  abandonnés  à  la  libre  action  de  cette  force ,  y  par- 
courent un  espace  d'environ  i45  mètres  dans  la  première 
seconde ,  tandis  qu'à*  la  surface  de  la  terre  l'espace  qu'ils 

parcourent  dans  le  même  temps  n*est  que  -• 

22.  Les  masses  des  planètes  qui  n'ont  pas  de  satellites  ne 
peuvent  être  déterminées  par  le  procédé  du  n*^  18 ,  et  l'on 
a  recours,  pour  cela,  aux  perturbations  que  leurs  actions 
mutuelles  introduisent  dans  leur  mouvement  autour  du  so- 
leil. L'action  d'une  planète  étant  proportionnelle  à  sa  masse, 
on  conçoit  à  priori  que  le  trouble  apporté  par  cette  action 
dans  un  mouvement  produit  par  celle  du  soleil  peut  con- 
duire à  la  connaissance  du  rapport  de  la  masse  de  cette 
planète  à  celle  du  soleil.  Cette  importante  question  est  du 
ressort  de  la  mécanique  céleste,  et  nous  nous  bornons  à 
l'indiquer.  Ce  procédé  peut  s'appliquer  également  aux  pla- 
nètes qui  ont  des  satellites,  et  c'est  ainsi  qu'on  a  trouvé 
pour  la  masse  de  Jupiter. 


t  •  5  0 


Les  masses  des  satellites  d'une  même  planète  pourront 
cle  même  être  comparées  à  celles  de  leur  planète  au  moyen 
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des  perturbations  que  leurs  actions  mutuelles  apportent  k 
leur  mouvement  autour  de  cette  planète ,  et  Ton  en  déduira 
leurs  rapports  à  la  masse  du  soleil ,  puisqu'on  connaît  celui 
de  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil .  Il  y  aurait  encore 
ici  une  exception  pour  la  terre  qui  n'a  qu'un  satellite  ;  mais 
on  a  encore  ce  même  avantage  dont  on  a  profité  dans  la 
recherche  de  la  masse  de  la  terre  ]  c'est  la  connaissance  de 
ce  qui  se  passe  à  sa  surface.  En  effet,  la  lune  produit  à  cette 
surface  des  perturbations  provenant  de  l'inégalité  des  dis- 
tances de  ce  satellite  aux  différents  points  de  la  terre.  Ces 
perturbations  sont  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer.  Comme  le 
soleil  produit  sur  la  mer  des  effets  semblables ,  on  conçoit 
que  la  comparaison  de  ces  deux  effets  doit  conduire  au 
rapport  des  masses  de  la  lune  et  du  soleil.  Or,  cette  compa- 
raison est  facile  par  l'observation  des  marées  lunaires  et 
solaires  dont  les  lois  sont  différentes.  Nous  nous  bornerons 
à  dire  que  le  rapport  de  la  première  à  la  seconde  est,  dans 
le  port  de  Brest,  2,3533  (Mécanique  céleste)  5  par  un  cal- 
cul que  nous  ne  rapporterons  pas ,  on  en  déduit  le  rapport 
de  la  masse  de  la  lune  à  celle  du  soleil,  et,  par  suite,  à 
celle  de  la  terre.  On  trouve  ainsi  que  la  masse  de  la  lune 
est  j-;  de  celle  de  la  terre. 

En  considérant  la  terre  et  une  autre  planète  quelconque 
dont  nii  soit  la  masse ,  Ti  le  temps  de  la  révolution ,  et  «i  le 
demi-grand  axe  de  l'orbite,  on  obtiendra  l'équation 

<^;t^  _M-t- wt 

Si  donc  /Wj  et  Ti  sont  connus,  on  déterminera  le  rapport 

~î  et,  par  suite,  «i,  puisque  a  est  connu.  Cette  équation 

ne  serait  pas  propre  à  faire  connaître  mj,  parce  qu'une  er- 
reur dans  le  premier  membre ,  de  l'ordre  de  celle  que  nous 
avons  pu  admettre  dans  le  n^  48,  où  le  second  membre 
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éfait  —^5  en  produirait  ici  une  beaucoup  plus  considérable 

sur  ce  rapport  qui  n'est  qu'une  très-petite  partie  du  second 
membre,  de  sorte  que  l'erreur  pourrait  être  comparable  à 

la  quantité  inconnue. 

» 

23.  JusquUci  nous  n'avons  déterminé  que  les  rapports 
des  masses  des  planètes  et  du  soleil  ;  mais  on  peut  obtenir 
une  valeur  approchée  de  celle  de  la  terre ,  et  toutes  les  au- 
tres s'ensuivront.  Il  suffit,  pour  cela,  de  connaître  le  rap- 
port de  l'attraction  exercée  par  une  masse  connue  sur  un 
corps  quelconque  à  une  distance  donnée,  au  poids  de  ce 
corps  ;  et  c'est  à  quoi  l'on  peut  parvenir,  soit  par  l'équili- 
bre, soit  par  des  mouvements  oscillatoires  :  nous  nous  con- 
tenterons de  donner  une  idée  du  premier  moyen. 

Supposons  une  boule  d'un  petit  diamètre  suspendu  par 
un  fil  dont  la  longueur  est  /  et  soumis  h  l'action  d'une  sphère 
ayant  pour  rayon  R,  pour  densité  D,  et  son  centre  dans  le 
plan  horizontal  mené  par  l'extrémité  du  pendule,  à  une 
distance  a  de  ce  point.  Soient  d  et  rla.  densité  moyenne  et 
le  rayon  de  la  terre,  et  a  l'angle  formé  avec  la  verticale  par 
le  pendule  en  équilibre. 

L'attraction  exercée  par  la  sphère  sur  la  petite  boule 

dont  nous  désignerons  la  masse  par  m,  sera  f  n —  ?  et 

son  bras  de  levier  /  cos  a.  L'attraction  exercée  par  la  terre 
sera  j  TT  rdfm^  et  son  bras  de  levier  /  sin  a.  Les  moments  de 
ces  deux  forces  devant  être  égaux  pour  l'équilibre ,  on  en 
conclut,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 

R^D  R»D 

— —  cos  a  =r  rrf  sin  a ,     d'où     tanc  a  = •• 

Si  donc  on  peut  observer  l'angle  a,  qui  sera  nécessairement 
très-petit,  tout  sera  connu  dans  cette  équation,  excepté  d 
qui  se  trouvera  déterminé. 
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Une  observation  de  ce  genre  faite  par  Maskeline,  en 
Ecosse,  dans  le  voisinage  d'une  montagne  dont  il  avait  éva- 
lué approximativement  la  masse  et  la  distance  moyenne > 
lui  a  donné,  pour  la  densité  moyenne  de  la  terre,  une  valeur 
égale  à  quatre  ou  cinq  fois  celle  de  Teau. 

Une  expérience  faite  par  Cavendish,  et  dans  laquelle 
Tattraction  d'une  sphère  connue  produisait  des  oscillations 
dont  on  pouvait  déterminer  la  durée,  a  donné  à  la  terre 
une  densité  égale  à  cinq  fois  et  demie  celle  de  Teau. 

La  densité  moyenne  de  la  terre  étant  connue  avec  assez 
d'approximation ,  on  en  conclut  sa  masse  ainsi  que  celle  des 
autres  planètes  et  du  soleil. 

CHAPITRE  XII. 

CALCUL    DU    MOUVEMENT   DES   PLANÈTES    AUTOUR 

DU   SOLEIL. 

24.  Nous  avons  reconnu  que  les  mouvements  des  pla- 
nètes autour  du  soleil  sont  produits  par  une  force  attrac- 
tive, agissant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  et 
que  la  loi  de  la  force  serait  encore  la  même  si  les  trajectoi- 
res ,  au  lieu  d'être  des  ellipses ,  étaient  des  paraboles  ou  des 
hyperboles.  Nous  allons  maintenant  traiter  la  question  in- 
verse ^  nous  considérerons  une  force  dont  Fintensité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance ,  et  nous  nous  pro- 
poserons de  déterminer  de  la  manière  la  plus  générale  les 
trajectoires  qu'elle  peut  faire  décrire  au  point  attiré,  et  la 
position  de  ce  point  à  chaque  instant. 

Il  y  a  deux  cas  à  examiner,  suivant  que  le  centre  d'attrac- 
tion est  fixe  ou  mobile.  Il  est  d'ailleurs  très-facile  de  faire 
rentrer  le  second  cas  dans  le  premier,  en  supposant  que  les 
deux  points  ne  soient  soumis  qu'à  leur  action  mutueUe,  et 
en  outre  à  des  forces  accélératrices  égales  et  parallèles,  qui 
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ne  pourront  avoir  aucune  influence  sur  les  mouvements 

relatifs. 

En  effet,  soit  P  Faction  mutuelle  des  deux  points  dont 

les  masses  sont  respectivement  M  et  m  5  la  force  accéléra- 

P      . 
tri  ce  appliquée  au  point  m  sera  —  Si  donc  on  cherche  le 

mouvement  relatif  de  m  autour  de  M ,  il  faut  supposer  ce 
dernier  point  immobile,  et  considérer  le  premier  comme 
attiré  vers  lui  par  une  force  accélératrice  égale  à 


P       P 
m       M 


V«"*"m 


Quant  à  la  vitesse  initiale  qu'il  faudra  attribuer  à  m,  elle 
résultera  de  la  composition  de  sa  vitesse  initiale  absolue  et 
de  celle  de  M  prise  en  sens  contraire. 

Ainsi,  le  mouvement  relatif  de  deux  points  qui  s'attirent 
suivant  une  loi  quelconque ,  est  ramené  au  mouvement  ab- 
solu d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force  qui 
suit  la  même  loi,  et  ne  diffère  de  la  première  que  par  un 
coefficient  constant. 

25.  Nous  pouvons  donc  nous  placer  dans  l'hypothèse 
d'un  centre  d'action  immobile ,  et  nous  représenterons  par 

■^  la  force  accélératrice  qu'il  produit  sur  le  mobile.  Les 

équations  du  mouvement  seront 

~dF  "^  "~  7^  '      'dF  "~  ""  7â"* 

Les  principes  des  aires  et  des  forces  vives  donnent  les  deux 
intégrales  premières 

(l)  r^dQ  =  cdty 

&  et  c  étant  des  constantes  arbitraires. 
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Eliminant  dl  entre  ces  deux  équations ,  on  aura 

c'est  là  ce  qu'aurait  donné  Téquation  (3)  du  n"  i  ,  en  y 
supposant  (p  =:  -i-;- 

Elle  devient,  en  posant  -  =  -z, 

(3)  -j^  =  — C'Z»-+.  2fA2  4-^. 

Cherchons  d'abord  les  valeurs  des  constantes  i  et  c,  en 
supposant  qu'on  donne  la  position  initiale  du  point ,  ainsi 
que  la  grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  initiale.  Si  Ton 
désigne  par  r©  et  i^o  les  valeurs  initiales  de  r  et  de  i^,  l'équa- 
tion (2)  donnera 

h=zv\ !-. 

Quant  à  la  constante  c,  nous  avons  déterminé  généralemait 
sa  valeur  dans  le  n^  1  ;  elle  est 

C  r=:  To  Co  sin  a , 

a  désignant  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse  fait  avec  le 
rayon  vecteur  au  commencement  du  mouvement.  Les  deux 
constantes  &  et  c  sont  donc  déterminées. 

26.  Pour  connaître  l'équation  finie  de  la  trajectoire, 
il  faut  intégrer  l'équation  (  3  )  qui  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

dz 


dB=z 


V 


2  a  b 


? 
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et  il. s'agît  d'abord  de  savoir  lequel  des  deux  signes  il  con^ 
vient  de  prendre. 

Nous  considérerons  dO  comme  toujours  positif  5  dz  sera 
positif  quand  le  rayon  vecteur  décroîtra  lorsque  6  croîtra , 
et  négatif  dans  le  cas  coiftraire;  dans  le  premier  cas,  on 
prendra  le  signe  -{-  pour  le  second  membre  de  Téquation , 
et  le  signe  —  dans  le  second  cas,  le  radical  étant  toujours 
considéré  comme  positif. 

Il  faut  donc  d'abord  chercher  où  ont  lieu  les  changements 
de  signe  de  dz]  ils  correspondent  aux  valeurs  maxima  ou 
minima  de  ^ ,  et  on  leé  obtient  en  posant 

dz  ^  - 

---=:0,       ou      C*«» — 2az — 0  =  0; 
dB  r  » 

d'où 


Lorsque  z  passera  par  Tune  quelconque  de  ces  valeurs , 
on  devra  changer  le  signe  de  dz  et  le  conserver  jusqu'à  qc 
que  z  arrive  à  l'autre  valeur  5  alors  on  changera  de  nouveau 
le  signe  de  dz ,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'à  partir  de  la  posi- 
tion initiale  correspondante  à  r  =  ro ,  les  rayons  commen- 
cent par  croître ,  c'est-à-dire  que  l'angle  a  soit  aigu  :  alors, 
dz  étant  négatif,  on  a 

—  dz  —  dz 

(4)  ""  = 


d'où  l'on  tire ,  en  intégrant  à  partir  des  valeurs  9o  et  Zo  rela- 
tives à  la  position  initiale, 

C^Z^\t.  C^Zo—  it 

ô, —  00  =  arc  ces  ■,  —  arc  cos 


Vp»-f-6tf*  ^li^-hbc' 
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Si  Fon  pose  9o  —  arc  cos  ---  ^ — —  =  0i ,  la  valeur  de  9 
sera  donnée  par  l'équation  suivante  : 

(5)  6  —  0i  =  arccos-==r=Çr« 

Mais  il  y  a  une  observation  importante  à  faire  dans  ks 
intégrations  où  entrent  des  arcs  de  cercle,  et  qui  se  rap- 
portent aux  limites  entre  lesquelles  les  différentielles  con- 
servent la  même  expression.  Ainsi,  par  exemple,  la  diffé- 
rentielle de  arc  cos  u  est    ^  quand  l'arc  a  son  sinus 

v/i  —  «* 

positif;  elle  est,  au  contraire,  --==:  quand  le  sinus  est 

négatif. 

L'équation  (  5  )  n'est  donc  exacte  qu'en  supposant , 
comme  on  peut  toujours  le  faire,  que  l'on  prenne,  pour 
la  valeur  initiale  de  l'arc  qui  y  entré,  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  tt  ;  et  l'on  pourra  Tenàployer  tant  que  la  va- 
leur croissante  de  cet  arc  restera  comprise  dans  les  mêmes 
limites,  c'est-à-dire  jusqu'à  la  valeur  de  z^  pour  laquelle 
on  aura 


'—  =:  —  I,      OU 


V^fx»  -♦-  bc' 


et  quand  z  aura  passé  par  cette  valeur,  il  faudrait  changer 
de  signe  le  second  membre  de  l'équation  (4)  pour  qu'il  fût 
toujours  la  différentielle  de  l'arc.  Mais  cette  valeur  de  z  est 
précisément  l'une  de  celles  où  l'on  doit  changer  de  signe  le 
second  membre  de  cette  équation  pour  qu'il  soit  le  même 
que  celui  du  premier.  Donc  l'équation  (  5  )  subsiste  au  delà 
de  cette  valeur,  et  jusqu'à  ce  que  l'arc  soit  devenu  égal  à 
aTT,  puisqu'alors  le   sinus  redevenant  positif,  on  devra 
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chapg^r  le  signe  de  dz  pour  avoir  encore  la  différenlielle 
de  l'are.  Or,  quand  cet  arc  devient  2  it,  son  cosinus  devient 
1 5  et  Ton  a 

et  c'est  encore  là  une  valeur  de  z  après  laquelle  on  doit 
changer  le  signe  de  dz  pour  que  les  deux  membres  de 
Féquation  (4)  soient  de  même  signe.  Donc  enfip,  dans 
toute  l'étendue  du  mouvement,  Féquation  (5  )  subsiste  sans 
aucune  modification.  Et  la  discussion  serait  entièrement 
semblable  si  l'on  avait  supposé  Fangle  a  obtus ,  c'est-à-dire 
si  les  rayons  commençaient  par  décroître  :  l'arc  se  trouve- 
rait avec  un  signe  contraire  dans  l'équation  (5),  et  cette 
forme  devrait  être  conservée  dans  toute  l'étendue  du  mou- 
vement. Ce  changement  de  signe  donnerait  pour  Ôj  une 
valeur  différente  de  la  précédente  \  mais,  à  cela  près,  le  ré- 
sultat ne  différerait  pas  de  celui  que  nous  allons  déduire  de 
l'équation  (5). 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

^    =  cos(ô  —  9,); 


remettant  pour  z  sa  valeur  ->  on  obtient 


c' 


(6) 


H- i/i  +  -^cos (0  —  0, 


) 


Cette  équation  est  celle  d'une  section  conique  dont  le  pôle 
occupe  un  foyer.  Elle  représentera  une  ellipse  si  b  est  né- 
gatif, une  parabole  s'il  est  nul,  et  une  hyperbole  s'il  est 
positif. 

En  effet,  l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  un  de  ses 
II.  ^  4 
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foyers  lest  •  ' 

a{i  —  e^)   p 


I  -h  «  cos  «        I  4-  ^  cos  « 

(ù  désignant  Tangle  formé  par  le  rayon  vecteur  avec  Taxe  de 
la  courbe,  du  côté  du  sommet  le  plus  voisin  du  foyer  ;  a,  e 
et  p  représentent  le  demi-grand  axe,  l'excentricité  et  le  de- 
mi-paramètre. Les  deux  équations  deviennent  identiques  ^ 
si  l'on  pose 

(7)  Ô  —  Ô,  =  0),       e'=i4--_,      ii(i-^^')=:jD  =  — 

La  seconde  de  ces  équations  ne  peut  avoir  lieu  que  si  t 
est  négatif,  puisque  dans  l'ellipse  on  a  e  <^  i .  Dans  ce  cas, 
e  est  déterminé  par  cette  équation,  et  est  réel,  puisque  le 
second  membre  est  positif^  a  est  déterminé  par  la  dernière, 
et  la  première  apprend  que  ô,  est  l'angle  formé  avec  Taxe 
des  X  par  Taxe  de  Tellipse,  du  côté  du  sommet  le  plus  voi- 
sin de  l'origine  des  coordonnées. 

L'équation  d'ime  parabole  dont  le  paramètre  est  2/7  est 

;.  := L ,  les  angles  étant  comptés  à  partir  de  la  droite 

I  -H  cos  w  *^  *r  i 

menée  du  foyer  au  sommet.  L'équation  (6)  sera  identique 
avec  elle  si  l'on  a 

Q —  ô,=z=w,      0  =  0,      p  =  — • 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  6  =  o,  la  trajectoire  est  une  para- 
bole dont  l'axe  est  la  droite  menée  par  l'origine ,  et  faisant 
l'angle  di  avec  l'axe  des  x  ;  le  sommet  est  du  côté  correspon- 
dant à  cette  direction,  et  le  paramètre  est 

Enfin,  si  l'on  a  J  >  o,  l'équation  (6)  pourra  être  iden- 
titiée  avec  la  suivante  : 


1  -f-  e  cos  w         i  -h  e  cos  w 
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dans  laquelle  e  est  supposé  plus  grand  que  Tunité,  e(  qui 
représçute  une  branche  d'hyperbole,  dans  l'intérieur  de  la- 
quelle est  le  foyer  pris  pour  pôle  :  les  angles  «t>  sont  comptés 
à  partir  de  la  droite  menée  du  foyer  au  sommet  de  cette 
branche.  Il  suflSra,  pour  établir  l'identité  des  deux  équa- 
tions ,  de  poser 

bc''  ,  ,  c^ 

Ces  équations  déterminent  e  et  a,  et,  par  conséquent, 
dans  le  cas  de  6  ]>  o,  la  trajectoire  est  une  branche  d'hy- 
perbole dont  Torigine  occupe  le  foyer,  et  dont  l'axe  fait  un 
angle  Ôi  avec  l'axe  des  x. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que,  quelle  que  soit  la  section 
conique  décrite  en  vertu  de  la  force  centrale,  on  a  toujours 

p  z=z  "j  p  désignant  son  demi- paramétre.  Ainsi  la  con- 
stante c ,  ou  le  double  de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps 
par  le  rayon  vecteur  du  mobile,  est  toujours  proportion- 
nelle à  la  racine  carrée  du  paramètre  de  sa  trajectoire  :  elle 

est  égale  à  cette  racine  multipliée  par  }/[i, 

27.  On  peut  facilement  obtenir  l'équation  de  la  trajec^ 
toire  en  cordonnées  rectangles ,  et  l'on  retrouvera  les  résul- 
tats que  nous  venons  de  déduire  de  l'équation  polaire.  On 
prendra  pour  axe  des  x  la  droite  menée  de  l'origine  sous 
l'angle  Q  avec  l'axe  des  0:5  ce  qui  donnera 

j?=  rco8(9~-ô,),     j  =  rsin  (Ô  — 0,),      x^-hj»=:r^. 

Eliminant  cos  (9  — :  9^)  entr«  la  première  de  ces  équations 
et  l'équation  (6),  on  obtient 


=P ^  i/  iH 
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d'où  l'oia  déduit 

ëquaiiou  qui  représente  une  ellipse  si  i  est  négatif,  une 
-  parabole  s'il  est  nul^  et  une  hyperbole  s'il  €St  positif* Dans 
les  trois  cas ,  l'axe  sur  lequel  sont  comptés  les  ,r  est  un  axe 
de  la  courbe,  et  l'origine  est  un  foyer,  puisque  la  valeur  de 
r  en  fonction  de  x  est  rationnelle. 

On  peut  observer  que  la  nature  de  la  trajectoire  ne  dé- 

pendant  que  de  i,  dont  la  valeur^  est  p] -j  ne  dépend 

que  de  la  distance  initiale  et  de  la  grandeur  de  la  vitesse 
initiale,  mais  nullement  de  la  direction  de  cette  vitesse.  Ce 
résultat  coïncide  avec  celui  que  nous  avions  déjà  obtenu 
par  une  autre  voie. 

L'équation  de  la  trajectoire  étant  coii^ue ,  il  ne  reste  plus 
qu'à  déterminer  les  coordonnées  du  mobile  en  fonction  de 
t  :  c^est  là  ce  que  l'on  appelle  ordinairement  le  problème 
de  Kepler. 

Nous  ferons  le  calcul  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une 
ellipse ,  comme  cela  a  lieu  pour  toutes  les  planètes  :  nous 
la  rapporterons  à  des  coordonnées  polaires  r,  6,  et  nous 
compterons  les  angles  à  partir  de  la  direction  de  la  droite 
qui  va  du  foyer  au  sommet  le  plus  voisin.  Cela  revient  à 
supposer  0,  =  o,  ou  o)  =  65  nous  aurons  alors 

r  =z  — i ^  9 

I  -f  <?  CCS  Ô 

dans  laquelle  a  et  e  sont  des  quantités  que  nous  avons  déter- 
minées d'après  les  données  initiales. 

Si  Ton  élimine  une  des  deux  quantités  0  et  r  entre  les 
équations  (i),  (2),  on  en  obtiendra  une  entre  t  et  l'une  des 
coordonnées 5  en  l'intégrant,  on  connaîtra  cette  coordon- 
née en  fonction  de  f ,  et  l'autre  coordonnée  s'en  déduira  en 
fonction  de  ï,  d'après  l'équation  de  la  trajectoire. 
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Elimiuaut  aiusi  dô ^on  obtient 

;         de'  r'^    r     '      ' 

d'où 

rdr 


'dt=z± 


Si  Ton  prend  pour  origine  des  temps  Finstant  où  l'on  a 
0  ==  G,  la  planète  est  au  sommet  le  plus  voisin  du  foyer,  qui 
correspond  k  r=  a  (i —  e),et  qu'on  nomme  le  pénhélie. 
Le  point  diamiétralement  opposé  de  l'ellipse  se  nomme 
Vaphélie^  le  rayon  vecteur  est  alors  à  sa  plus  grande  va- 
leur, dont  l'expression  est  r  =  a  (i  -f-e).  D'après  cela,  dr 
est  positif  depuis  le  périhélie  jusqu'à  Taphélie,  et  négatif 
depuis  ce  dernier  point  jusqu'au  retour  au  périhélie.  Ainsi , 
dans  la  première  moitié  de  la  trajectoire,  on  doit  prendre 

l'équation 

rdr 

de  = 


^br'  4-  2  f*  /*  —  c^ 

et  daûs  Vautre  moitié,  on  changera  le  signe  du  second 
membre.  On  intégrerait  facilement  celle  expression,  au. 
moyen  d'un  arc  de  cercle  et  d'un  radical  algébrique.  Cette 
forme  serait  peu  favorable  au  calcul  de  o  en  fonction  de 
t  ',  et  il  est  plus  convenable  d'infrôduire  une  nouvelle  varia- 
ble au  lieu  de  r. 

Si  l'on  observe  que  /•  est  toujours  compris  entre  a  (i  —  e) 
et  a  (i  -H  e),  on  voit  qu'on  peut  poser 

r  =  û[(i  —  ecosu). 

Cet  angle  u  passe  en  même  temps  que  9  par  les  valeurs 
0,  71,  2  7r;  on  lui  a  donné  le  nom  d  anomalie  excentrique ^ 
(il  l'angle  0  s'appelle  anomalie  vraie  de  la  planète. 

L' équation  de  l'ellipse  étant  d'ailleurs 
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X  étant  l'abscisse  comptée  à  partir  da  centre,  on  voit  {Ji^*  4) 
que  II  n'est  autre  chose  que  Tangle  AON,  N  étant  le  point 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe,  qui  a  la  même  abscisse  que 
le  point  M  de  l'ellipse. 

En  faisant  cette  substitution  dans  la  valeur  de  dt^^  et  re- 
mettant, au  lieu  des  constantes  &,  c,  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (7),  qui  sont 

,  tt  /  . 

6  =  —  -f      c'=r^ûr(i  —  e'j, 

il  vient 


=  a  \/-.(i  —  tf  cos«)  du, 
V   f* 


dt 


Si  l'on  int^re  cette  équation,  en  observant  qu'on  a  en 
même  temps  ^  =  o,  m  =  o,  et  si  Ton  fait,  pour  abréger, 


Va        n 


on  obtient 
p       n 

nt  =z  u  —  esmu\ 

celte  équation  détermine  u  en  fonction  de  ^,  et  Tqd  aura 
ensuite  r  au  moyen  de  l'équation 

rz=.  a  [\  —  c  cos  u). 

Enfin  0  sera  connu  d'après  l'équation  de  la-  trajectoire.  On 
aura  d'abord,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  r. 


tf  ces  u  =z 


I  -h  e  ces  6 


d'où 


ces  u  —  e 
cos  ô  =r 


1  —  e  cos  u  ' 


par  suite 


(i  —  ^)  (i  H-  cos  w) 

1  4-  cos  9  =  ^ -4-^ 

I  —  e  cos  u 

(i-\-c)(\  —  cos  tt) 

I  —  cos  ô  =  ^ — : 

I  —  e  cos  u     ' 
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et,  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre, 

I  i-  c 

lang'  7  ô  = tang  y  u  ; 

I  —  e 

prenant  les  racines  avec  le  même  signe,  puisque  u  et  6  sont 
nuls  en  même  temps ,  on  a 


t'=\/i^: 


langue  =  y  ^— ^ungi«. 

On  pourrait  encore  obtenir  directement  cette  valeur  de  9  en 
fonction  de  u.  En  effet , 

cdt  cdr  du  , 

Pour  intégrer  cette  équation,  on  posera 

lang|w  =  z, 


€r  qui  donnera 

du 


---=2rfr; 


ces'  y  tt 


observant  ensuite  que  l'on  a 

cos  u  =  ces'  I  «  —  sin'  y  // , 
il  viendra 

2,dz  sJi  —  e^ 
dB  =  ~ -T-  ? 

I  —  e  4-  (i  -h  ^Jz* 

d'où  

-j  9  =  arc  tang  z  i  / h  c, . 

La  constante  Cj  est  nulle,  puisqu'on  doit  avoir  en  même 
temps  9  =  0,  ^  =  05  on  aura  donc 


4. 
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où 


*'=\/is- 


tang  i^^  ô  =r  W -— .  tang  i  tt. 

La  cobrdonnéiE;  6  est  donc  connue  en  fonction  de  u  et,  par 
saite,def.  ,  ' 

28.  La  durée  T  de  la  révolution  de  la  planète  «e  dé- 
duira de  l'équation  nt  =  u  —  e  sin  u ,  en  y  faisant  ii  =  2 rr, 

eq  crui  donne  T=  —  =  un  ai  /— 

C^est  aussi  la  valeur  que  Ton  obtiendrait  en  divisant  Faire 
de  l'ellipse  par  celle  que  décrit  le  rayon  vecteur  pendant 

Tunité  de  temps,  et  dont  la  valeur  (Bst-j  c,  0U7  ^fxa  (i— e'). 

En  effet,  les  demi-axes  de  l'ellipse  étant  a  et  a  ^i  —  e*, 

son  aire  est  égale  à  na*  yi—^e^y  et  si  on  la  divise  par 

-Vpa(i — e*),  on  trouve  2 ïr ai/— 

Quant  à  la  vitesse  en  chaque  point,  elle  est  donnée  par 
l'équation  i^*  =  fx  ( J  >  qui  se  déduit  de  la  formule  (2) 

en  y  remplaçant  &  par  sa  valeur  —  -• 

29.  Les  formules  précédentes  qui  expriment  t,  d  aa 
moyen  de  la  variable  auxiliaire  u ,  peuvent  facilement  être 
démontrées  géométriquement. 

Soient  O  {figé  4)  le  centre  de  l'ellipse ,  F  le  foyer  que 
l'on  considère,  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  Nie 
point  où  l'ordonnée  MP  prolongée  rencontre  le  cercle  décrit 
sur  le  grand  axe  A  A'  comme  diamètre  5  on  aura  ^ 

]i|p        if 

Cherchons  d'abord  t^en  fonction  de  m 5  et,  pour  cela, 
considérons  le  secteur  elliptique  MFA  décrit  pendant  le 


DEuxiinv  paetie:  —  dynamique^  57 

temps  t.  Le  double  de  Taife  décrite  dans  Tunité  de  temps 
ayant  été  désigné  par  c  dont  la  valeur  est ,  eomm!e  nous 

Pavons  vu ,  ^11  a  (i  —  e* ),  oii  aura 

sect.  MFA  =  A ^  Vfx« (i  —  <?')  = ï 1, 

en  faisant,  comme  précédemment,  -^^  =  n. 

a  y  a 

Or,  on  peut  avoir  une  seconde  expression  du  mème.secteui: 
en  fonction  de  u.  En  effet,  on  a,  en  observant  que  les  or- 
données correspondantes  à  la  même  abscisse  dans  Fellipse 
et  le  cercle  sont  dans  le  rapport  constant  de  £  :  a, 

sect.  MFA  =  -  sccl.  NPA  =  y/i  — £?»(NOA  —  NOF)-  ^ 


mais 


ivTrx  4        «'          ^Trx«       NO .  OF  sin  u       a'  e  sin  « 
NOA  =  -—  M,      NOF  = 2 = z '•) 


2  22 

donc 

sect.  MFA  =  — (u  —  e  sin  a). 

2         ^ 

Égalant  les  deux  valeurs  du  secteur,  on  retrouve  Téquation 
déjà  obtenue 

72/  =  a  —  e  sin  u. 

Enfin ,  ou  obtiendra  une  équation  entre  Q  et  n  en  égalant 
les  deux  expressions  de  r  en  fonction  de  chacune  de  ces 
quantités ,  et  l'on  retombera  sur  Téqualion 


*'  =  v^S 


tangi  Ô  =  y  y— ^  tang  |  u. 

30.  Avant  de  procéder  au  développement  des  coordon- 
nées de  la  planète  en,  fonction  du  temps ,  nous  allons  mon-* 
trer  comment  les  formules  précédentes  se  simplifient  lors- 
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que  Ton  peut  négliger  les  puissances  de  e  sapérienres  à  la 
première;  ce  qui  est  permis  ponr  la  plupart  des  planètes, 
avec  ane  assez  grande  appronmation. 
L  équation  u  =  n/  +  e  sin  u  donne 

«  =  /i/-h  ^sÎD  [ml  -f-  r  sin  If), 

et ,  en  négligeant  e*^ 

tt  =  ni  -h  f  sin  ni. 
Or,  on  a 

r  z=:  a- 1  —  e cos  «r ) ; 

donc ,  en  négligeant  encore  e',  on  aura 

r  =  û(i  —  ccosnt), 

U  ne  reste  plus  à  déterminer  que  0.  On  pourrait  le  tirer  de 
Téquation  de  la  trajectoire  dans  laquelle  on  remettrait  pour 
r  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver.  Mais  il  vaut  mieux 
le  calculer  directement  d'après  Téquation 


r-fiS  =  c€li=z  di  yV«(ï  —  ^')- 

Eu  négligeant  le  carré  de  e,  Téquation  de  la  trajectoire 
donne 

r^=za,i — ecos9)     et     r*=:a'(i — 2<?cosOj, 
et ,  par  suite , 

a  y^ 

d'où,  CD  intégrant  et  observant  qu'on  a  en  même  temps 
e  =  o,  0  =  o, 

nt  =  0  —  2  r  sin  0 , 

etj  par  suite,  en  négligeant  e*, 

^  =  nt  -^  2e^n  nt. 
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31.  Le  mouvement  angulaire  delà  planète  serait  uni- 
forme ,  si  Ton  pouvait  négliger  le  terme  2  e  sin  nt.  Mais  on 
peut  toujours  se  représenter  un  point  dont  le  mouvement 
angulaire  aurait  pour  équation  9  =  /zf ,  et  qui  partirait  du 
périhélie  en  même  temps  que  la  planète  -,  il  passerait  encore 
en  même  temps  qu'elle  à  l'aphélie,  parce  que  pour  ce  point., 
on  a  0  =  71 ,  et ^  par  conséquent,  sin  nt  =  o.  Dans  la  pre- 
mière moitié  de  la  trajectoire,  la  planète  réelle  est  en  avant 
de  la  planète  fictive,  d'une  quantité  angulaire  dont  la  va- 
leur approchée  est  2  ç  sin  nt ,  et  que  Ton  nomme  Y  équation 
du  centre.  Dans  la  seconde  moitié,  au  contraire,  c'est  la 
planète  réelle  qui  est  en  arrière  de  l'autre,  puisque  sin  nt 
est  négatif;  elle  la  rejoint  au  périhélie,  et  le  même  mouve- 
ment recommence  et  se  reproduit  indéfiniment. 

On  donne  a"  cet  angle  nt  le  nom  à* anomalie  moyenne^ 
on  l'appelle  encore  le  moyen  mouvement  de  la  planète. 

La  considération  de  cet  astre  fictif  est  utile  dans  le  cas 
de  la  terre  pour  la  détermination  du  temps  moyen.  On 
corrige  ainsi  l'inégalité  du  mouvement  du  soleil  dans  l'é- 
cliptique  5  il  reste  encore  à  corriger  celle  qui  provient  de 
l'inclinaison  du  plan  de  l'écliptique  sur  celui  de  l'équa- 
leur  ;  et  c'est  à  quoi  Ton  parvient  en  imaginant  un  second 
astre  fictif  dont  le  mouvement  est  uniforme  et  compris 
dans  le  plan  de  l'équateur.  C'est  lui  qui  détermine  ce  que 
l'on  appelle  le  temps  moyen  ;  il  coïncide  quatre  fois  dans 
Tannée  avec  le  temps  irai  qui  est  indiqué  par  le  soleil  réel. 

Nous  allons  maintenant  chercher  le  développement  des 
valeurs  des  deux  coordonnées  /•  et  0  de  la  planète  en  fonc- 
tion de  t.  Nous  nous  servirons ,  à  cet  effet ,.  d'une  formule 
importante  due  à  Lagrange*,  et  quoiqu'elle  se  rapporté 
naturellement  au  cours  de  calcul  différentiel,  il  ne  sera 
peut-être  pas  inutile  d'en  donner  ici  la  démonstration. 
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Formule  de  Lagmnge  pour  le  développement  de  certaines 
'  fonctions  implicites, 

32.  Considérons  la  fondions  de  la.  variable  a:  «  déter- 
minée  par  l'équation 

(i)  2  =:x  4- a/(3), 

y  désignant  une  fonction  donnée  quelconque,,  et  a  une  quan- 
tité très-petite  par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  nous 
nous  proposons  de  développer  z.  Les  coefficients  de  ces 
puissances  seront  des  fonctions  de  x  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, et,  d'après  le  théorème  de  Maclaurin,  seront  les 
valeurs  que  l'on  obtient  en  faisant  a  =  o  dans  z ,  et  toutes 
ses, dérivées  par  rapport  à  a,  a:  étant  regardé  conune  une 
constante.  La  questio.n  se  réduit  à  trouver  la  loi  de  ces 
dérivées.  - 

Ce  premier  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui 
que  nous  avons  en  vue ,  et  qui  a  pour  objet  le  développe- 
ment d  une  fonction  quelconque  de  z ,  suivant  les  puis- 
sances de  a. 

Au  lieu  du  développement  que  nous  cherchons,  on  pour- 
rait, par  des  substitutions  successives,  obtenir  des  valeurs 
de  plus  en  plus  approchées  de  z.  Ainsi,  en  substituant, 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (i),  à  z  sa  première 
valeur  approchée  de  x ,  on  aurait 

Substituant  maintenant  cette  nouvelle  valeur  plus  appro- 
chée dans  le  même  membre,  on  obtiendrait 

et  l'on  pourrait  continuer  ainsi  indéfiniment^  maison  au- 
rait, de  cette  manière,  des  formules  très-compliquées ,  et 
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qui  ne  permettraient  pas  d'apprécier  le  degré  d*ap{>roxima- 
tion  •,  et  c'est  pour  cette  raison  qu'on  a  cherché  un  dévelop- 
pement ordonné  suivant  les  puissances  de  a,  et  qui  est 
d'autant  plus  convergent  que  a  est  plus  petit. 
D'après  la  formule  de  M aclaurin ,  nous  aurons 

ldz\           /d^z\     a}                 [d'^z\         a" 
3  =  3o4-(-7-     a+     — ^... .+     -_.)  : ^.  . .  .  . 

11  faut  donc  connaître  la  valeur  de  z  et  de  ses  dérivées  par 
rapport  à  «,  quand  on  y  fait  a  =  o.  L'équation  (i)  montre 
que  z  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  x\  ainsi  -z©  =  ^5  et  il  reste 

T^  )  * 

Pour  cela,  commençons  par  différentier  partiellement 
l'équation  (1)  par  rapport  à  chacune  des  deux  quantités  x 
et  a ,  considérées  comme  variables  indépendantes  ;  nous 
aurons 

-  =  ,  +  «/'(.)-,  _=/(,) +  „/'^.)_, 

et,  en  éliminant/'  (z)^ 

Cette  formule  ramène  les  différentiations  de  z  par  rapport 
à  a,  à  celles  de  z  par  rapport  à  x,  dont  l'emploi  est  très- 
avantageux,  comme  on  va  le  reconnaître. 

On  tirera  déjà  de  là  (;7— )o5  ^ar,  dans  l'hypothèse  de 
«==0,2  devient  j: ,  et  -j-  devient  i^  ce  qui  donne 


l-X-^M. 


/dz 

V' 
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'  Pour  obtenir  --r-^j  différéntions  les  deux  membres  de  1  equa- 
lion  (2)  par  rapport  à  a ,  il  vient 

dH  dz  dz  -      d^z 


da}  dddx  dxda^ 

d^  z 
on  obtiendra  en  différenliant  par  rapport  à  je:  la 

dz  .  , 

valeur  de  —  >  fournie  par  Féquation  (a)  ;  ce  qui  donne 


doL 


d'z  .,  ,   ^  /dzV       ^.    .d^z 


=  /'WbiH-/(-)T7zr^ 


dxdoL  \dx  J  dx 

et,  substituant,  dans  le  premier  terme  de  la  dernière.équa 
dz^ 
dot. 


dz 
lion ,  à  —  sa  valeur  donnée  par  cette  même  équation,  ôii 


d^z 
aura  la  valeur  suivante  de  -—  au  moyen  de  dérivées  de 

z  par  rapport  à  x , 

—  =./(.)/' (3)  (^-)   4- (/zr_; 


et  comme  ce  second  membre  est  la  dérivée ,  par  rapport  à 
dz 
dx 


dz 

Xy  de  (/i)*  -j-f  on  aura  enfin 


dz 
dx 


(3)  .       ,      _  , 

^  ^     '  da'  dx 

et  faisant  a  =  o, 

d'z\  _d,{/xy 


( 


doi}  j  Q  dx 


Or,  nous  allons  voir  que  toutes  les  dérivées  suivautes  uf 
z  par  rapport  à  a  s'obtiennent,  pour  «  =  o,  par  des  diiH'- 
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rentiations  par  rapport  à  x ,  effectuées  sur  les  différentea 

puissances  de/* (a:). 

d^  z     , 
Pour  avoir  la  valeur  de  -7—-  ?  il  faudrait  différenlier,  par 

rapport  à  a,  le  second  membre  de  T équation  (3)5  et, 
comme  l'ordre  des  différentiations  par  rapport  k  x  ei  a 
est   indifférent ,   on  pourra   commencer  par  dîfférentier 

(yi)*  —  par  rapport  à  a,  puis  le  résultat  par  rapport  à  x:. 

Mais,  pour  n'avoir  pas  à  recommencer  toujours  les  mêmes 

réductions,  nous  allons  considérer  généralement  9  (^)  ~r^ 

en  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  a ,  et  la  ramener  à  des 
dérivées  par  rapport  à  x. 
On  aura  d'abord 

h^^^'iS  dz  dz  d^z 

doL  ^    ^     '  d<ldx^^^     ^  dxdoL   ' 

ixz        d^  z 

remettant  pour  —  ?  ■  les  mêmes  valeurs  que  précédem- 

CL  OL       uX  U  CL 

ment,  cette  expression  devient 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  dérivée ,  par  rapport  à  j: ,  de 
dz 
dx 


dz 
^  [z]  f  (z)  -Y*  On  a  donc  la  formule  générale 


da  dx 


Au  moyei^  de  cette  formule,  on  aurait  déduit  l'équa 
lion  (  3  )  de  l'équation  (  2  ) ,  en  supposant  9  (  z )  =  ^  { 2  ) 
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Si  Ton  suppose  maintenant  ç  (z)  =  (yi)*,  on  aura 

'  ■'[(^)-£]_4'^'-s];      . 

doL  dx 

et,  par   conséquent,  en  différentiant  T^uation  (3)  par 
rapport  à  a ,  on  obtiendra 


d^z 


d  OL*  dx^ 

d*z 
Supposant  ensuite  (f  (z)  =  (/i)',  on  passera  à  ^j-j-?  et  la  loi 

que  ces  premières  formules  manifestent  s'observera  indéfi- 
niment; car,  si  Ton  a 

en  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  en  fai- 
sant usage  de  l'équation  (4),  et  en  prenant  (f  {z)  =  (fz)% 
on  obtiendra 


^«+ 


.^_.»[(/.r-^] 


ce  qui  fait  voir  que  la  loi  supposée  pour  l'ordre  n  a  lieu  poui 
le  suivant ,  et  conmie  elle  se  vérifie  pour  les  premières  déri- 
vées, elle  a  lieu  pour  toutes;  on  a  donc  généralement  la 
formule 

Si  l'on  y  fait  a  =  o,  on  aura 

dz 
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et,  par  sùile,  '         . 

[(A)""] 


dx""-^ 


Le  développement  de  z  sera  donc 

,^.       ,  '        i.îîcte  1.2.3      da:^ 

(o)     i 

1 . 2 . .  •  /7i       dlr**-* 

33.  Passons  au  problème  plus  général  dont  l'objet  serait 
le  développement  d'une  fonction  quelconque  F  (z),  suivant 
les  puissances  de  a ,  en  supposant  que  z  soit  toujours  déter- 
miné par  l'équation  (i). 

La  formule  de  M aclaurin  donne 


F(z)  =  F(z)o4-(5^)^«4.(^)- 


-4- 

2 


/d'^¥\         g"* 
\t/a'"  /oi.2.  .  . 


~^  ' I  •  .  •  • 


Le  premier  terme  n'est  autre  chose  que  F  (x),  puisque  z 
devient  a:,  pour  a  =  o.  Reste  k  déterminer  généralement 


id^F\ 

\da'^  ) 


0 

On  aura  d'abord 

lI  =  F'(z)^  =  F'(.)/(z)f. 
dcf.  doL  ^  ^   '  dx 

Pour  avoir -r— 9  il  faut  différentier  le  second  membre  par 
dcr 

rapport  à  a  ^  ce  qui  se  ramènera  à  des  différentiations  par 

«"apport  à  X,  au  moyen  de  l'équation  (4).  On  trouve  ainsi 


,p_4f;(4w;|] 


d}_ 

dcf}  dx 
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Celte  ëquatlou  conduit  de  même  à  la  suivante 


<^{f(.)(/.)»^] 


et  ainsi  de  suite,  en  augmentant  à  chaque  fois  Texposant 
de  f[z)  d'une  unité,  ainsi  que  l'indice  de  la  dîfféreniia- 
lion  du  produit  entre  ces  parenthèses.  On  a  donc  généra- 
lement 


^«p 


./-.[f'(3)(/z)-^] 


fia'"  dx"^^ 

Si  maintenant  on  fait  a  =  o  dans  cette  formule ,  il  faudra 

dz 
dx 


dz 
remplacer  z  par  .r  et  -7-  par  i  ;  d'où  résultera 


d'»V\  ___  d'^'[r[x)[fxY] 

On  connaîtra  donc  tous  les  coefficients  du  développement 
de  F  (z)  en  dilTérentiant,  par  rapport  à  x^  des  fonctions 
connues  de  celte  variable.  La  formule  à  laquelle  on  parvient 
ainsi  est 


F(.)  =  F(.)4-ar(.)/(..)  +  -^'^tF(^)(A)V.. 

\  .2,  .  ,ni  dx^"^ 


Solution  du  problème  de  Kepler. 

34.  Ce  problème  a  pour  objet  le  développement  des  va- 
leurs des  deux  coordonnées  polaires  r  et  6  d'uiie  planète, 
eu  fonction  de  la  variable  indépendante  t.  Nous  le  résou- 
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(Irons  5  pour  le  cas  du  mouvement  elliptique  et  dans  l'hypo- 
thèse où  e  serait  une  très-petite  fraction ,  comme  cela  a  lieu 
pour  la  plupart  des  planètes  :  pour  Torbile  de  la  terre  par 
exemple,  on  a 

e  =o,oi6853i8. 

Nous  avons  obtenu  entre  r,  0,  f  et  la  variable  auxiliaire 
u ,  les  trois  équations  suivantes  : 

(8)  w  = /ff  4- ^sina, 

(g)  r  =  fl(i  —  ecostt), 


(lo)  tang|9=  i/-î^tang|«; 

elles  détermineraient  commodément  ^ ,  r  eiO  pour  une  va- 
leur quelconque  de  u  ,  mais  ce  ne  serait  que  par  des  inter- 
polations pénibles  qu&  l'on  pourrait  connaître  /*  et  Q  pour 
une  valeur  donnée  de  f ,  et  c'est  pour  éviter  cet  inconvé- 
nient qu'on  a  cherché  à  exprimer  directement  ces  quantités 
en  fonction  de  ^. 

L'équation  (8)  rentre  dans  l'équation  (i)  en  faisant  dans 
celle-ci 

On  aura  donc  immédiatement  le  développement  de  ii 
suivant  les  puissances  de  e,  en  faisant  ces  substitutions  dans 
la  formule  (6).  On  trouvera  d'abord,  en  laissant  x  pour 
abréger, 

e^   d,sin*x  (^      f/'""~'.sin'"a: 

/«  =  jc-f  <?smjr-| 1-...-^ r-—-^ — -I-.... 

1.2       dx  I.2.../7;       ax^^^ 

Exprimons  maintenant  les  puissances  de  sin  x  au  moyen 
des  sinus  ou  cosinus  des  multiples  de  .r,  et  effectuons  ensuite 
l«s  différentiatîons  indiquées  5  nous  obtiendrons  les  deux 
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suites  d*équatioiis 

2  sin'  x=i  —  cos  2  X  +  I , 

ix' sin* X  =  —  sin  3  x  -4-  3  sin  x, 

2'  sin^  X  =  cos  4-3?  —  4  ^^s  2x4-3, 

2*  sin*  X  =  sih  5  X  —  5  sîn  3  x  +  i  o  sin  x , 

2*sin®x  =  —  cos6x  4-6cos4'î?  —  i5co8  2x  -4-  lo, 

et  en  difïerentîant ,  après  avoir  dlvîsé  par  la  puissance  de  2 
qui  est  facteur  dans  les  premiers  membres , 

rf.sin'x 

=  sm  2  X , 

ax 

flf  * .  sin'  X 3'  sin  3  X  —  3  sin  x 

dx^      ■"  ?  ' 

r/^.sin^x 


=  2'  sin 4 -P  —  ^^\vi2.x^ 


d* , sin*  X 5* sin  5 .r -^  5 . 3^  sin  3 x  -f-  lo  sin  x 

"~5i<       ■"  2<  ' 

ffi  sm^  X 

— 1- =  3* sin 6 X  —  6. 2* sin 4-^  -î-  3 . 5  sin  2 X. 

ax* 

Faisant  ces  substitutions ,  puis  remplaçant  x  par  nty  on  a 
u=:  nt  -h  e  sin  «/H sin  2  nt 

2 

H — -  (3  sin  3nt  —  sin  nt) 

2 

(il)     /  H 5(2sin4'?^  —  sin2«r) 

2*0 

H — p-^  (5'  sin  5  nt  —  3*  sin  3  /?f  4-  2  sin  nt) 

-4 ir-7;f3*sin6«/  —  2^sin4'î^4-5sin2ffrt+-' 

2*. 3.5^ 

Maintenant  que  l'on  peut  trouver  u  d'après  une  n^^^ 
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quelconque  de  f ,  on  pourrait,  au  moyen  des  équations  (9) 
et  (10) ,  connaître. r  et  9  pour  chaque  valeur  de  f  5  mais  il 
vaut  mieux  encore  éviter  l'intermédiaire  u  et  exprimer 
immédiatement  ces  quantités  en  fonction  de  t. 

35.  Expression  du  rayon  vecteur  en  fonction  du  temps. 

—  D'après  l'équation  (9),  -  est  une  fonction  connue  de 

u,  et  pourra  se  déterminer  au  moyen  de  la  formule  {j)y 
dans  laquelle  il  faudra  faire 

Y  {x)  =  I  -^  tfcoso:; 
par  suite, 

F'(^)  =  e?  sinar, 

et,  comme  dans  le  cas  précédent, 

a=:c,     f[x)  =  ^\nxy     x^=^nl. 

On  aura  donc  d'abord 

r  .  ,  é^d.ûvi^x        e*    d\s\n^  x 

-=:  l  —  e  COS  X  -\-  €^  SIH*  X  -\ — 1 p- 

a  2       ax  2,6       dx^ 


2,3.4       ^^^ 

Mais  on  a 

« 

sin'ar 

— 

ces  2  a:  -4-  I 

> 
2 

d,s\n^x 

— 

— 

3  cos  3  X  -f-  3  ces  x 

dx 

7} 

dx' 

d' 

.sin* 

X 

dx" 

d* 

.sin* 

x 

= 2  cos  4  ^  -H  2  COS  2  X , 

—  5^  cos  5  X  -h  5 .  3^  cos  3  a?  —  5.2  cosx 


T*  — ' 


—  3*  cos  6x4-6.2* cos  ^x  —  3.5  cos  2x 
dx*  2 
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r 


Substituant  dans  la  valeur  de  -9  et  remettant  ni  au  lieu  de 


a:,  6n  a  la  formule  cherchée 


a 


r  e^ .  .      c^ 


-  =  I  —  cco^nt (QO'àint  —  1) :(3cos3«^ —  3cos/?/) 


e^ ,       ,  »        e* 


(la)   /  — ^-(cos4«^ — cos2/?^) r3(5'cos«^ — 5.3^cos3/î^-+-5.2a)s///) 

I        «j-  2  •  «j 

tt:,  (3^ C0& 6 nt —  2* cos Lnt-\^5 cos int)  — ....  ' 

2*. 5^  ' 

36.  Expression  de  Vanomalie  vraie  en  fonction  du 
temps.  —  Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  9  en  fonction  de  t. 
L'équation  (lo),  au  moyen  de  transformations  élégantes  de 
M,  dues  à  Lagrange,  fera  d'abord  connaître  9  en  fonction  de 
sin  II ,  sin  2  £/,  etc.  Remplaçant  ensuite  ces  dernières  quan- 
tités par  les  développements  ordonnés  suivant  les  puissances 
de  e,  on  aura  la  solution  de  la  question. 

Substituant  d'abord  aux  tangentes  les  rapports  du  sinus 
au  cosinus,  et  à  cetix-ci  leurs  expressions  en  exponentielles 
imaginaires,  l'équation  (10)  deviendra,  en  désignant  par  e 
la  base  du  système  de  logarithmes  népériens. 


.o>/-. 


d'où  Ton  tire 


j       I  — — __ —  •   .  ■  ■  ■  -         ■  ^ 

6"^-'(\/ 1  —  ('  —  v^i  4-  6')  4-  \/i  —  c  4-  V^i  -f- 

Posons 

v/7+7'—  v^i  — 


c 


^i-hc-hs/i  —  c       I  +  y/i  —  f' 
nous  aurons 


6  — 1    6  . ) 
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et ,  prenani  les  logarithmes  des  deux  membres ,  puis  divisant 

par  V^^, 

On  peut  développer  les  logarithmes ,  puisque  X  est  plus  petit 
que  Puni  té  ;  et  si  l'on  remplace  les  exponentielles  imaginaires 
par  des  sinus  et  cosinus,  on  aura  enfin 


0  =  w  H-  2  (  X  sin  f«  4-  -  «in  2  â  H-  77  sin 

2.  3 


3  w  +  V  sin^  a  -f-, . .  j 


Il  faut  maintenant  substituer  à  u,  sin  z^,  sin  2  u, , , ,  leurs 
développements  ordonnés ,  par  rapport  aux  puissances  de  c , 
d'après  la  formule  de  Lagrange.  La  valeur  de  u  est  déjà 
donnée  par  Téquation  (ii);  et  sîn  w  s'en  déduit  d'après 
l'équation  (8) ,  qui  donne 

u  —  ni        .  c    . 

sin  u  z= =  sin  nt  H —  sm  2  nt 

e  2 

-\ — -  (  3  sin  3  «/  —  sin  71/  )  4- ...  . 

2^  ^  ' 

On  trouvera  ensuite,  par  la  formule  de  Lagrange, 

sin  2  «  =  sin  7.rtt  -\-  e  (sin  Znt  —  sin  nt)  -\-  c'^{ sin  4  /'^  — -  sin  2  nt) 

H — j-r  (4 sin 71/ — 27 sin 3/2/ -4- 25 sin 5/2^)4-..., 
2  •  o 

sin  3  /«  i:r  sin  3 72/  H —  (Zûxx^nt  —  3  sin  2 nt ] 

2  ^  ' 

H — -(i 5  sin  5 72/ —  18  sin  3  71/  4-  3  sin  72^) 

^3 

-4-  ^  (9sin6/î/  — 12  sin 4^2/  -f-  3 sin  2  7î7)-f-.-.. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  développer  les  puissances  de  X  suivant 
celles  de  c?. 
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Pour  cela ,  posons 

I  H-  v^i  — <?»  =  E; 
d'où 

E' 

nous  pourrons  développer  E"'',  suivant  les  puissances  de  eS 
au  moyen  de  la  formule  (7) ,  dans  laquelle  il  faudra  sup* 
poser 


On  aura  ainsi 


et ,  comme  ou  a 

X  =  cE-, 
on  aura 

-a       a»»*'  2 .  2<>+< 

2.3.  2^'+« 

Substituant  aux  diverses  puissances  de  X  les  valeurs  résoî- 
lant  de  celte  formule,  ou  aura^  en  négligeant  les  puissances 
de  e  supérieures  à  la  sixième, 

^  riz  nt  -^  [le  —  -7^'\ — tt cM  sin /if 

\        4       96   / 

/5  ,     II  .      17    A  .  /i3  ,     43  A  .  ,  , 

ri3)    /  ^^        ^^         '^"^    '  ^^^        ^    ^ 

^      ^    ^  /io3    ^       45i     \    .     , 

H-  (  — ^  c'  —  -73-  <?«  )  sin  4  'ï^ 
\96  4^0    / 

I0Q7     ,    .      I.  1223    ^    .      ., 

H —^  fî*  sin  5  «/  H TT—  «?  sm  o  nt , 

900  900 


DEUXIÈME    PARTIE.    —     DYNAMIQUE.  ']3 

OU ,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  e , 


(4) 


B=  nt  -h  ^e  sin  nt-^  je^  sin  2  nt 
-—::  (iS.sin  3nt  —  3  sin  ni) 

(  I  o3  sin  ^nt  —  44  ^^°  ^  ^^) 


e* 


2*.  3 

g  ^-^  (1097 sinS /zf  —  645 sin 3 «/ H-  5o sin 71^)4- - •• . 
2  .0  •  o 


On  voit  qu'en  négligeant  les  puissances  de  e^  supérieures 
à  la  première,  les  formules  (12)  et  (i3)  donnent,  comme 
nous  l'avions  précédemment  obtenu  pour  ce  degré  d'ap- 
proximation, 

r=z  a  {i  —  e  ces  nt) , 
B  z=z  nt -h  2  e  sin  nt. 

CHAPITRE  XIII . 

MOUVEMENT    D'uN    SYSTÈME    QUELCONQUE   DE   POINTS. 

37.  Il  n'y  a  lieu  de  considérer  que  le  cas  où  il  existe  des 
liaisons  entre  les  points  du  système;  car  sans  cela  le  mou- 
vement de  chacun  d'eux  se  déterminerait  isolément,  comme 
nous  l'avons  vu  précédemment. 

Supposons  donc  qu'il  existe  des  liaisons  qui  puissent 
s'exprimer  par  des  équations ,  et  soient 

L  =  o^     M==o,     N  =  o,... 

un  nombre  k  d'équations  qui  doivent  avoir  lieu  à  chaque 
instant  entre  le  temps  et  les  coordonnées  de  ces  divers 
points.  Si  l'on  donne  en  grandeur  et  en  direction  les  forces 
qui  sollicitent  chacun  d'eux,  et  qui  dépendent  soit  de  leur 
position ,  soit  du  temps  5  si  l'on  connaît ,  de  plus ,  la  position 


74  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

initiale  de  tous  les  points,  ainsi  que  les  directions  et  les 
grandeurs  de  leurs  vitesses  initiales  ,  il  est  évident  que  le 
mouvement  esf  complètement  déterminé,  et  que  les  coor- 
données de  chaque  point  dépendent  du  temps ,  d'une  ma- 
nière qui  n'a  plus  rien  d'arbitraire.  Si  donc  on  désigne  par 
n  le  nombre  des  points  matériels  du  système^  comme  on 
connaît  déjà  h  équations  entre  leurs  Zn  coordonnées,  il 
reste  encore  à  trouver  3  w  —  k  équations  entre  ces  mêmes 
coordonnées  et  le  temps  \  et  le  problème  se  trouvera  com- 
plètement résolu,  puisqu'on  pourra  assigner  à  chaque 
instant  la  position  de  tous  les  points ,  et  par  suite  toutes  les 
circonstances  du  mouvement.  Ces  équations  s'obtiennent 
au  moyen  du  principe  suivant,  qui  est  dû  à  d'Alemberl. 

Principe  de  d!Alembert. 

38.  Ce  principe  a  pour  objet  de  ramener  la  détermination 
du  mouvement  d'un  système  quelconque  à  la  considération 
de  l'équilibre  de  ce  même  système. 

Lorsq&e des  points  sont  soumis  à  certaines  liaisons,  les 
forces  qui  leur  sont  appliquées  ne  leur  donnent  pas  le  même 
mouvement  que  s'ils  étaient  entièrement  isolés  et  libres. 
Si  l'on  pouvait  évaluer  les  forces  qui  proviennent  de 
ces  liaisons,  en  les  joignant  pour  chaque  point  à  celles  qui 
y  sont  directement  appliquées,  on  pourrait  les  considérer 
tous  comme  entièrement  libres  et  isolés.  Désignons  parw 
la  masse  de  l'un  quelconque  d'entre  eux,  et  par  jr, 
Yj  z  ses  coordonnées  5  les  trois  composantes  de  toutes  les 
forces  ainsi  calculées  devraient  donc  respectivement  être 
égalées  à 

(Px  cPy  dH 

(tf^  de  de 

dont  nous  représenterons  la  résultante  par  Q. 
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Cela  posé,  soit  P  la  force  donnée  qui  agit  sur  le  point  m  \ 
appliquons  à  ce  point  la  force  Q ,  et  une  force  égale  et 
contraire  Qi ,  et  agissons  de  même  pour  tous  les  autres 
points;  rijen  ne  sera  changé  ni  dans  le  mouvement,  ni 
dans  les  etlbrts  exercés  sur  les  différentes  parties  du  sys- 
tème, puisque  les  forces  introduites  se  détruisent  deux  à 
deux  sur  un  même  point ,  et  par  conséquent  n'établissent 
aucune  action  lentre  deux  points  différents. 

Mais  le  point  m  pourrait  être  considéré  comme  libre  si 
Ton  introduisait  les  forces  que  produisent  sur  lui  les  liaisons 
du  système  5  donc  ces  dernières  doivent  exactement  dé- 
truire P  et  Qi ,  puisque  la  force  Q  produirait  sur  ce  point 
libre  le  mouvement  qu'il  suit  réellement.  Et  si  les  forces 
Pet  Q,  n'étaient  pas  détruites  par  celles  qui  proviennent 
des  liaisons,  elles  se  composeraient  avec  elles  et  donne- 
raient une  résultante  qui,  conjointement  avec  Q,  devrait 
produire  sur  le  point  libre  le  même  mouvement  que  lia 
force  Q  seule ,  ce  qui  est  absurde.  D'où  il  suit  que  les  liai- 
sons du  système  développent  à  chaque  instant  des  forces 
qiii  font  équilibre  aux  forces  P  et  Qi ,  relatives  à  tous  les 
points.  On  peut  donc  énoncer  le  principe  suivant  qui  est 
dû  à  d'Alembert  : 

Dans  le  moui^enient  d'un  système  quelconque  de 
points  soumis  à  des  liaisons  quelconques ,  et  sollicités 
par  des  forces  quelconques ,  il  y  a  équilibre  à  chaque 
instanty  au  moyen  de  ces  liaisons^  entre  ces  forces  et  des 
forces  égales  et  directement  opposées  à  celles  qui  produis 
raient  sur  chaque  point  matériely  supposé  librcy  le  moui^e-^ 
ment  qu'il  suit  réellement ,  ou,  en-  d'autres  termes ,  entre, 
ces  forces  et  les  forces  d'inenie  développées  par  chaque 
point  du  système. 

Quant  aux  cflbrts  exercés  sur  le  système,   ils  peuvenB 
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varier  à  chaque  instant,   et  sont  produits  par  les  forces 
variables  qui  s'y  font  continuellement  équilibre. 

39.  Voyons  comment  ce  principe  conduit  à  la  détermi- 
nation du  mouvement  de  chaque  point,  en  fournissant 
autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coordonnées  indépendantes. 
Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  connues  de  la 
force  totale  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m\  par 
X',  Y',  TJ  celles  qui  se  rapportent  au  point  /n',  et  ainsi  de 
suite,  ces  forces  pouvant  être  nulles  pour  un  nombre  quel- 
conque de  ces  points  \  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  devra 
y  avoir  à  chaque  instant  équilibre  sur  le  système  entre  ces 
forces  et  celles  dont  les  composantes  sont,  pour  chacun  des 
mêmes  points  respectivement , 

d?x  d^y  â^z 

—  m   -r — t      —  m  — r — 5      —  m  — r— ? 
dt"  dt^  de 

,  d}jd  ,  d^y'  ,  d'z' 

dt^  df  dt* 


Xy  y^  z,...  désignant  les  coordonnées  de  ces  diflférenls 
points.  En  d'autres  termes ,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre 
les  forces  suivantes ,  appliquées  respectivement  aux  points 
/w,  m',...,  parallèlement  aux  axes  de  coordonnées 

d*x  .  .  d'à/ 

Y—  w-^,î     Y'—  'w'-^vî 
dt'  dt^ 

_  d^z        _,  ,d:^z' 

Les  conditions  d'équilibre  seront  exprimées  par  l'équation 
suivante  que  donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  en 
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supposant  les  axes  rectangulaires  : 


(0    2 


V  dt^  j 


=  o. 


Sz 


dx^  dy^  dz  désignent  les  composantes  du  déplacement 
infiniment  petit  quelconque,  que  l'on  pourrait  faire  subir 
au  point  [x^y^  z),  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
sans  violer  les  conditions  du  système,  telles  qu'elles  sont 
au  moment  même  que  l'on  considère ,  et  le  temps  n'étant 
pour  rien  dans  la  considération  des  déplacements,  ou 
vitesses  virtuelles,  dx^  ây^  âz.ha  somme  2  s'étend  à  tous 
les  points  matériels  du  système,  et  les  quantités  X,  Y,  Z 
seront  supposées  nulles  pour  ceux  auxquels  aucune  force 
ne  sera  appliquée. 

L'équation  (i)  renferme  3  n  variations,  le  nombre  des 
points  étant  ti;  et  elles  doivent  satisfaire  aux  Al  équations 
différentielles  des  équations  données  L  =  o,  M  =  o, 
N  =  G,.,.,  ce  qui  donne 


(2) 


dx 

rfL 

^y 

-h 

■^dx^'^ 

-+-  .. 

•     ^^^» 

o, 

dM^ 
dx 

•  •  •  t    •  • 

dM 

dy 

k     •     •      • 

^y 

•     •     < 

■  .  • 

dz 

•4-  .. 

•    •    • 

t        • 

Éliminant  h  variations,  au  moyen  de  ces  équations,  il  n'en 
restera  plus  que  3  n  — h  complètement  indéterminées.  En 
égalant  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  d'elles ,  on  ob- 
tiendra 3/1 —  A  équations  qui,  jointes  aux  h  premières, 
détermineront  les  coordonnées  de  tous  les  points  en  fonc- 
tion du  temps.  Le  problème  se  trouve  donc  ainsi  ramené  à 
l'intégration  d'équations  différentielles. 
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40.  Si  l'on  niulliplie  les  équations  (si)  par  des  indéter- 
niinées  X,  fz,  v,...,  qu'on  les  ajoute  à  l'équation  (i),  et  qu'on 
égale  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  des  variations ,  on 
aura 

cfx        ,  r/L  r/M  rfN 

d'Y  dh  dM         r/N 

dt^  dy  dy  dy 

d}z        ,  r/L  </M  ^N 

/  —  w    ---  +  A  --—  -h  fA  —p  -f-  V  —-  H- .  .  .  r=r  o, 
r'//^  ^3         '     «2  dz 

,d'x'  flL  du         dN 


Si  Ton  élimine  les  k  indéterminées  X,  jx,  v,...,  on  ob- 
tiendra 3/1  — A  équations  différentielles  du  second  ordre 
entre  a:,  y^  z^  x\.,,  et  le  temps  t.  Ces  équations  seront  les 
mêmes  que  si  Ton  avait  éliminé  k  variations,  comme  nous 
l'avons  d'abord  indiqué;  mais  ce  procédé  a  l'avantage  que 
nous  avons  déjà  reconnu,  quand  nous  l'avons  appliqué  au 
principe  des  vitesses  virtuelles  ;  il  détermine  les  forces  dont 
les  équations  de  condition  tiennent  lieu;  et  les  valeurs  des 
quantités  X,  fx,  v,...  feront  connaître  les  efforts  qu'éprou- 
vent à  chaque  instant  les  liens  qui  assujettissent  les  points 
à  satisfaire  à  ces  équations. 

Si  le  système  est  déterminé  par  d'autres  variables  que 
les  coordonnées  de  ses  points  ,  on  suivra  toujours  la  même 
marche  ;  et  l'application  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
fera  toujours  connaître  autant  d  équations  qu'il  y  a  de 
variables  indépendantes  ;  de  sorte  qu'en  les  joignant  aux 
équations  de  condition,  on  pourra  toujours  déterminer  tou- 
tes les  variables  en  fonction  du  temps  ;  ce  qui  est  précisé- 
ment l'objet  que  l'on  se  propose. 

41 .  Dctermination  des  constantes .  — Les  constantes  in- 
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troduiteâ  par  l'intégration  des  in  —  k  équations  différen- 
tielles seront  an  nombre  deôn  —  2  7c  ;  et  on  les  détermineraf 
par  les  données  de  l'état  initial,  c'est-à-dire  au  moyen  des 
positions  de  tous  les  points ,  ainsi  que  des  grandeurs  et  des 
directions  de  leur  vitesse,  à  un  certain  instant,  qu'on  pren- 
dra pour  origine  des  temps.  Ces  positions  initiales  ne  sont 
pas  entièrement  arbitraires,  parce  que  leurs  coordonnées 
doivent  satisfaire  aux  k  équations  données  :  de  sorte  qu'on 
ne  peut  se  donner  arbitrairement  que  in  —  kde  ces  coor- 
données. De  même  aussi,  les  composantes  de  leurs  vites- 
ses doivent  satisfaire  aux  k  équations  qu'on  obtient  entre 

-T-î  -y-v?  en  différentiant  les  k  équations  données;  d'où 

il  suit  qu'on  ne  pourra  se  donner  arbitrairement  que 
in  —  k  composantes  des  vitesses  initiales.  Ainsi,  pour  que 
l'état  initial  soit  entièrement  déterminé,  ce  qui  est  indis- 
pensable, il  faut  que  l'on  se  donne  6n  —  2  A  quantités, 
qui  peuvent  être  choisies  tout  à  fait  arbitrairement;  mais 
on  ne  peut  pas  s'en  donner  davantage. 

Cela  posé,  quand  on  aura  intégré  le  système  des  équa- 
tions différentielles ,  on  aura ,  pour  déterminer  toutes  les 
coordonnées  des  n  points,  d'abord  les  k  équations  données, 
et  ensuite  ifi  —  k  équations,  renfermant  6n  —  nk  con- 
stantes arbitraires.  Ces  in —  k  équations  devant  être  satis- 
faites à  chaque  instant,  on  y  fera  «  =  o,  et  on  remplacera 
les  coordonnées  par  leurs  valeurs  initiales  :  il  en  résultera' 
in  —  k  équations  entre  les  constantes  et  des  quantités  con- 
nues; les  k  équations  restantes  seront  nécessairement  satis- 
faites, puisque  l'on  a  dû  choisir  les  coordonnées  initiales, 
de  telle  sorte  que  les  liaisons  exigées  eussent  lieu.  Diffé- 
rentiant ensuite  les  i  n  —  k  équations  entre  les  coordon- 
nées ,  on  en  aura  un  égal  nombre  entre  les  composantes 
des  vitesses;  et  si  Ton  y  substitue  les  valeurs  initiales  des 
coordonnées  et  de  ces  composantes,  on  aui*a  in  —  À  nou- 
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velles  équations  entre  les  constantes  arbitraires  et  des 
quantités  connues.  On  aura  donc  enfin  6n  —  2  Al  équations 
pour  déterminer  les  6n — 2  A  constantes.  On  en  pourra 
donc  tirer  les  valeurs  de  ces  inconnues ,  et  les  coordonnées 
de  tous  les  points  du  système  seront  complètement  déter- 
minées en  fonction  du  temps. 

Ce  que  ton  entend  par  forces  instantanées.  Leur  mesure. 
Détermination  du  mouvement  quelles  produisent.  Su- 
perposition de  leurs  effets. 

42.  Nous  avons  démontré,  dans  le  n^  260,  tomel, 
qu'une  force  constante  pouvait  être  mesurée  par  la  quantité 
de  mouvement  qu'elle  a  produite,  divisée  par  le  temps 
employé  à  la  produire  \  d'où  il  résulte  que  pour  produire 
une  quantité  de  mouvement  déterminée,  il  faut  que  la  du- 
rée de  l'action  soit  d'autant  moindre  que  la  force  employée 
est  plus  grande ,  mais  qu'il  n'y  a  aucune  force  qui  puisse  y 
parvenir  sans  employer  un  certain  temps.  Néanmoins,  si 
l'effet  est  produit  dans  un  temps  si  court ,  que  rien  n'ait  pu 
changer  sensiblement  dans  les  positions  des  points,  on 
pourra ,  dans  la  plupart  des  cas,  faire  abstraction  de  ce 
temps  ;  et  pour  indiquer  cela ,  nous  donnerons  à  la  force  le 
nom  de  force  instantanée. 

Pour  mesurer,  soit  la  valeur  constante  d'une  pareille 
force,  soit  sa  valeur  moyenne,  si  elle  est  variable,  on 
pourrait  la  rapporter  à  l'unité  ordinaire,  et  l'on  aurait 
pour  mesure  la  quantité  de  mouvement  produite,  divisée 
par  la  durée  de  l'action.  Mais  cette  durée  n'étant  pas  ap- 
préciable, au  moins  dans  le  cas  où  il  peut  y  avoir  quelque 
utilité  à  considérer  ce  genre  de  force,  il  vaut  mieux  ne  pas 
l'introduire  dans  la  mesure,  et  se  borner  à  la  quantité  de 
mouvement.  On  supposera  alors  à  l'action  la  durée  que 
l'on  voudra,  pourvu  qu'elle  soit  extrêmement  petite*,  les 
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effets  n'en  dépendront  nullement,  comme  nous  allons 
le  faire  voir,  en  donnant  le  moyen  de  les  calculer.  Ainsi 
nous  mesurerons  une  force  instantanée  par  la  quan*- 
tité  de  mouvement  qu^elle  produit  en  agissant  sur  un 
point  matériel  libre  en  repos.  Et  comme  la  décomposition 
des  forces  se  fait  de  la  même  manière  que  celle  des  vi^ 
tesses,  il  s'ensuit  que  les  composantes  d'une  force  iustan*- 
tanée,  prises  parallèlement  à  des  directions  données 
d'après  les  mêmes  règles  que  pour  les  forces  continues,  ne 
sont  autre  chose  que  les  forces  instantanées  qui  correspon^- 
draient  aux  composantes  de  la  vitesse  totale  suivant  les 
mêmes  directions. 

Enfin,  comme  les  composantes  de  la  vitesse  d^un  point 
matériel,  parallèles  à  trois  axes  fixes ,  se  trouvent  aug- 
mentées par  Faction  de  forces  quelconques  de  la  même 
manière  que  si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  il  s'ensuit 
que  les  composantes  de  la  force  instantanée  qui  agit  sur 
un  point  matériel  en  mouvement,  sont  mesurées  par  les 
quantités  de  mouvement  correspondantes  aux  accroisse- 
ments des  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point. 

43.  Pour  déterminer  l'effet  de  forces  instantanées  sur 
un  système  quelconque  déjà  en  mouvement,  appliquons 
Féquation  (i)  à  ces  forces,  en  négligeant  toutes  les  autres 
qui  ne  peuvent  produire  aucun  effet  appréciable  pendant 
la  durée  totale  6  de  ces  actions,  dont  les  unes  peuvent 
cesser  avant  les  autres.  Les  valeurs  de  x,  y,  z^  x',...  peu- 
vent être  regardées  comme  invariables  pendant  ce  temps  ; 
et  il  est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  même  de  dx^  dy^  ^-z, . . . . 
En  efiet,  ces  variations  satisfont  aux  équations  différen- 
tielles de  L  =  o,  M  =  o,...,  dans  lesquelles  t  est  considéré 
comme  une  constante.  Or,  cette  constante  ne  changeant 
qu'infiniment  peu,  dans  Tintervalle  de  temps  que  l'on 
II.  6 
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considère,  les  quantités  âx,  ày^...  ne  peuvent  changer 
que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles- 
mêmes  ,  et  doivent  par  conséquent  être  considérées  comme 
invariables.  Intégrons  maintenant  l'équation  (i)  par  rapport 
à  f ,  en  prenant  pour  limites  le  commencement  et  la  fin  de 
rintervalle  B\  désignons  par  mX,  m  Y,  mZ  les  compo* 
«antea  de  la  force  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m; 

et  par  A  -^,  A  -^i  A   4  ks  intégrales  de  —^  dt.-r^dt. 
^  dt  de  de  °  dt*  ^  dt^     ^ 

iPz    ,  .  ,  .  j  ,  ,     dx 

-T-^  dtj  qui  sont    les    accroissements  des    quantités  -yf 

d '^      dz 

-^»   -7-?  nous  obtiendrons  ainsi  Téquation 


ml  .     _  .1  =0. 


Or,  la  force  appliquée  à  la  masse  m  ayant  pour  com- 
posantes mXf  mY,  mZ,  les  intégrales  mflLdl ,  m/Ydl, 
mfZtdt  sont  les  composantes  de  la  quantité  de  mouve- 
ment que  produirait  cette  force  dans  le  temps  d,  et,  pr 
conséquent ,  les  composantes  de  la  force  instantanée  y 
d'après  le  sens  que  nous  attachons  à  cette  dénomination. 
Si  on  les  représente  par  Xi,  Y],  Xj,  l'équation  précédente 
devient 

(3)  XI  ^      *^    \    ':l  1=0. 

z. 

Mais  si  la  masse  m  était  libre ,  les  composantes  de  I« 
force  instantanée  qui  changerait  les  composantes  de  M 
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vitesse ,  de  la  même  manière  qu'elles  Tont  été,  seraient 

dx  dr  dz 

A  ///  — -  î      AW  A  -T-  9      w  A  —  • 
dt  dt  dt 

Donc  réquatîon  (3)  exprime  qu'il  y  a  équilibre  entre  les 
forces  instantanées  qui  ont  agi,  et  les  forces  instantanées, 
prises  en  sens  contraire ,  qui  produiraient  le  même  change- 
ment dans  le  mouvement  de  chaque  point  s'il  était  entiè- 
rement libre  :  ces  dernières  forces  ne  sont  autre  chose  que 
les  forces  d'inertie  correspondantes  au  changement  brusque 
des  vitesses.  Le  principe  de  d'Alembert  s'applique  donc 
aux  changements  brusques  comme  à  ceux  qui  s'opèrent 
d'une  manière  continue  dans  le  mouvement  d'un  système 
quelconque,  en  entendant  que  les  forces  instantanées  se 
mesurent  par  la  quantité  de  mouvement  qu'elles  communia 
queraient  à  un  point  libre. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  accroissements  des 
composantes  des  vitesses,  ainsi  déterminés,  sont  indépen- 
dants des  grandeurs  de  ces  vitesses,  et  sont  les  mêmes  que 
si  le  système  était  en  repos  au  moment  où  agissent  les  forces 
instantanées. 

Et  l'on  voit  encore  que  les  vitesses,  après  l'effet  des  for- 
ces instantanées,  sont  les  mêmes  que  si  le  système  partait 
du  repos  et  fût  sollicité  par  les  forces  instantanées  données, 
auxquelles  on  joindrait  d'autres  forces  capables  de  com- 
-  maniquer  au  système  en  repos  les  vitesses  dont  les  diffé- 
rents points  sont  animés  à  l'instant  que  Ton  considère. 

44.  Lorsque  l'on  aura  éliminé  de  l'équation  (3)  toutcar 
les  variations  qui  dépendent  des  autres ,  et  qu'on  aura  égalé 
à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  resteront ,  les  équations 
ainsi  obtenues  renfermeront  linéairement  les  composantes 
des  forces  instantanées ,  et  les  accroissements  des  compo- 
santes des  quantités  de  mouvement;  et,  de  plus,  aucun 
terme  ne  sera  indépendant  de  ces  quantités.  Ces  équations , 

6. 
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jointe»  aux  éqaatioûs  de  condition,  dont  on  déduira,  par 
la  diffërentîation,  des  équations  renfermant  linéairement 
à  tous  leurs  termes  les  accroissements  des  composantes 
des  vitesses,  détermineront  toutes  les  quantités  inconnues 
dx 

Or,  d*après  la  théorie  des  équations  du  premier  degr^, 
les  dénominateurs  de  leurs  valeurs  seront  indépendants 
de  X,,  Yi,  Zi,  X'i,...,  et  leurs  numérateurs  les  renferme^ 
ront  linéairement  et  sans  termes*  indépendants.  Donc,  si 
les  forces  instantanées  varient  toutes  dans  un  même  rap- 
port, les  accroissements  des  composantes  des  vitesses  va- 
rieront dans  ce  mèmie  rapport.  Et  plus  généralement,  si 
Von  consif/ère  autant  de  systèmes  que  Von  ^voudra  Je 
Jorces  instantanées ,  les  accroissements  des  composantes 
des  vitesses  de  chaque  point,  seront  les  sommes  des  accrois' 
sements  qui  correspondraient  à  chaque  système  de  Jorces 
agissant  séparément  sur  le  système  des  points  en  repos. 

On  arrriverait  à  la  même  conséquence  sans  s^appuyer  so^ 
la  résolution  des  équations  dû  premier  degré,  et  par  la  seule 
observation  que  nous  avons  faite  sur  la  forme  des  équations 
de  la  question. 

Ainsi ,  les  effets  que  produirait  chacune  des  forces,  si 
elle  agissait  seule,  se  produisent  en  même  temps  sans  se 
nuire  ^  ils  se  superposent  les  uns  aux  autres  :  et  en  estimant 
les  vitesses  acquises  suivant  les  mêmes  directions,  elles 
s'ajoutent  pour  former  la  vitesse  totale  acrpiise  dans  ces^ 
direction». 

CHAPITRE  XIV. 

APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  D'aLEMBERT   A  QUELQUES 

EXEMPLES. 

45.  Supposons  que  deux  points ,  liés  par  un  fil  ineitfn- 
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sîble,  soient  posés  sur  deux  plans  inclinés  dont  rintersec^- 
tion  soît  horizontale ,  et  de  telle  sorte,  que  leur  sytème  soit 
toujours  compris  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cette 
intersection. 

Soient  m,  tn!  les  masses  de  ces  points;  d,  0'  les  angles 
que  les  plans  font  avec  la  verticale^  x,  a/  les  distances  AB;, 
ÂC  {fig-  5)  de  ces  points  au  point  A  ,  commun  aux  deux 
plans ,  et  /  la  longueur  du  fil. 

Les  forces  qui  produiraient  sur  les  points  libres  le  mou- 
vement qui   a    lieu    réellement    seraient  respectivement 

d^x  d'^x' 

m  -TY,  m!  —^9  et  agiraient  dan«  les  directions  AH,  AK, 

Celles  qui  agissent  effectivement  sont  nig^  ^ gt  ^t  sont  di- 
rigées dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Il  doit  donc  y  avoir  équi- 
libre dans  le  système  entre  les  premières  forces  prises  eu 
sens  contraire,  et  les  dernières  prises  dans  le  sens  même  de 
la  pesanteur. 

Pour  exprimer  cet  équilibre,  nous  concevrons  un  dépla» 
cement  virtuel  Infiniment  petit  quelconque,  en  observant 
qu'on  peut  regarder  les  points  comme  obligés  à  rester  dans 
le  plan  AHK  perpendiculaire  à  Fintersection  des  deux  plans 
inclinés;  car  le  mouvement  réel  ayant  nécessairement  lieu 
dans  ce  plan,  on  peut,  sans  y  rien  cbanger,  supposer  que 
les  points  sont  assujettis  à  y  rester. 

Soient  àx^  àbé  les  variations  de  x^  od  \  la  somme  des 
moments  virtuels  égalée  à  zéro  donnera 

d'^x  d"^  x' 

—  m  -7-5-  ^x  —  m*      ^    ^x*  -|-  m^  cos  0  ^jc  4-  m' ^  ces  0'  ^ jc'  =  o, 

«t  comme  on  a 

x  H-  x'  =  /, 
il  en  résulte 

^x-\-  Sx'  =0. 

Multipliant  celte  équation  par  X,  et  l'ajoutant  à  la  pro- 
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mière,  puis  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  âx,  ââ[^,  \l 
vient 

—  ni'-r-r  4-  wfi' ces  0 -+•  >  =  o,   —  m'  — 7-- +  /«'£' cos$'-f-X  =  o, 

d'où 

I 

de'  de 


d^x  d'x 

—  m  -rr^  -4-  m  -— -  4-  m^  ces  ô  —  m' ^  cos  6'  =  o , 


=  /w^-g^cose4--^j-, 


et,  observant  que  — tt-  = tt» 

d'^x 
{m  ■+•  m')  -—  =  g^(wcosÔ  —  /Ti'cos  G'), 

d'où 

r/  '  .r  w  cos  9  —  /w'  cos  G' 

'dF'^  ^  m -h  m' 

On  tire  de  là  en  intégrant,  et  représentant  par  i'  la  vitesse 
du  point  m , 


dx  m  cos  0  —  m  cos  Ô 

---  =  v  =  ge» ^ -, h  c 

de  ^  m  -h  m' 


y 


ge^     I  m  cos  ô  —  m' cos  G' 

*  =  S_  . \-Ct-\'C 

2       \  m  -^  m 


■) 


c  et  c'  étant  des  constantes  arbitraires  qui  se  détermineront 
d'après  Fétat  initial  du  système. 

Soient  x© ,  t^o  les  vî^leurs  de  x  et  ^^  pour  f  =  o ,  on  aura 


c  —   1^0  j        C?   —  Xq» 


Si  la  vitesse  ^^  est  donnée  ainsi  que  Xq  ,  le  problème  est  en* 
tîèren^ent  résolu,  puisqu'on  connaît  x^  et  par  suite  x'î  et 
la  valeur  de  X  mesure  la  tension  du  fil ,  qui  sera  constante. 
Mais  si  l'on  donnait  seulement  Xo  et  les  forces  instantanées 
c|ui  agisserit  sur  les  deux  points  niatériels  au  conimençement 
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du  mouvement,  il  faudrait  déterminer  les  vitesses  initiales 
en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  mesurées 
par  les  quantités  de  mouvement  acquises,  et  les  forces 
instantanées  prises  en  sens  contraires  de  leurs  directions. 
Soient  Cl),  &)'  les  vitesses  que  les  forces  instantanées  commu* 
niqueraient  respectivement  aux  deux  points  s'ils  étaient 
libres  -,  ces  forces  seront  mesurées  par  mo),  /n'w'^et,  en  sui- 
vant la  même  marche  que  précédemment ,  on  trouvera 

dx         ,dx'  ,   ,  .  Idx         \ 

dt  dt  \dt  I 

dx  dx 

et ,  en  observant  que  —  =  —  ^^ 

dx  '  ' 

(  /w  4-  /w'  )  -r-  =r  /!/  w  —  m'  w', 
dt 

d'où 

dx       m  w  —  //i'  w' 
dt  m  4-  m' 

La  valeur  de  X  exprime  la  tension  initiale  produite  par 

dx 
la  percussion.  Si  l'on  y  remplace  —  par  sa  valeur  que 

nous  venons  de  déterminer,  on  aura 

—  mm'  ,. 

m  —j-  m 

Si  Ton  suppose  0  =  o,  9'=  o,  le  système  n'est  autre  chose 
qu'une  machine  d' A twood,  dans  laquelle  on  n'aurait  pas 
égard  à  la  masse  de  la  poulie. 

46.  Considérons  actuellement  le  cas  où  les  deux  corps 
réagissent  Fùn  sur  l'autre  par  Tinte rmédi ai rç  d'un  treuil, 
et  se  meuvent  chacun  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l'intersection  des  deux  plans  inclinés  sur  lesquels  ils  sont 
posés.  Les  équations  données  par  le  principe  ded'Alembert 
seront  alors,  en  désignant  par  r,  r'  les  rayons  des  deux 
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sections , 

-H/lî'g  cosô'^x' =r  o, 

r  ^x  +  r^x'=r  q; 

d'où  Ton  déduit 

—  iw  "^  -Hwg^  cosô  -t-X/ziio, 

,  rf*x' 

—  /Il'  —r—H- «'^cosO'-f-Xr  =  o. 

Eliminant  /,  et  observant  que  —7—  = r-^  il  vîcDt 

•  ^        dO  r   di^ 

d^x {mr  CCS  0  —  m'  /  cos  0'  )  r 

~dF,  ""  ^  /w/*  4-  m' if 

pn  achèverait  la  discussion  comme  dans  le  cas  précédent. 

47*  Suppospns  niain tenant  une  chaîne  homogène  posë^ 
$ur  les  deux  plans  inclinés  et  glissant  sans  frottement ,  en 
restant  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Tintersection  des 
deux  autres.  Soient  /  la  longueur  de  la  chaîne ,  et  £  sa  masse 
pour  Tunité  de  longueur;  on  aura 

x  +  x'=  /, 
et,  par  suite , 

(ÎX4-  ^ar'=  a. 

Les  poids  des.  deux,  parties  de  la  chaîne  seront  respective- 
ment Qî'X^  S^^\  ^^  l^s  forces  qui  produiraient  Taccéléra-r 

tion  qui  a  lieu  seraien  t ,  pour  chacune  de  ces  parties ,  e  x  --77  > 

d^  T"' 

«x'  -T-r*  Le  principe  de  d'AJenibert  donne  alprs,  en  sup- 
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primant  le  facteur  commun  e , 

d'^x  d'' x' 

—  x-r—  9x  —  a/  -- — 9x' -^-gxcùsB.ùx  -{-gx' cosB'  $x'  =  o, 

dt\  df  ^  ^ 

et,  par  suite, 

d^x  d^a/ 

—  ^-77-*-  g:jrcosO-+-  >.  =  o,     —  ■^'"TT  -t-g'«=p'cosô'-t-i=o; 

d'où ,  en  éliminant  X  et  x'* 

— -  =  ^[jrcos0-h  (x  — /)cosô'j 

=  f  (cos9  -f-  cosG')(  X ) . 

/^  '\         CO8O4-COSÔ7 


Si  l'on  pose 


i  ^  '  '  co$0-f-cosô'      *^ 


.,  =«'r; 


on  aura 

d'où 
et 

/  CCS  0' 


jî=i:  ac«'  +  €^-^'4- 


COS  0  4-  CCS  0' 


•    *J 


Les  constantes  a,  6  se  détermineront  par  Fétat  initial. 
On  trouvera ,  en  faisant  t  =  o  ^ 

/cosô'  , 

COSÔ -h cosô'  ^  '' 

(l*oii  l'on  tirera  a,  6,  si  a:©  et  t^o  sont  donnés.  Si  Ton  con- 
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naissait  seulement  les  forces  instantanées  qui  déterminent 
la  vitesse  initiale  i^o  )  eu  supposant  connue  la  position  ini- 
tiale, on  agirait  comme  daus  un  des  cas  précédents. 

La  valeur  de  -^  sera  nulle  quand  on  aura 

/  ces  0' 
COS0H-COS0 
et,  par  suite, 

/c<Jl0 

X    ZZZ    9 

cos  ô  -+-  cos  ô' 


c'est-à-dire  quand  les  deux  longueurs  x ,  x'  seront  propor- 
\  tionnelles  aux  longueurs  des  deux  plans  inclinés;  et  si  la 
chaîne  était  d*abord  placée  dans  cette  position  ,  sans  vitesse 
initiale,  elle  y  resterait  constamment. 

48.  Alouvement  d'un  fil  flexible,  —  Soit  e  la  masse  de 
Tunité  de  longueur  d'un  fil  dont  tous  les  points  sont  solli- 
cités par  des  forces  dont  les  composantes,  rapportées  à 
l'unité  de  longueur,  sont  X,  Y,  Z,  el  dont  les  extrémités 
sont  sollicitées  par  les  forces  (Xi,  Y,,  Zi  ;  X, ,  Yj ,  Zj). 

Un  élément  ds  sera  sollicité  par  les  forces  X<£5,  Xds^ 
Z  ds\  et  par  conséquent  on  devra  avoir,  d'après  le  principe 
de  d' Alembert , 


-f-Xî^aTî-HY^^r^+Zi^z,  =r  o, 

l'intégrale  ayant  pour  limites  les  valeurs  relatives  aux  ex- 
trémités du  fil.  On  aura  de  plus  dds  =  o,  ou 

dx   ,^  dy    ,^  dz   ,^ 

-r  ddx  -f-  -^  dSy  -+-  -r  dBz  =  o. 
ds  ds  ds 
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Cette  équation  a  lieu  pour  tous  les  points  du  fil.  Si  on  la 
multiplie  par  une  indéterminée  X  qui  varie  d'un  point  à 
l'autre ,  que  Ton  fasse  ensuite  la  somme  de  cette  équation  et 
de  la  première,  on  aura 

-f-X,^:r,  +  Y, 5/,  +  Z,5z,  4-X,5jr,  4-  Y,é/,  -h  Zj^z,  =  o. 

Si  Ton  intègre  par  parties  les  termes  de  la  seconde  inté- 
grale qui  a  les  mêmes  limites  que  la  première,  elle  de- 
vient 

^    l  dx  ^  dy  ^  dz  ^  \ 

—    lUxd.\-^--{'^yd.\^'\'8zd.\-j\' 

Si  l'on  réunit  les  termes  soumis  au  signe  y*,  on  devra 
égaler  à  zéro  les  coefficients  des  quantités  dx^  ây^  âz'^  et 
les  termes  qui  ne  sont  soumis  à  aucune  intégration  et  qui 
se  rapportent  aux  deux  limites,  devront  se  détruire  entre 
eux. 

On  aura  donc  d'abord  les  trois  équations  suivantes  pour 
un  point  quelconque  du  fil  : 

(X  —  g  — r-   1   ds  —  rt.À   --  =:0, 

\  dt^  J  ds  ' 


( 


d^z\  dz 

Z  —  6  —7-7  )   ds  —  rf.X  —  =  o, 
dt^  ds  ^ 


et  si  les  deux  extrémités  sont  indépendantes  l'une  de  Tau- 
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ire ,  on  aura  les  deux  équations 

X,  Sxt  -+-  Y,  9xi  •+■  Zi  9zi 

(2)  /  ^  '  ^ 

Xa  ^x,  -h  Y,  ^J,  4-  Z,  ^z. 

Les  équations  (i)  sont  les  mêmes  que  si  un  élément  quel- 
conque ds ,  au  lieu  d^être  lié  aux  autres,  était  sollicité  par 
une  force  ayant  pour  composantes 

d J\  — r-î         dj\  -7-5         O.X  -—  j 

ds  ds  ds 

ou  encore  par  des  forces  tangentes  à  ses  deux  extrémités» 
et  ayant  pour  composantes 

^dx  ^  djr  ^  dz 

-t-^-j-»     -^-^-T-'     4-^:7? 

ds  ds  ds 

à  la  première  extrémité,  et 

à  la  seconde.  L'effet  de  la  liaison  des  éléments  du  fil  est 
donc  de  produire  en  chaque  point  une  tension  exprimée 
par  —  A. 

Si  Ton  élimine  X  entre  les  trois  équations  (1),  on  aura 
deux  équations  entre  x,j^,  z,  f,  qui  détermineront  à  chaque 
instant  la  position  de  tous  les  points  du  fil. 

Quant  aux  équations  (;s),  on  commencera  par  réduire 
au  plus  petit  nombre  possible  les  variations  qui  y  entrent, 
et  Ton  égalera  il  zéro  leurs  coefficients  respectifs.  On  aura 
ainsi  les  équations  qui  détermineront  à  chaque  instant  la 
position  des  extrémités  et  les  quantités  arbitraires  întrQr 
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duitespar  rintëgration,  en  y  joignant  déplus  le»  conditions 
relatives  à  Tétat  initial  et  à  la  longueur  du  fil. 

Si  les  forces  appliquées  aux  extrémités  sont  nulles,  et 
que  ces  extrémités  soient  mobiles ,  on  ne  pourra  satisfaire 
aux  équations  (2)  qu'en  posant  X|  =  0,^2  =  o,  ce  qui  ap- 
prend que  les  tensions  extrêmes  seront  constamment  nulles. 

U  faut  excepter  le  cas  très*particulier  où  le  fil  serait  con- 
stamment perpendiculaire  h  la  ligne  ou  à  la  surface  sur 
laquelle  une  de  ses  extrémités  serait  assujettie  a  se  mouvoir  ] 
on  aurait  alors,  à  cette  extrémité, 

dxi  ^jf,  -h  djr^  SjTi  -f-  dzi  ^«,  =  o, 

et  il  ne  serait  plus  nécessaire  qu'on  eût  Xj  =  o.  II  en  se- 
rait de  même  pour  l'autre  extrémité. 

Si  les  extrémités  sont  fixes,  les  équations  (2)  sont  satis- 
faites d'elles-mêmes.  Mais  alois  on  connaît  Xi,  j^i ,  Zi, 
^s^Xs?  ^<)  ^^  ^'^^  devra  exprimer  que  les  équations  de  la 
courbe  sont  satisfaites  par  ces  valeurs ,  quel  que  soit  f ,  ce 
qui  contribuera  à  déterminer  les  quantités  arbitraires. 

49.  On  pourrait  obtenir  directement  les  équations  pré*- 
cédentes.  En  effet,  si  Ton  désigne  par  T  la  tension  en  un 
point  quelconque,  Télément  ds  sera  sollicité  par  des  forces 
dont  les  composantes  totales  parallèles  aux  axes  seront 

dx  dv  dz 

Xds-hd.T-j-,  Yds-^dT4.j  z^/5-f-rf.T--, 

ds  ds  ds 

et  le  principe  de  d'Alembert  appliqué  à  cet  élément  don- 
nera 


/  d^x\  dx 

( 


ds-^  c/.T3^  =  o, 
as 


^  2;\   ,  ,  ^dz 

dt^  /  ds  ' 
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équations  qui  ne  diilêrcnt  des  équations  (i)  que  par  le  chan- 
gement de  —  X  en  T. 

Â  chacun  des  points  extrêmes  du  fil  il  devra  y  avoir  équi* 
libre  entie  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent,  en  y  compre- 
nant la  tension  *,  car  un  point  géométrique  sollicité  par  une 
force  quelconque  acquerrait ,  dans  un  temps  fini  quelconque, 
une  vitesse  infinie.  Delà  résulteraient  des  équations  iden- 
tiques aux  équations  (  2  ) . 

50.  Considérons  le  cas  particulier  d'un  fil  dont  l'ex- 
trémité A  [fig-  6)  est  fixe,  et  qui  passe  en  un  autre  point 
fixe  B,  sur  lequel  il  peut  glisser,  et  qui  est  à  une  dis- 
tance /de  A.  Son  prolongement  est  vertical  et  soutient  un 
poids  T  qui  mesure  la  tension  du  fil  en  un  point  quelcon- 
que, dans  sa  position  d'équilibre,  qui  est  la  droite  A6,  si 
Ton  suppose  que  les  forces  X ,  Y,  Z  soient  nulles.  Prenons 
la  ligne  AB  pour  axe  des  x,  et  le  point  A  pour  origine. 

Gela  posé,  si  Y  on  écarte  infiniment  peu  le  fil  delà  droite 
AB,  en  supposant  que  les  tangentes  aux  différents  points 
de  la  courbe  qu'il  affectera  fassent  des  angles  infiniment 
petits  avec  AB ,  il  se  trouvera  allongé  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  second  ordre,  que  l'on  pourra  négliger. 
Si  l'on  abandonne  ensuite  chaque  point  à  lui-même,  en 
lui  imprimant  une  certaine  vitesse  initiale,  on  peut  déter- 
miner le  mouvement  qui  en  résultera. 

D'abord  il  suit  de  l'hypothèse  relative  à  la  position  ini- 
tiale, qu'en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  chaque  point  se  mouvra  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  AB ,  et  par  conséquent  le  point  du  fil  qui  était  pri- 
mitivement en  B  pourra  être  considéré  comme  immobile. 
Donc  X  sera  constant  pour  le  point  qui  correspond  à  une 
valeur  quelconque  de  l'arc  s^  et  Ton  a 

d^x  .  ^  dx 


=  Q,         et,  par  suite,  d,\  —  =  o. 


dt'  '  '  '  '  ds 
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Mais  on  a  — =i  i,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 

second  ordres  donc  <i.i  =  o,  ou  X  =  c,  ce  qui  apprend 
que  la  tension  ne  varie  pas  et  est  constamment  égale  au 
poids  T. 

Les  deux  dernières  équations  .(i)  deviennent,  en  rem- 
plaçant s  par  x^  ce  qui  est  permis ,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit , 

dy  _  T  d'y         ^'  «  _  T  ^^'« 
"dF  ""  1 'dJc^^       'W^ldx^' 

Si  l'on  suppose ,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  figure  ini- 
tiale du  fil  soit  renfermée  dans  un  même  plan ,  dans  lequel 
on  prendra  Taxe  des  y,  on  n'aura  plus  à  considérer  que 
l'équation  unique 

d^X  _  T  d^ 
dt^        e   dx^ 

dont  l'intégrale  est 

(3j       r  =  F(.+  /y/y)-t-/(*-Y7)' 

F  et/* désignant  dés  fonctions  arbitraires  qui  se  détermine- 
ront d'après  les  positions  et  les  vitesses  initiales  de  tous  les 
points  du  fil.  Si  Ja  figure  initiale  du  fil  est  exprimée,  erïtre 
A  et  B,  par  l'équation j^  =  ç  (x),  et  si  la  vitesse  initiale  du 
point  dont  l'abscisse  est  x  a  pour  expression  ^  (a:),  il  faudra 

dy 

que  l'équation  (3.)  donne  j^=(p  [x)  et  -j-  ==  ^p  (a:)  pour 
t  =  o,  ee  qui  conduit  aux  équations 

F(*)-t-/(x)  =  ?.M,        y/î[F'(x)-/'(x)]  =  ^(x); 

d'où  l'on  déduira  facilement  F  [x)  et  /  (x) ,  au  moyen  de 

?(4et<|'.(')- 
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Mais  CCS  dernières  n^étant  données  que  pour  les  valeurs 
de  la  variable,  comprises  entre  o  et  /,  il  en  serait  de  même 
des  fonctions  F  ety^  de  sorte  que^^ne  serait  pas  connu  pour 
toutes  les  valeurs  de  t.  Nous  verrons  plus  tard  comment 
les  conditions  relatives  aux  extrémités  permettent  de  dé- 
terminer les  fonctions  f  et  ^  pour  toute  valeur  de  la  varia- 
ble. Ces  discussions,  toutes  spéciales,  nous  écarteraient  de 
notre  objet. 

CHAPITRE  XV. 

DU   MOUVEMENT   RELATIF  D*V^   SYSTÈME. 

51 .  Si  tous  les  points  matériels  qui  composent  le  sys« 
tème  étaient  entièrement  libres  et  indépendants  les  uns  des 
autres,  on  rentrerait  dans  la  théorie  du  mouvement  relatif 
d'un  point  libre  ^  et  il  suffirait  d'introduire  en  chaque  point 
les  deux  forces  fictives,  définies  dans  le  n^  330,  pour  que 
le  mouvement  relatif  du  système  fût  ramené  à  un  mouve- 
ment absolu. 

52.  Supposons  maintenant  que  certains  points  du  système 
soient  assujettis  seulement  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des 
courbes  données,  fixes  ou  mobiles,  constantes  ou  variables 
de  forme.  Il  en  résultera  pour  ces  points  des  forces  inconnues 
normales  à  ces  surfaces  ou  à  ces  courbes.  Si  l'on  en  oon* 
naissait  les  valeurs,  en  les  joignant  aux  forces  données,  les 
points  pourraient  être  considérés  comme  libres,  et  l'on  ren- 
trerait dans  le  cas  précédent.  Il  suffirait  donc  d'introduire 
en  chaque  point  les  deux  forces  fictives  dépendantes  du 
mouvement  des  axes,  et  Ton  serait  encore  ramené  au  mou- 
vement absolu.  Mais ,  bien  que  ces  forces  normales  soient 
incon.iiues,  on  peut  toujours  les  introduire  comme  si  elles 
étaient  connues.  Le  nombre  des  quantités  à  déterminer  sera 
augmenté^  mais  le  nombre  ^cs  c'quations  le  sera  également. 
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En  effet,  les  coordonnées  d'un  point  assiyetti  à  rester  sur 
une  surface  doivent  constamment  satisfaire  à  Téquation  de 
cette  surface.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  deux,  sur- 
faces QUj  en  d'autres  termes^  sur  une  courbe  donnée,  il  s'in- 
troduit deux  forces  inconnues,  normales  à  ces  deux  surfa^^ 
ces  'j  mais',  en  même  temps ,  on  a  deux  équations  entre  ses 
coordonnées  :  de  sorte  que  le  nombre  des  équations  aug- 
mentera toujours  autant  que  celui  des  inconnues ,  et  le  pro^ 
blême  sera  entièrement  déterminé.  Les  équations  de  ces 
surfaces  ou  de  ces  courbes  pourront  être  données  en  fqnc*- 
tion  du  temps  et  des  coordonnées  absolues  ou  relatives ,  et 
on  les  exprimera  dans  celui  que  Ton  voudra  de  ces  deux 
systèmes ,  au  moyen  des  formules  de  la  transformation  des 
coordonnées^ 

53.  Si  deux  points  du  système  étaient  assujettis  à  rester 
à  une  distance  constante  Tun  de  l'autre,  comme  cela  arrive 
souvent,  il  naîtrait  de  là  deux  forces  égales  et  contraires. , 
dirigées  suivant  la  droite  qui  joint  ces  points  et  appliquées, 
respectivement  à  chacun  d'eux.  En  introduisant  ces  forces  ^ 
les  points  peuvent  être  considérés  comme  libres ,  mais  on 
devra  exprimer  qpe leur  distance  est  constante;  ce  qui  four- 
nît une  nouvelle  équation  en  même  temps  qu'il  s'est  intio- 
duît  nne  nouvelle  inconnue'qui  est  la  grandeur  de  la  force. 
Ces  conditions  peuvent  se  multiplier  indéfiniment.  Le 
même  point  peut  être  lié  à  un  nombre  quelconque  d'autres 
poiiits,  et  assujetti  à  rester  sur  une  ou  sur  deux  sufaces. 
Chacune  de  ces  conditions  introduira  toujours  une  incon- 
nue et  une  équation ,  et  le  problème  sera  déterminé.  De  ce 
qui  précède,  on  déduit  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  divers  points  d'un  système  en  moiti^ement  sont 

assujettis  à  rester  à  des  distances  constantes  les  unes  des 

autres  y  ou  à  demeurer  sur  des  surfaces  ou  des  lignes  varia-- 

blés  de  position  et  déforme,  le  mouvement  de  ce  système 

II.  7 
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relalwement  à  trois  axes  mobiles  y  sera  identique  à  un  mour 
i^cment  absolu  quon  déterminera  de  la  manière  suivante 
par  rapport  à  des  axes  fixes  :  On  fera  partir  le  système 
d'un  état  initial  identique  à  Vétat  relatif  initial  ^  on  appU» 
quera  d'abord  en  chaque  point  des  forces  dont  l^s  eompo^ 
santés  seront  exprimées  par  les  mêmes  fonctions  du  temps 
et  des  nouvelles  coordonnées  absolues  y  que  les  forces  don^ 
nées  le  sont  au  moyen  des  coerdoni^ées  relatives;  on  r 
joindra  les  forces  ficti^^es  telles  qu'elles  ont  été  déterminées 
dans  le  cas  d'un  point  libre  :  enfin^  les  points  seront assu'^ 
jettis  à  conserver  les  distances  données  les  uns  m^clesath 
tmSy  et  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  ayant 
pour  équations,  par  rapport  aux  axes  fixes,  les  équations 
données  exprimées  en  coordonnées  relatives  aux  axes 
mobiles. 

m 

34:  Cas  général.  —  Les  ccmditîoDS  que  nous  veiu»» 
d^examiner  sont  celles  qui  se  rencontrent  le  plus  ordinaire- 
ment. C'est  pour  cela  seulement  que  nous  les  avons  présen- 
tées en  premier  lieu ,  car  nous  aurions  pu  commencer  pr 
le  cas,  tout  à  fait  générât,  dont  nous  allons  maintenant  nous 
occuper. 

Supposons  que  les  liaisons  du  système  soient  exprimées 
par  des  équations  renfermant  te  temps  et  les  coordonnée» 
absolues  x,  y^  z^  od^  y^  z\  od\  y\  z"^...  d'un  nombre 

quelconque  de  points,  M,  M',  ftF, Nous  avons  dém(»i- 

tré  que  le  mouvement  absolu  sera  le  mènie  que  si  Ton  sap  . 
primait  les  liaisons  et  que  Ton  introduisit  en  chaque  point 
des  forces  déterminées  par  les  équations  qui  expriment  œi 
liaisons.  Ces  forces ,  pour  un  point  quelconque  M  ayant 
pour  coordonnées  x^  y^  z  par  rapport  à  un  système  qnel' 
conque  d'axes ,  sont  normales  aux  différentes  surfaces  qw 
Ton  obtient  à  l'instant  que  Ton  considère,  en  considérant 
X  ^  y^  z  comme  seules  variables  dans  toutes  les  équations 
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OÙ  elles  entrent  ;  et  les  valeurs  des  composantes  de  ces  forces, 
parallèlenient  anx  x^  y^  z,  sont  les  ^produits  des  dénvëés 
partielles  de  ees  équations ,  relativement  à  jr,  j^  z-^  par  un 
facteur  commun  qui  n'est  pas  donné,  et  qui  est  le  même 
pour  toutes  les  dériv^ées  provenant  de  la  inème  équatiiofei) 
en  sorte  qu'il  y  a  autant  de  ces  inconnues  qu'il  y  a  d'équa^ 
tions  -,  et  qu'il  est  possible ,  par  conséquent ,  de  déterminer^ 
non-  seulement  les  coordonnées  de  tous  les  points  à  chaque 
instant,  mais  encore  les  grandeurs  et  les  directions  des 
forces  qui  pourraient  être  substituées  aux  liaisons ,  et  per- 
mettre ainsi  de  considérer  tous  les  points  comme  entière- 
ment libres. 

Tout  cela  étant .  rappelé ,  il  est  clair  que  si  nous  conce- 
vons introduites  ces  forces  qui  remplacent  les  liaisons, 
nous  retombons  dans  le  premier  cas;  et  le  mouvement  re- 
latif cherché  coïncide  avec  un  mouvement  absolu  dans 
lequel  ces  mêmes  forces  seraient  ajoutées  aux  proposées  et 
aux  forces  fictives  qui  se  rapportent  au  mouvement  relatif 
d'un  point  libre.  Mais  comme  les  forces  provenant  des  liai- 
sons renferment  des  inconnues  nouvelles  en  nombre  égal 
à  celui  des  équations  données,  il  faudra  employer  ces  équa- 
tions à  leur  détermination,  afin  d^avqîr  en  tout  autant  d'é- 
quations que  d'inconnues. 

Observons  maintenant  que  si ,  dans  toutes  ces  équations 
où  nous  avons  supposé  qu'il  n'entrait  que  des  coordonnées 
absolues,  on  remplace  celles-ci  par  les  coordonnées  rela- 
tives, au  moyen  des  formules  ordinaires  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées ,  rien  ne  sera  changé  dans  les  condi- 
tions des  liaisons.  Or,  à  un  instant  quelconque,  on  peux 
supposer  qu'on  prenne  pour  axes  de  coordonnées  trois 
droites  coïncidant  avec  les  axes  mobiles  dans  la  position 
qu'ils  occupent  à  cet  instant.  Les  équations  de  liaison  seront 
les  équations  proposées  exprimées  au  moyen  des  coordon- 
nées relatives.  Les  forces  à  introduire  auront  leurs  compo- 
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santés  suivant  ces  aixes,  représentées  par  les  dérivées^  par- 
tielles des  équations  p|^r  rapport  aux  coordonnées  rdativeS) 
multipliées  par  des  facteurs  communs  en  mèn^e  nombre  qae 
ces  équations ,  comme  nous  Tavons  rappelé  en  détail  tout 
àrT^ure.  D'où  Ton  conclut  la  proposition  suivante  : 

Le  mous^ment  relatif  dun   sy^stème  de  points ,  liés 
par  des  équations  quelconqixes  entre  le  temps  et  les  cooT" 
données  de  ces  points  par  rapport  aux  axes  mobiles^  esi 
identique  à  un  mouvement  absolu  du  même  système  ^  en 
supposant  :  i^  qu'il  parte  duti  état  initial  identique  à  tétat 
relatif  initial  ;  %^  quUlsoit  soumis  à  V  action  des  forces  dont 
les  composantes  sont  exprimées  par  les  mêmes  fonctions 
des  coordonnées  des  points,  que  celles  des  forces  données 
le  sont  au  moyen  des  coordonnées  relatives^  y  qaon  y 
joigne  les  forces  fictii^es^  4°  ^*  ^^  supposant  enfin  h 
systènte  assujetti  à  des  liaisons  exprimées  par  des  équa- 
tiofis  renfermant  les  coordonnées  actuelles  de  la  même 
manière  que  les  équations  données  renferment  les  coor^ 
données  relatii^es. 

CHAPITRE  XVI. 

PRINCIPES    GÉNÉRAUX   SUR   LE   MOUVEMENT  DES 

SYSTÈMES. 

55.  Quelles  que  soient  les  liaisons  d^un  système  en  mon- 
Tement ,  nous  avcms  vu  qu'il  y  avait  conatammeht  équi- 
libre, en  vertu  de  ces  liaison»,  entre  les  forces  ayant  pour 
composantes 

dt*  df  d^ 

Or,  cet  équilibre  ne  serait  pas  troublé  si  Ton  ajoutait  de 
nouvelles  liaisons  qui   rendissent  rigide   le  système  des 
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points',  donc  les  équations  qui  exprimeraient  alors  Fëqui-* 
,  libre  ont  réellefiienx  lieu  quand  on  laisse  les  liaisons  telles 
iqu'elles  sont  données. 

En  appliquant  cette  considération  au  cas  d*un  système 
entièrement  libre  dans  Tespace,  on  obtient  deux  proposi- 
tions importantes  qui  se  rapportent  au  mouvement  du 
centre  de  gravité  du  systèm<e ,  et  aux  aires  décrites  par  les 
rayons  vecteurs  de  tous  les  points  qui  le  composent. 

Les  -équations  qui  déterminent  l'équilibre  d'un  système 
rigide  libre  sont  au  nombre  de  six.  Les  trois  premières 
expriment  que  les  sommes  des  composantes  des  forces  res- 
pectivement parallèlesaux  trois  axes  sont  aulles  séparément^ 
les  trois  dernières ,  que  les  sommes  des  moments  des  forces 
sont  nulles  par  rapport  à  chacun  des  mêmes  axes  rectangu- 
laires. Nous  allons  examiner  successivement  les  consé^» 
quences  de  ces  deux  espèces  de  conditions. 

56.  Mouy^emcnt  du  centre  de  granité,  —  Les  trois  prc- 
«nières  équations  dont  nous  venons  de  parler  sont 


2(z-»^)  =  o. 


d'où  Ton  tire 

(i)  2^—-.  =  SX,        2iW--r^  =  2Y,      2/«---=:2Z. 

^   '  de  dt^  '  dO 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  peuvent  être  transe- 
formés  en  introduisant  les  coordonnées  ^i^yi,  z^  du  centre 
de  gra\fUé  du  système  proposé,  en  entendant  par  là  le  point 
qui,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  deviendrait 
le  centre  de  g](^avité  du  système,  si  on  liait  instantanément 
tous  les  points  entre  eux. 
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En  effet,  les  coordonnées  de  ce  point  satisferont  aux 
équations 

(  2  )  2  mx  =  M  jc, ,     2  my  =  M^, ,     2  mz  =  M  Zi , 

M  désignant  la  somme  totale  des  masses  du  système. 

Ces  équations  ayant  lieu  à  chaque  instant,  on  pourra  les 
différentier  par  rapport  au  temps,  et  Ton  trouvera 

(3)     2/n— =rM-7-',       2«i-f  =  M-3^,      2iil— =:M~, 
^     '  dt  dt  dt  dt  dî  di 

et ,  en  les  différentiant  de  nouveau , 

'  dt^  dt^  dt^  €(t^  €(fi  di' 

d'où,  en  vertu  des  ckjuations  (i), 

(5)         M^'  =  .X.     M^'-=XY,     M^=.Z; 

équations  qui  expriment  que  les  composantes  dç  raccélérat 
tion  du  mouvement  du  centre  de  gravité  sont  identiques  i 
celles  que  Ton  trouverait  pour  un  point  dont  la  masse 
serait  M,  et  qui  serait  sollicité  par  toutes  les  forces  don- 
nées, transportées  parallèlement  à  elles-n^êmes  en  ce  point. 
Si  donc  on  supposait  un  point  ayant  une  masse  M,  partant 
de  la  position  initiale  du  centre  de  gravité ^  avec  U  même 
vi|;esse  dans  la  nième  direction,  ses  coordonnées  seraient 
déterminées  par  les  mômes  équations  que  celles  du  centre 
de  gravité,  et  ces  deux  points  coïncideraient  à  chaque 
instant. 

Quant  à  ce  qui  se  rapporte  au  niouvement  initial ,  suppo- 
sons qu'il  soit  prodnit  par  des^  forces  instantanées ,  ayant 
pour  composantes  A ,  B ,  C  au  point  m  ;  A^-,  B',  C  au  point 
m',  et  ainsi  des  autres,  ces  forces  pouvant  d'ailleurs  être 
nulles  ponr  un  nombre  quelconque  dç  ces  points.  Si  Ton 


)3£t}Xl£M£    PA&TIE.     —    DYNAMIQUE.  Io3 

remplace  dans  ce  qui  précède  les  forces  conliiiues  par  les 
forces  instautanées ,  ou  aura,  au  lieu  des  équations  (i),  les 
suivantes  : 

Hx  (iv  fîz 

(6)  S/7i—  =  ZA,      2w-~=:2B,      2w-,=2C; 

^  dt  dt  de 

d'où  résulte,  diaprés  les  équations  (3),  qui  ont  lieu  depuis 
le  commencement  du  mouvement,  et  que  nous  considére- 
rons à  cet  instant  même, 

^  '  ^  dt  de  de  * 

équations  qui  sont  les  correspondantes  des  équations  (5). 

On  voit  donc  que  les  composantes  de  la  vitesse  initiale  du 
Neutre  de  gravité  sont  les  mêmes  qu'elles  seraient  pour  un 
point  ayant  la  masse  M,  et  sollicité  par  toutes  les  forces 
instantanées  qui  déterminent  les  vitesses  initiales  du  système 
partant  du  repos,  ces  forces  étant  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes  en  ce  point.  En  réunissant  ces  deux  proposi- 
tions,  on  aura  le  principe  suivant  : 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  libre 
fjuelconfjue  est  le  même  que  si  Von  y  réunissait  toutes  /eS 
masses  des  dijférents  points ,  et  quon  y  transportât,  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes  y  lès  forces  instantanées  et  les 
Jbfces  continues  y  qui  produisent  Vétat  initial  et  les  états 
subséquents  du  système. 

Si  les  liaisons  d'un  système  sont  telles,  qu\à  chaque 
instant  les  points  puissent  être  déplacés  simultanément  et 
parallèlement  à  une  droite  flxe ,  le  théorème  précédent  aura 
lieu  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravité ,  parallèlement 
à  cette  droite.  Car,  en  la  prenant  potir  axe  des  «z,  et  fai- 
sant (?j:=  o,  ây'=  o  dans  Féquation  (i),  page  77,  ou 
aiira  * 
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et  âz  étanl  le  même  pour  tons  les  pointa, 
d'où 

d'où  Ton  tire  la  conséquence  annoncée. 

Remarque.  — 11  est  bon  de  faire  une  remarque  qui  pourra 
se  reproduire  souvent,  au  sujet  des  forces  instantanées, 
c'est-à-dire  de  forces  considérables  dont  on  considère  Teflët 
pendant  un  temps  inappréciable.  La  conséquence  que  npQs 
avons  tirée  des  équations  (5)  étant  appliquée  à  ce  genre  de 
iforces  pendant  le  temps  très-court  qu^elles  emploient  à  pro- 
duire Jes  vitesses  initiales,  démontrerait  que  les  compo-r 
çantes  de  ces  vitesses  sont  précisément  les  mêmes  que  si 
toutes  les  masses  étaient  réunies  au  centre  de  gravité  du 
syslème,  et  que  toutes  les  forces  fussent  transportées  en  ce 
point  sans  changer  de  manière  d'agir.  Mais  cette  démon- 
tra tion  revient  à  faire  une  intégration  relative  à  cbacune 
des  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité 5  et  c'est 
ainsi,  en  eflet,  que  l'équation  (7)  se  déduit  de  l'équation 
générale  (5)  qu'on  appliquerait  à  des  forces  très-grandes 
agissant  dans  un  temps  très-court.  Et  l'équation  même  qui 
npus  servira  dans  toutes  les  questions  où  il  entrera  des  forces 
instantanées,  ç'est-à-dire  l'application  du  principe  de 
d'Alcmbcrt  à  ce  genre  de  forces,  a  été  obtenue  par  une 
intégration  analogue  faite  sur  Féquation  qui  sç  rapporte 
aux  forces  continues.  Mais  une  fois  ce  point  bien  «^ntendu, 
il  est  préférable  de  ne  plus  revenir  à  chaque  instant,  sur  ce 
même  raisonnement,  et  d'introduire  directement  les  forces 
instantanées  comme  nous  avons  appris  à  le  faire*,  c'est  pour 
cela  que  nous  avons  écrit  les  équations  (6)  et  (7),  dont  nous 
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aurions  pu  nous  passer  au  moyen  du  raisonnement  précë- 
dent,  mais  que  nous  aurions  pu  aussi  poser  les  premières^ 
en  partant  de  Tétat  inilial,  avant  de  considéi^r  les  états 
8id>5équents  du  système. 

Si  le  système  renfermait  des  points ,  des  lignes  ou  des 
surfaces  fixes,  on  pourrait  le  considérer  comme  libre,  en 
introduisant  les  forces  qui  résulteraient  de  ces  conditions; 
et  le  théorème  précédent  subsisterait  bien  encore  :  mais  il 
faudrait  ainsi  avoir  égard  à  des  forces  qui  ne  sont  pas  don- 
nées ,  et  qui  ne  seront  connues  que  quand  le  mouvement 
sera  déterminé, 

57.  Il  résulte  de  là  que  si  aucune  force  extérieure  n'est 
appliquée  au  système,  et,  plus  généralement,  si  les  forces 
qui  y  sont  appliquées  se  détruisent  quand  ou  les  transporte 
en  un  même  point,  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
est  rectiligne  et  uniforme.  Sa  direction  est  donc  celle  de 
sa  vitesse  initiale,  et,  p^r  conséquent,  de  la  résultante 
des  forces  instantanées  qui  ojit  mis  le  système  en  mou- 
vement y  ou  encore,  des  forces  instantanées  qui  lui  donne- 
raient, à  un  instant  quelconque,  le  mouvement  dont  il  est 
.  ^nimé* 

Lorsque  les  points  du  système  exerceront  les  uns  sur  les 
autres  des  actions  réciproques,  égales  et  contraires,  conti- 
nues ou  instantanées,  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
n'en  sera  pas  altéré,  puisque  ces  forces,  transportées  en  oe 
point,  s'y  détruiraient  deux  a  deux.  Ainsi  des  chocs,  ou  des 
liaisons  subites  établies  entre,  plusieurs  corps  du  système, 
ou  encore  des  explosions  intérieures  ,  produisant  nécessai-> 
rement  des  actions  égales  et  contraires,  ne  sauraient  modi- 
^er  en  rien  le  mouvement  du  centre  de  gravité»  C'est  en  cela 
que  consiste  le  principe  de  la  consen'ation  du  niouy^enient 
4ù  centre  de  granité» 

11  est  essentiel  d'observer  que  toutes  les  propositions  pré- 


106  COUâS    DE    MECANIQUE. 

cédeutcs  sont  indépendantes  de  la  nalure  des  forces  et  des 
lois  de  leur  action. 

58.  Principe  de  la  conse/vaiion  des  moments.  —  Con- 
sidérons maintenant  les  trois  dernières  équations  d'équili- 
bre, qui  expriment  que  les  sommes  des  moments  des  forces 

d^x  d^Y  d^z 

X  —  m-j^,  Y  — m—,  Z  — m— ,  etc.,   par  rapport 

aux  trois  axes,  sont  nulles.  Ces  équations  sont 

.[.(v-«^)-,(x-„^)J=o. 

et  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

/    d^z         d^y\         ,    ^        ^- 

)  /     rf'x  d*z\ 

(')  p'"  l»-^  — •^^)=2(«X.  — *Z), 

Ces  équations  ont  lieu  à  chaque  instant  du  mouvement; 
elles  expriment  que  les  sommes  des  mojnents  des  forces 
données ,  par  rapport  aux  trois  axes ,  sont  égales  à  celles  des 
moments  des  forces  qui  produiraient  sur  les  points  libres 
le  mouvement  qui  a  lieu. 

Nous  nous  occuperons  particulièrement  du  cas  où  les 
seconds  membres  des  équations  (i)  sont  nuls.  Cela  aura 
lieu  d^abord  si  les  forces  X,  Y,  Z,  ..  sont  toutes  nulles, 
c'est-à-dire  si  le  système  qui  a  été  mis  en  inouvement  est 
abandonné  a  lui-même,  sans  aucune  action  étrangère. 
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Cela  aura  lieu  encore  si  les  poiuls  sont  soumis  à  des  ac- 
tions qui  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  rigide  \ 
car  ces  seconds  membres  sont  les  sommes  des  momenls  des 
forces  par  rapport  aux  axes,  et  ces  sommes  sont  nuUes 
si  les  forces  sont  en  équilibre.  Cela  comprend  le  cas  d'ac- 
tions mutuelles  égales  et  de  sens  contraires,  et,  par  con- 
séquent, de  chocs  quelconques  entre  les  diverses  parties  du 
système. 

Ejifin,  ces  seconds  membres  sont  encore  nuls  si  toutes 
les  forces  appliquées  aux  divers  points  du  système  passent 
par  un  même  point,  choisi  pour  origine  des  coordonnées. 
En  effet,  les  composantes  X,  Y,  Z  d'une  quelconque  d'en- 
tre elles  étant  proportionnées  aux  coordonnées  du  point 
d'application ,  on  aura 

yZ  —  sY  =  o,      2X  —  jrZ=:o,     xY — /X  =  o. 

On  voit  même  qu'il  suffirait  que  les  forces  eussent  une 
résultante  passant  par  Torigine.  De  sorte  que  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  seront  nuls  toutes  les  fois  que 
les  forces  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  rigide, 
et  lié  au  point  fixe  qui  a  été  pris  pour  origine. 

Le  cas  dont  nous  allons  nous  occuper  a  donc  encore  une 
assez  grande  généralité. 

Les  équations  (i)  deviennent,  dans  cette  supposition, 

/    d^x  d^x\ 

Ini  [x  —z r  -r—  1  =  o  ; 

\     dt'       -^   dt'  )  * 

î|Ltégrant  par  rapport  à  ^,  et  représentant  par  c,  c',  c''  trois 
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coiislautcs ,  on  obliendra 

/         /    dz         dr\ 

.-,  f    dx  dz\         , 

(3)  .2«.(^z-_x-)=c, 


dy  dx 

\  \     dt       -^  dt   ' 


ff 


Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  sontmes 
des  moments,  par  rapport  aux  axes,  des  forces  dont  les 
composantes   seraient  exprimées  pour  chaque  point  par 

/«— -,  m-r-j  m  — 9  c'est-à-dire  des   forces   instantanées , 
de         dt         dt 

qui  produiraient  sur  chaque  point  libre,   et  partant  dn 

repos,  le  mouvement  dont  il  est  animé.  ^ 

Ainsi ,  les  équations  (3)  expriment  que  les  sommes  des 
moments  des  quantités  de  moui^ement  qui  animent  le 
système  à  un  moment  quelconque^  estimées  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires,  sont  constantes;  et  que,  par 
conséquent ,  //  en  est  de  même  par  rapport  à  toute  direct 
tion.  Ou,  en  d'autres  termes,  si,  à  un  instant  quelconque, 
on  considère  les  forces  instantanées  qui  produiraient  sur 
chaque  point  libre,  et,  partant  du  repos,  le  mouvement 
dont  il  est  animé  ^  que  Ton  décompose  chacune  de  ces  forces 
en  trois  autres ,  dirigées  suivant  les  axes  des  coordonnées, 
et  en  trois  couples,  ayant  ces  mêmes  directions  pour  axesj 
la  somme  des  moments  des  couples  dans  chacune  de  ces  di- 
rections sera  constante;  et,  par  suite,  Taxe  du  couple 
résultant  sera  constant  en  grandeur  et  en  direction. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservatiott 
des  moments.  Il  subsiste,  quelles  que  soient  les  actions 
mutuelles  qui  viennent  à  naiti'e  entre  des  points  du  système, 
comme  par  exemple  si  deux  points  étaient  liés  subitement 
Tua  à  Tautre,  si  une  partie  du  système,  d'abord  gazeuse, 
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devenait  liquide,  puis  solide,  pourvu  que  cela  s'opérât  par 
des  actions ,  deux  à  deux ,  égales  et  contraires  ;  ou  encore  si 
le  changement  de  température  des  différents  points  d'un 
système  changeait  leurs  actions  mutuelles,  et,  par  suite, 
leurs  dislances.  Ces  diverses  circonstances  se  présentent 
dans  le  système  du  monde. 

Il  est  inutile  de  rappeler  que  les  sommes  des  moments 
seraient  les  mêmes  pour  tout  système  de  forces  instantanées, 
produisant  le  même  mouvement,  puisque,  d'après  le  prin- 
cipe de  d'Alembert ,  ce  dernier  système  serai  t  en  équilibre, 
avec  l'autre  pris  en  sens  contraire. 

N 

59.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si,  à  un  instant 
quelconque ,  on  considère  comme  des  forces  les  quantités 
de  mouvement  qui  animent  les  difTérciits  points  du  sys-i 
tème,  et  qu'on  les  compose  comme  si  elles  étaient  appli- 
.  quées  à  un  système  rigide,  on  trouvera  toujours  la  même 
.  résultante  et  le  même  couple  résultant,  par  rapport- à  une 
même  origine. 

Si  Ton  applique  à  ces  forces  les  propositions  qui  ont  été 
établies  dans  la  Statique  relativement  i  la  réduction  d'mi 
système  quelconque  de  forces ,  on  obtiendra  les  conséquen- 
ces suivantes  : 

Lorsqu'un  système  libre  quelconque  est  sollicité  par 
des  forces  qui  se  détruiraient  mutuellement  s'il  devenait 
.  rigide, 

La  somme  des  forces  représentées  par  les  quantités  de 
mouvement  de  ses  différents  points,  estimées  dans  une 
même  direction,  est  constante. 

Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  parallèlement  à 
la  résultante  des  quantités  de  mouvement,  transportées  en 
un  même  point. 

La  somme  des  moments  de  ces  quantités  de  mouvement 
^    par  rapport  à  une  même  droite  est  constante* 
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Si  Ton  considère  ces  moments  par  rapport  à  toutes  les 
droites  qui  passent  par  un  même  point  de  Pespace^  celle 
pour  laquelle  la  somme  est  la  plus  grande  en  invariaUe  ï 
c'est  Taxe  du  couple  résultant  des  quantités  de  moure- 
ment,  relatif  à  cette  origine.  Cette  direction,  ainsi  que  k. 
valeur  du  moment  total  correspondant,  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  points  de  la  parallèle  à  la  résultante ,  menée 
par  ce  même  point.  La  direction  peut  être  la  même,  sans 
que  le  moment  soit  le  même,  dans  le  seul  cas  où  les  forces 
représentées  par  les  quantités  de  mouvement  sont  réduc- 
tibles à  une  force  unique.  Dans  ce  cas,  tous  les  points  dtt 
plan  mené  par  celte  force  et  le  point  qUe  Ton  considère, 
donneront  une  même  direction  pour  Taxe  du  moment 
maximum;  mais  le  moment  ne  sera  le  même  en  grandeur 
et  en  direction  que  pour  les  points  d'une  même  parallèle  i 
la  résultante. 

Il  existe  un  axe  central  unique,  parallèle  à  la  résul- 
tante, et  tel  que  pour  tous  ses  points  sa  direction  est  celle 
de  l'axe  du  moment  maximum^  et  ce  moment  est  moindre 
que  le  maximum  relatif  à  tout  autre  point  de  Tespacc.  Il 
se  détermine  facilement  dès  qu'on  connaît  la  résultante  et  le 
couple  résultant  relatif  à  une  origine  donnée.  Dans  le  cas 
où  le  système  des  forces  représentées  par  les  quantité  de 
mouvement  est  réductible  à  une  force  unique,  la  droite 
suivant  laquelle  elle  agit  est  l'axe  central. 

.  ConsefVation  des  moments  dans  le  moui^ement  rela- 
tif.—  Supposons  maintenant  que  les  axes  auxquels  on 
rapporte  la  position  des  points,  se  meuvent  en  restant 
parallèles  à  eux-mêmes,  le  mouvement  relatif  sera  identi- 
que au  mouvement  absolu  qu  on  obtiendrait  en  partant 
d'un  étal  initial  identique  à  l'état  relatif  initial,  et  intro- 
duisant les  forces  fictives,  déterminées  précédemment. 
Dans  le  cas  actuel,  où  les  axes  n'ont  qu'un  mouvement  de 
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translation,  les  forces  fictives  se  réduiront,  pour  chaque 
point  du  système,  à  une  force  accélératrice  égale,  parallèle, 
et  de  sens  contraire  à  celle  qui  donnerait  à  un  point  maté- 
riel libre  le  mouvement  que  suit  l'origine  des  axes  mo- 
biles. 

Lorsque  ces  forces  réunies  aux  forces  données  seront  en 
équilibre  sur  le  système  rigide ,  ou  donneront  une  résul- 
tante passant  constamment  par  l'origine  mobile,  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  moments  aura  lieu  dans  le  mou- 
v^nent  relatif. 

.  Supposons  toujours  que  les  forces  données  soient  en  équi- 
libre sur  le  système  rigide.  Il  sera  nécessaire  alors  que  les 
forces  fictives,  soient  en  équilibre  sur  ce  même  systèine ,  ou 
bien  qu*elles  donnent  une  résultante  qui  passe  constamment 
'  par  Torigine  mobile. 

Or,  ces  forces  se  composent  en  une  seule,  appliquée  au 
centre  de  gravité  du  système,  parallèle  et  de  sens  contraire  à 
la  force  accélératrice  qui  produirait  le  mouvement  de  Tori- 
^ne  y  et  égale  au  produit  de  cette  force  par  la  masse  du  sys- 
tème. 11  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  cette  dernière 
force  soit  nulle,  pour  que  les  autres  soient  en  équilibre.  Dans 
ce  cas,  Forigine  a  un  mouvement  rectiligne  uniforme,  en- 
tièrement arbitraire.  On  obtient  ainsi  la  proposition  sui- 
vante: 

Lorsque  les  forces  appliquées  à  un  système  libre  s^y  dé- 
truisent lorsqu  il  devient  ngidcy  le  principe  delà  conseiva-' 
tion  des  moments  a  lieu  dans  le  mom'ement  relatif  à 
tout  système  d^axes  qui  se  m.euvent  parallèlement  à  eux- 
mêmes  y  de  manière  que  leur  point  de  rencontre  ait  un 
mouvement  quelconque  rectiligne  et  uniforme. 

Le  centre  de  gravité  du  système  ayant,  d'après  l'hypo- 
thèse ,  un  mouvement  recliligne  uniforme,  il  s'ensuit  que  le 
principealieupourun  systèmcd'axés  dedirectionsconstantes 
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et  dont  l'origine  coïncide  constamment  avec  le  centre  Ad 
gravité  du  système. 

Le  même  principe  aura  encore  lieu  lorsque  la  résn]-" 
tante  des  forces  fictives,  au  lieu  d'être  nulle,  passera  con- 
stamment par  Torigine;  ce  qui  exige  que  la  droi;te  mçnée 
par  le  centre  de  gravité  du  système,  parallèlement  à  la 
force  accélératrice  dé  Toriginè^  passe  toujours  par  cette 
origine  même. 

On  peut  donc  énoncer  cette  seconde  proposition  : 

Le  principe  de  la  conservation  des  moments  a  lieu ,  dans 
le  mouvement  relatif ,  lorsque  les  axes  se  déplacent  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  y  et  que  la  fore  fi  qui  produirait  le 
nioui^ement  de  l'origine  passe  constanunent  par  le  centre 
de  grav^ité  du  système. 

Ce  principe  a  donc  lieu  dans  le  cas  particulier  où  rori-' 
gine  a  un  moui^ement  arbitraire  sur  la  dœite  que  décrit  le 
centre  de  gravité. 

Cette  dernière  proj)osiûon  renferme,  conime  cas  très* 
particulier,  une  des  précédentes,  où  Ton  supposait  que 
l'origine  était  au  centre  de  gravité  lui-mèmQ. 
•  On  peut  remarquer  que  le  principe  démontré  dans  ce 
numéro  renferme  celui  du  numéro  précédent.  Il  suffit,  pour 
l'obtenir,  de  supposer  nulle  la  force  dirigée  vers  le  centre 
de  gravité. 

60.  Cas  où  le  moment  a  la  même  'valeur  que  si  l'origine 
était  immobile,  —  Les  deux  propositions  précédentes  se 
rapportent  seulement  à  l'invariabilité  des  moments  relatifs; 
mais  on  pourrait  ajouter  encore  la  condition  que  ces  mo- 
ments fussent  les  mêmes  que  si  l'origine  restait  en  repos. 
Voyons  s'il  est  possible  d'y  satisfaire. 

Prenons  pour  axes  fixes  des  x^j^  2. une  des  positions  des 
axes  mobiles  5  soient  a ,  6 ,  7  les  coordonnées  de  l'origine 
mobile ,  à  une  époque  quelconque.  La  somme  des  moments, 
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par  rapport  à  Taxe  des  Xy  sera 

/  X     '  [    dz       dr\ 

{a)  :,m[^rj^-z-y 

La  somme  des  moments  relatifs  à  l'axe  mobile  parallèle  aii 
précédent  sera 

On  aura  de  même  les  moments  relatifs  aiiï  deux  autres  axes, 
fixes  ou  mobiles. 

Or,  si  l'on  désigne  par  X|,  j^i,  Zx  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité ,  et  par  M  la  masse  totale  du  système,  la  . 
diflërence  des  expressions  [a)  et  (&)  se  réduit  à 

Il  sWsuit  que  pour  que  les  deux  expressions  (a)  et  (^) 
soient  égales ,  il  faut  que  Ton  ait 

rfe  </V         dr,     ^dt,      ^d-i         d^ 

'^Tt-^^Tt'^^Tr^'di'^^Tt-'^di^'''' 

Or,  on  satisfera  d'une  manière  particulière  à  cette  équation 
en  posant  séparément 

</6  d*>È  dy^  dit  dy  d^ 

m 

OU 

yr.zx  ::  d^idy,    6:  7  ::  dy,  \dz,,    6:7  ::  d^idy. 

En  faisant  de  même  pour  les  deux  autres  axes ,  on  voit  qu'on 
satisfera  à  toutes  les  coiiditions  en  posant 

a  :  6  :-7  ::  da  :  d^  :dy  ::  dx^  :  dy,  :  «fe,  ::  x,  :/,  :  z., 
II.  8 
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ce  qui  exige  seulement  que  le  centre  de  gravité  etl'origiiie  ' 
se  meuvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  cpii  a 
été  pris  pour  origine  fixe. 

On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  V origine  se  meut  d^une  manière  quelconque  sur 
la  droite  décrite  par  le  centre  de  grai^ité  du  système  y  les 
moments  relatifs  ont  la  même  "valeur  que  si  cette  origine 
restait  fixe. 

On  en  déduit ,  comme  ea»  particulicF,  cette  antre  pn^KH 
aition  : 

Les  moments  relatifs  à  des  axes  de  directions  constantes 
qui  se  meui^ent  et  se  coupent  au  centre  de  gravité  y  sontlef 
mêmes  que  si  ces  axes  restaient  immobiles*  dans  une  àud' 
conque  de  leurs  positions, 

61.  Conservation  des  aires.  —  Les  équation»  (3)  peu^ 
▼ent  être  envisagées  sous  un  autre  point  de  vue ,  et  démon- 
trent une  propriété  géométrique  remarquable  du  mouve^ 
ment  en  question.  En  effet,  si  Ton  considère  Taire  conique 
décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  dont 
les  coordonnées  sont  x^y^  z,  elle  se  projette  sur  les  plans 
^coordonnés  suivaiif  les  aires  décrites  par  les  projections  de 
ce  rayon  ^  et  dont  nous  allons  calculer  les  expressions. 

Soit  6  Tangle  formé  avec  Taxe  des  y  positifs  par  la  pro- 
jection r  du  jrayon  vecteur  sur  le  plan  YZ,  et  qui  tourne 
de  Taxe  des  y  positifs  vers  l'axe  dés  z  positifs,  ce  qui  est 
le  sens  direct  par  rapport  à  Taxe  des  x  positifs;  on  aura 

tang  6  =  -9  les  signes  de  toutes  les  quantités  étant  pris  dir 

la  manière  ordinaire. 

On  tire  de  cette  équation 

dB  ydz  —  zdy 

cos*  ^  j'         ' 
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el  comme  / -.=  r<î08  0)  on  aura 

Donc  ydz  —  zdjr  est  le  double  de  la  difTérentielle  de  Taire 
décrite  par  le  rayon  r;  elle  est  de  même  signe  que  r/9,  et^ 
par  conséquent,  positive  quand  le  mouvement  est  direct ^ 
et  négative  quand  il  est  rétrograde. 

Or,  si  l'axe  de  l'aire  plane  infiniment  petite,  décrite  dans 
l'espace,  fait  un  angle  aigu  avec  Taxe  des  x,  la  projection 
du  rayon  vecteur  sur  le  plan  YZ  aura  un  mouvement  di- 
rect; et  si  l'angle  est  ol>tus,  ce  mouvement  sera  rétrograde  : 
donc  j^ Jz  —  zdy  est  égal,  en  grandeur  et  en  signe,  au 
double  de  l'aire  infiniment  petite  décrite  dans  Tespace, 
multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  Taxe  de  cette 
aire  avec  Taxe  des  x  positifs. 

Cela  posé,  si  Von  désigne  par  X,  X',  X''^  les  sommes  des 
aires  décrites  par  les  projections  des  rayons  vecteurs  sur 
les  plans  coordonnés ,  et  multipliées  chacuhe  par  la  masse 
du  point  correspondant,  les  équations  (3)  pourront  être 
mises  sous  la  forme 

dl  _  dV  _  ,        ^^"__   ./ 

^~'''        ■57-*''       ■^~-''  ' 

d'où 

en  comptant  les  aires  à  partir  de  f  =  o. 

Ainsi ,  lorsque  les  points  d'un  système  libre  ne  sont  sou- 
mis qu'à  leurs  actions  mutuelles,  ce  qui  comprend  les  chocs 
entre  les  divers  points  du  système ,  et,  plus  généralement , 
lorsqu'ils  sont  soumis  à  des  forces  qui  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  devenu  rigide,  et  lié  invariablement  à  l'ori- 
gine ,  ce  qui  comprend  le  cas  de  forces  quelconques  dirigéei» 
vers  l'origine;  la  somme  des  projections  des  aires  décrites 
par  les  rayons  vecteurs  de  tous  les  points,  multipliées  res- 

8. 
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pectivement  par  les  masses  de  ces  poin ts,* est  proportion" 
nelle  au  temps ,  pourvu  que  Ton  regarde  comme  positives 
les  aires  décrites  d'un  mouvement  direct,  et  comme  néga- 
tives celles  qui  sont  décrites  d'un  mouvement  rétrograde. 
C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
des  aires.  On  voit  qu'il  ne  difi%re  que  par  la  forme  du  prio- 

cipe  de  la  conservation  des  moments. 

• 

62.  S'il  y  avait  deux  centres  d'action,  lors  même  que 
l'un  d'eux  serait  pris  pour  origine,  les  seconds  membres 
des  équations  (i)  ne  seraient  plus  nuls.  Mais  Fun  d'eux  dis- 
paraîtra si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  droite  qui  passe  par 
les  deux  centres  fixes  \  car  on  aura 

x:Y::j?:/,       ou       a:Y  — jX=:o. 

Donc  7  dans  ce  cas ,  le  principe  a  lieu  seulement  pour  les 
projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  , droite  qui 
joint  les  deux  centres  d'actions,  et  les  couples  provenant 
des  quantités  de  mouvement  du  système,  décomposés  sui- 
vant les  trois  axes ,  donneraient  un  couple  constant  suivant 
Taxe  qui  passe  par  ces  deux  points. 

63.  Plan  im^ariable.  —  Si  Ton  cherche  le  plan  sur  le- 
quel la  somme  des  projections  des  aires  multipliées  par  les 
masses  est  la  plus  grande,  on  trouve,  d'après  les  théorèmes 
démontrés  dans  les  préliminaires ,  que  les  cosinus  des  an- 
gles p^  y,  r,  que  la  direction  de  son  axe  forme  avec  les 
axes  de  coordonnées ,  sont 

COS  p  z 


COS  q 


COS  r  = 
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OU 


COSp  =z  —5 


COS  q  = 


COS  r  r= 


^c»  H-  c''  4-  c"' 
c 


V^ 


c2  4-  c''  -i_  c"« 


c" 


tfçi  _i_  o'ï  _J_  ^f^7 


C  H-  c  -f-  c 


La  direction  de  ce  plan  est  donc  indépendante  du  temps,  el 
Laplace,  qui  Ta  reconnu  le  premier,  lui  adonné  le  nom  de 
plan  invariable^  Les  équations  (  3  )  montrent  qu'on  pourra 
le  déterminer  si,  à  un  certain  instant,  on  connaît  les 
masses  des  diâerents  points  du  système,  leurs  positions  et 
les  composantes  de  leurs  vitesses.  Les  actions  mutuelles  des 
points,  et  les  chocs  qui  peuvent  survenir  entre  eux  né 
changent  pas  la  direction  du  plan  invariable,  puisque  les 
seconds  membres  des  équations  ne  cessent  pas  d'être  nuls. 
H  en  est  de  même  s'il  y  a  un  centre  fixe  d'action  ou  un 
point  fixe,  pourvu  qu'on  le  prenne  pour  origine. 

On  voit  que  ce  plan  n'est  autre  chose  que  celui  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  cl  toutes  les" 
propositions  qui  ont  été  établies  pour  ce  dernier  s'appli- 
queront identiquement  à  Fautre.  Nous  nous  dispenserons 
de  les  rappeler. 

64-  ^application  au  système  du  monde.  —  En  considé- 
rant le  soleil ,  les  planètes  et  leurs  satellites  comme  soUici-. 
tes  seulement  par  leurs  actions  mutuelles,  le  centre  de  gra- 
vité de  ce  système  se  meut  uniformément  en  ligne  droite 
avec  un(B  vitesse  qui  dépend  de  celles  qui  ont  été  impri- 
mées à  tous  ces  corps,  lorsqu'ils  ont  été  abandonnés  à  eux- 
mêmes.  Comme  nous  ne  connaissons  aucun  point  fixe ,  si 
nous  voulons  prendre  une, origine  des  aires  qui  donne 
pour  le  plan  du  maximum  des  aires  une  direction  invar 
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Fiable,  il  faut  choisir  un  point  qui  se  meuve  parallèlement 
à  la  droite  que  décrit  le  centre  de  gravite  ]  et  comme  cette 
droite  n'est  pas  connue,  il  faudra  choisir  le  centre  de  gra-< 
vite  lui-même.  Le  plan  du  couple  résultant  des  quantités 
de  mouvement  relatives ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  celui  du 
maximum  des  aires  relatives,  pourra  se  déterminer  à  une 
époque  quelconque;  et  comme  il  sera  toujours  le  même,  si 
Ton  y  rapporte  tous  les  points  du  système,  il  pourra  servir 
i  comparer  les  observations^astronomiques  faites,  aux  épo- 
ques les  plus  éloignées. 

11  est  bon  de  remarquer  que  ce  plan ,  étant  indépendant 
de  la  grandeur  des  actions  mutuelles,  ne  changerait  pas.  Ion 
même  que  la  loi  d'attraction  de  la  matière  varierait;  il  est 
aussi  indépendant  des  changements  qui  peuvent  sonrenir 
dans  la  figure  des  corps  célestes ,  parce  qu'ils  proviendront 
toujours  de  forces  égales  deux  à  deux  et  de  sens  contraire. 
Les  parties  liquides  ou  gazeuses  pourraient  se  lier  invaria- 
blement à  la  partie  solide  d'une  planète  ;  les  planètes  pour* 
raient  se  lier  entre  elles  ou  se  choquer  d'une  manière  quel- 
conque; elles  pourraient  être  brisées  par  des  exjdosions, 
sans  que  ce  plan  fut  dérangé. 

Il  resterait  encore  le  même  si  l'on  supposait  tou$  les 
corps  du  système  sollicités  par  des  forces  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses  ;  car  les  mouvements  rapportés 
à  trois  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  dans  des  direc-» 
tions  constantes  ne  seraient  pas  altérés,  et,  par  conséquent, 
}es  aires  projetées  sur  ces  plans  resteraient  les  mêmes. 

6S.  Équation  ff es  forces  vivres.  —  Cette  équation  s'ob- 
tient en  considérant  un  déplacement  virtuel  particulier, 
qui  n'est  pas  toujours  compatible  avec  les  liaisons  du  sys^ 
tème.  C'est  celui  qui  coïnciderait  avec  le  déplacement  qui 
s'opère  pendant  un  temps  infiniment  petit  dans  le  mouve-i 
ment  réçl  de  ce  système. 
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Pour  reconnaître  quand  ce  déplacement  virtuel  est  per- 
mis, soit  L  =  o  une  des  équations  de  condition  données. 
Les  déplacements  virtuels  satisferont  à  l'équation 

•et  lors  même  que  L  renfermerait  la  variable  t  explicite- 
ment, on  ne  la  ferait  pas  varier  dans  cette  équation, 
puisque  les  déplacements  virtuels  se  rapportent  au  mèmç 
instant. 

Si  maintenant  on  désigne  par  dx,  tfy^  dz^  etc.,  les  ac- 
croissements infiniment  petits  que  prennent  les  coordon- 
nées pendant  le  temps  dt  dans  le  mouvement,  cfiectîf  du 
système,  Téquation  L  =  o  devant  constamaient  être  satis- 
faite ,  Taccroissement  de  son  premier  membre ,  après  le 
temps  dt^  doit  être  nul,  ce  qui  donne,  en  supposant^ 
pour  plus  de  généralité ,  que  la  variaMc  t  y  entre  expli- 
citement , 

dla    _,  dh     ,  dh   ^  dla  ^  dja   _^    , 

——  de  -+-  -T—  t/x  -f-  ——  dy  H-  ——  dz  H ;-,  dx  -f-  .  .  .  r=  o. 

dt  dx  ^y  «2  "«^ 

Or  ces  deux  équations  seraient  contradictoires  si  Ton  ptt^^ 
;nait 

^x  =  dx.y     Sjr  :=  dy^     Sz  =  dzj . . . , 

et  cette  supposition  ne  sera  permise  que  si  l'on  a  —  =  o, 

•quel  que  soit  t.  D'où  Ton  conclut  qu'<m  peut  prendre  pour 
déplacement  virtuel  le  déplacement  infiniment  petit  que 
-subissent  en  même  temps  les  points  du  système ,  en  conti- 
nuant leur  mouvement ,  dans  le  cas  seulement  où  aucune 
fdes  équations  de  conditioa  ^le  renferme  le  temps  d'une  ma- 
«nière  explicite* 

SupjposQus  donc  qu'il  on  soit  ainsi,  et,  d«us  Téquaiion 
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faisons 

ixz=dx^      ^jr^ztiy,     isz=dxj 

il  Tient 

2^"  y-dF"^"^  'dF'^^^'dF'^j'^^  (^^  -^  ^*^  -^  ^^^ 

Or  le  premier  membre  est  la  nioitié  de  la  difiërentielle  de 


2-( 


V  désignant  la  vitesse  du  point  dont  la  masse  est  m;  et  Ter 
qoation  précédente  peut  s^écrire  ainsi  : 

(0  ^  dlmç^  =z  1  (Xdx  -f-  Ydx  -h  Z  A). 

Elle  montre  que  V accroissement  de  la  demi^sonune  des 
forces  vwes  de  tous  les  points  dans  wi  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  quan- 
tités de  travail  des  forces  données,  développées  dans  cç 
même  intervalle. 

66.  Lorsque  l'expression  £  (X^  +  Ydy  -+•  Ttdz)  est  la 
^iflerentîelle  exacte  d'une  fonction  ç  de  x ,  y,  z ,  a/,  j', 
z\.  .  .^  considérées  comme  variables  indépendantes,  od 
pourra  intégrer  les  deux  membres  de  Téquation  précédente, 
entre  deux  époques  quelconques^  et  l'on  aura 

Ainsi,  dans  ce  cas^  l'accroissement  de  force  vive  peut  se 
déterminer  dès  que  Ton  connaît  les  positions  de  tous  les 
points,  aux  deux  époques  que  Ton  considère ^  et  toutes  les^ 
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fois  que  le  système  repassera  par  UBe  même  position,  la 
somme  des  forces  vives  redeviendra  la  même. 

Si  les  forces  X,  Y,  Z  sont  nulles,  le  second  membre  de 
Téquation  (  a)  est  nul  et  la  somme  des  forces  vives  est  con- 
stante. C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  çonser- 
ifation  des  forces  vwes . 

67.  Si  tous  les  points  du  système  sont  soumis  à  Tactiôn 
^eule  de  la  pesanteur,  on  aura 

X  =  o,     Y=o,     Z  =  —  gdm , 

^n  prenant  Taxe  des  z  positifs  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur. L'équation  des  forces  vives  deviendra  donc,  en 
désignant  par  z^  le  z  du  centre  de  gravité  du  système,  et 
par  M  sa  masse  totale  : 

La  somme  des  forces  vives  ne  dépendra  donc  que  de  la 
hauteur  du  centre  de  gravité  du  système;  et  elle  redevien- 
dra la  même  toutes  les  fois  que  ce  point  repassera  par  le 
même  plan  horizontal. 

68.  Lorsque  ce  système  passe  par  une  position  où  il  se- 
rait en  équilibré  si  sçs  points  n'avaient  aucune  vitesse,  on 
a  alors 

pour  tous  les  déplacements  virtuels.  Et  comme  on  peut 
prendre 

il  s'ensuit 

2  (X^x -+- Yr// 4- Zr/2)  =  o, 

çt,  par  conséquent,  le  second  membre  de  l'équation  (2), 
ayant  sa  différentielle  nulle,  sera,  en  général ,  maximum  ou 
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minimum  relativement  à  toutes  les  vàleui^  par  lesquelles 
il  passe  successivement.  Ainsi ,  la  somme  des  forces  vives 
du  système  obtient  ses  valeurs  maxima  ou  mimma,  lorsque 
le  système  passe  par  dés  positions  où  il  serait  eu  équilibre 
si  ses  points  y  étaient  placés  sans  vitesse. 

69.  Nous  allons  démontrer  maintenant  que  Texpressioa 

est  une  différentielle  exacte  quand  les  forces  que  l'on  y  con- 
sidère sont  des  actions  mutuelles  entre  les  points  du  sys- 
tème y  proportionnelles  aux  masses  de  ces  points  ^  et  dépen- 
4aut  de  leurs  distances  seulement. 

En  ef&t,  soient  x,  y^  -s,  x\  y\  z'  les  coordonnées  de 
deux  points  dont  les  masses  sont  m ,  m'  et  dont  la  distance 
<est  f.  Leur  action  mutuelle  aura  pour  expression  mm'  F, 
F  désignant  une  fonction  de  f  seulement ,  et  les  trois  com- 
posantes de  Taction  exercée  par  ro'  sur  m,  seront^' en  U 
supposant  attractive , 

mm'Y,—j, —  1     mm  Y,- — j-^»     mm' Y, — -^ — 9 

ex  les  termes  provenant  de  ces  composantes  dans 

^{Xdx+Ydy-Jt-Zdz) 
«eront 

/  P  {^'  -  ^)  ^  -+-  (  7'  —  x)  ^y  +  (^'  --z)dz 


mm' Y 


.     / 


Les  termes  provenant  des  composantes  de  l'action  de  m 


isur  m'  seront 


(x  -  x')dx'  +  {y^y)dr  -+-  (g  --  zf)dz' 
mm  r  — ^ 
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et,  si  on  les  réunit,  on  a 

—  mm  r  •  r —       V  j*    '  ■ .. — > — I f 

ce  qui  ae  réduit  à  —  mmf  ¥df^  en  ayant  égard  à  l'équa-* 
tion 

On  aurait  trouvé  +  mm!  F .  Jf  dans  le  cas  d'une  action  ré- 
puUiTe.  Ainsi ,  tous  les  termes  provenant  des  actions  mur» 
tuelles  des  points  seront  des  difierentielles  exactes ,  quand 
ces  actions  ne  dépendront  que  de  la  distance  et  seront  pro- 
portionnelles aux  masses  \  et  généralement  quand  elles:  se- 
ront égales  et  opposées. 

Nous  avons  démontré  précédemment  quHl  en  était  d« 
même  pour  toutes  les  forces  agissant  vers  des  centres  fixes 
proportionnellement  à  une  fonction  de  la  distance  seul^ 
ment. 

Mais  le  théorème  n'aurait  plus  lieu  s'il  existait  des  rér 
sistances  de  milieux  ou  de  frottement  :  les  forces  X ,  Y,  Ta 
dépendraient  alors  soit  des  composantes  delà  vitesse,  soit 
de  la  pression  contre  les  surfaces  ou  les  lignes  qui  pro-» 
duisent  le  frottement,  et 

2(Xrfx4-Yrfr-f-Zrf2) 

ne  serait  plus  une  différentielle  exacte. 

On  observera  que  la  différentielle  — mni'¥.df^  qui  se 
rapporte  aux  attractions  mutuelles,  est  négative  si  <ff  est 
positif,  et  positive  si  df  est  négatif.  Donc  les  ajltractions 
mutuelles  donnent  un  accroissement  dans  la  somme  des 
^forces  vives  quand  les  points  se  rapprochent ,  et  une  dimi-* 
nution  quand  ils  s'éloignent.  De  même,  si  les  actions  sont 
répulsives,  la  somme  des  forces  vives  croîtra  si  les  points 
p^éloignent,  et  décroîtra  s'ils  se  rapprochent. 
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70.  La  somme  des  forces  vives  n*est  pas  altérée  par  le 
choc  des  points  du  système  entre  eux ,  lorsque  les  corps  qui 
se  choquent  repassent  après  la  compression  par  les  mêmes 
états  que  pendant  qu'elle  s'opérait,  et  que  la  force  répul- 
sive qu'ils  exercent  Tun  sur  l'autre  est  la  même  pour  les 
états  semblables  ;  car  alors  on  a  des  actions  mutuelles  qui 
ne  dépendent  que  des  distances  des  points  entre  lesquels 
elles  ont  lieu. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même,  comme  nous  allons  le 
voir,  quand  les  corps  qui  se  choquent  ne  satirfont  plus  à 
cette  condition,  c'est-à-dire  quand  ils  ne  sont  plus  parfai' 
tentent  élastiques. 

71 .  Perte  de  forces  vivres  produite  par  le  choc^  —  Sujv 
posons  que  les  corps  qui  se  choquent  soient  entièrement 
dénués  d'élasticité,  et  désignons  par  a,  &,  des  composantes 
de  la  vitesse  du  point  quelconque  m  avant  le  choc,  et  par  A, 
6,  C  leurs  valeurs  après  le  choc  qui  a  lieu  entre  des  parties 
quelconques  du  système. 

D'après  le  principe  de  d' Alembert ,  que  nous  avons  dé- 
montré applicable  aux  forces  instantanées  (n^  42),  il  devra 
y  avoir  équilibre  entre  les  forces  de  choc,  qui  sont  deux  à 
deux  égales  et  directement  opposées ,  et  celles  dont  les  com* 
posantes  seraient  exprimées  pour  chaque  point  par 

dx  dy  €iz 

dt  dt  dt 

ou,  d'après  les  notations  précédentes,  p^r 

m[a  —  A),     m[h  —  B),     m[c  —  C). 

Or,  en  appliquant  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  ou 
obtiendra  une  équation  indépendante  des  forces  inconnues 
que  produit  le  choc ,  en  prenant  pour  déplacement  virtuel 
celui  qui  s'opérera  réellement  après  que  le  choc  sera  tprt 
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miné.  En  effet,  les  corps  cesseront  d'agir  Tun  sur  Tautre 
lorsque  leur  vitesse  sera  devenue  la  même  dans  le  sens  de 
la  normale  commune;  donc  alors  les  moments  virtuels  des 
deux  forces  ^ales  et  contraires  seront  égaux  et  désignes 
différents;  il  est  donc  inutile  d*y  avoir  égard  dans  la  somme 
totale,  et  Ton  aura  Téquation 

2/w  [(«  —  A)  dlr  -h  (6  —  B)<r  +  (<^  —  C)  dz]  =  o. 

Or 

tix^=:Adty      dy^iBdty      dzzziCdi; 
donc 


Soient 


d'où 


2/11  (n  A  +  6B  -f-  cC  — -  A»  —  B»  —  C)  =  o. 

flî  _l-  6»  -h  c'  =  p%     A»  H-  B'  -h  C*  =  \\ 

(«  _  A)» -h  (^  —  B)^  -h  (c  —  C)*  =  (^\ 


„»  -t.  V^  —  cv* 
flA-h6B  +  cC=  — ^ 


2 

l'équation  précédente  devient  alors 

Im  (p'  —  V  —  w'j  =  o ,     ou       Imv^  —  2  w  V*  =  2'w«'*; 

ce  qui  prouve  qu'il  y  a  une  perte  de  force  vive  égale  à 
la  somme  des  forces  vives  relatives  aux  vitesses  perdues. 
Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de 
Carnot. 

L'auteur  Ta  étendu  au  cas  où  les  corps  qui  se  choquent 
ont  un  degré  quelconque  d'élasticité;  mais  la  difficulté  de 
connaître  exactement  ce  degré  en  rend  l'emploi  presque 
impossible  dans  l'état  actuel  de  la  science.  Pour  qu'on 
en  put  faire  usage  avec  quelque  confiance ,  il  faudrait  faire 
de  nombreuses  expériences ,  dont  on  ne  s'est  pas  encore 
occupé. 

Lra  perte  de  forces  vives  étant  £  mw^  dans  le  cas  de  corps 
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san5  élasticité,  si  l'on  considère  le  système  immédiatenient 
avant  et  après  lé  choc ,  les  points  n'ont  pas  changé  sensible* 
ment  de  position.  En  désignant  donc  par  x^j^  z,  x',..., 
les  coordonnées  de  ces  points,  au. moment  où  les  o^rps 
viennent  en  contact,  Téquation  (2)  deviendra,  en  ayant 
égard  à  la  perte  instantanée  de  forces  vives. 


(3)   j 


Nous  verrons,  plus  tard,  l'usage  que  l'on  fait  des  équa- 
tions (2)  et  (3)  dans  le  calcul  de  FeiTet  des  machines. 

1%  L'équation  (2)  prend  une  forme  remarquable  quand 
on  y  introduit  les  vitesses  des  points  par  rapport  au  centre 
de  gravité  du  système. 

En  effet,  soient  Xj  y^  z  les  coordonnées  d^nn  quel' 
conque  de  ces  points  par  rapport  à  des  axes  fixes;  |,  39)  ^ 
celles  du  même  point  par  rapport  au  centre  de  gravité, 
on  aura 

x=rjr,4-Ç,     y=Xt-hri^      «=:z,-hÇ'; 

et  j  par  suite , 

■"  dt^  "^  dr       de^  "^  de^      di*  "^  dt^ 


fàœ,  ^,^^.^  ^\ 
\dt    dt  "^  dt   dt        dt   dt  ) 


Si  Ton  désigne  par  u  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  par  V 
les  vitesses  dans  le  mouvement  par  rapport  au  centre  de 
gravité,  et  cpie  l'on  observe  que  l'on  a 

€/Ç  dn  rfÇ 

on  obtiendra ,  en  représentant  par  M  la  masse  totale  du 
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système, 

(4)  2w(/»=2wV'-f-My'. 

L!équation  (â)  donne  ainsi 

M 
1  j,m\'  —  \  lm\l  =:--(«;  —  u')  -f-  ff  {xy  y,  z,  x\,  . .) 

73.  On  peut  encore  faire,  au  sujet  du  centre  de  gravité^ 
nne  remarque  qui  est  souvent  utile.  Le  mouvement  de  ce 
point  étant  le  même  que  si  toute  la  masse  y  était  réunie  et 
que  toutes  les  forces  y  fussent  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes ,  on  obtiendra  des  propriétés  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  d'un  système ,  au  moyen  des  propriétés 
du  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces 
données. 

En  considérant  en  particulier  Téquation  relative  à  la 
force  vive  d'un  point  matériel ,  et  employant  les  mêmes  no- 
tations que  ci-dessus ,  on  obtiendra 

équation  qui  peut  servir,  dans  bien  des  cas ,  à  donner  im- 
médiatement l'expression  de  la  vitesse  v  du  centre  de  gra- 
vité. Nous  allons  en  faire  usage  ici  pour  démontrer  une 
propriété  remarquable  du  centre  de  gravité  d'^un  système. 
L^équation  (i)  donne,  en  y  remplaçant  Smi^'  par  sa  va- 
leur, tirée  de  l'équation  (4)  y 

^  rf2w V^  -4-  I  ^.Mi>'  =  2  {yLdx  -h  Xdy  +  Zdz). 

Or,  si  l'on  désigne  par  f,  >7,  ^  les  coordonnées  par  rapport 
à  des  axes  parallèles  à  ceux  des  x^  y^  z  et  passant  par  le 
centre  de  gravité  du  système,  on  aura 


I  /' 
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et,  par  suilc, 

dx  =  dXi  -H  É^Ç ,     dx:=  djTx  -f-  dn ,     tlz  si  dzx  4-  d^^ 

et  réquaiion   précédente  devient,  eu.  vertu,  de  Téqna' 
tîon  (5), 


c'est-à-dire  que  l'équation  des  forces  vives  a  lieu  par  rapport 
au  centré  de  gravité,  comme  si  cVtait  un  point  fixe. 


74.  Équation  des  forces  vivres  dans  le  mou^^ement  re- 
latif.  —  Considérons  maintenant  le  mouvement  du  sys- 
tème par  rapport  à  des  axes  mobiles..  Ce  mouvement  est 
identique  ^  un  certain  mouvement  absolu  que  prendrait  le 
système,  sous  les  conditions  définies  dans  le  n^  54,  et  nous 
pouvons  appliquer  à  ce  dernier  ce  qui  vient  d'être  démontre 
pour  tout  mouvement  absolu. 

Ainsi  d'abord,  lorsque  les  équations  de  conditionne  ren^ 
f€rmeix>nt  pas  explicitement  le  temps,  F  accroissement  de 
la  demi^somme  des  forces  vi^cs  relatii^es,  dans  un  temps 
infiniment  petit,  est  égal  à  la  somme  des  quantités  de  tm- 
t^ail  des  forces  relativ^es  dans  le  même  intervalle. 

Rappelons-nous  maintenant  que  les  forces  relatives  se 
composent  des  forces  données  et  des  forces  fictives.  Ces  der- 
nières consistent  d'abord  dans  les  forces  d'inertie  qui  se- 
raient  développées  par  chaque  point  du  système,  si  on  le 
liait  aux  axes  mobiles,  et  ensuite  à  des  forcés  perpendicu- 
laires aux  vitesses  relatives,  et  dont  le  travail  est,  par  con- 
séquent, nul. 

D'où  l'on  voit  que  V  équation  des  forces  vii^es  a  lieu  dans 
le  mouvement  relatif  pourvu  quon  joigne  aux  forces 
données  les  forces-  d'inertie  de  chaque  point,  supposé  Hé 
aux  axes  mobiles,  à  V  instant  que  Von  considère^  ou,  d'a- 
près les  dénominations  employées  par  M.  Coriolis,  pourvu 
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qubn  joigne  aux  forces  données  des  forces  égales  et  op-^ 
posées  aiix  forces  d'entraînement  pour  chacun  des  points 
du  système. 

Toutes  les  proposrtîons  que  nous  avons  établies  sur  les 
forces  vives  4ans  le  mouvement  absolu  se  trouvent  donc  ap- 
plicables au  mouvement  relatif,  au  moyen  de  l'introduc- 
tion de  ces  forces  d'inertie  fictives  \  et  il  est  inutile  d'en  re-* 
produire  les  énoncés ^ 

N.  B,  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  le  mouvement 
absolu,  qui  est  identique  avec  le  mouvement  relatif,  les 
équations  de  liaison  ne  sont  autre  chose  que  les  proposées 
eifprimées  au  moyen  des  coordonnées  relatives  dans  les- 
quelles on  substitue  à  ces  dernières  les  coordonnées  abso- 
lues prises  dans  le  système  des  axes  fixes  que  Ton  a  choisies; 
que  Fétat  initial,  dans  ce  système,  est  identique  à  Tétat 
initial  relatif  aux  axes  mobiles;  enfin,  que  les  forces,  tant 
données  que  fictives,  que  Ton  considère  dans  ce  mouvement 
absolu  sont  exprimées  au  moyen  des  coordonnées  qui  s'y 
rapportent,  de  la  même  manière  que  le  sont,  au  moyen  de» 
coordonnées  relatives,  les  forces  réellement  données  et  les 
forces  fictives  considérées  dans  chaque  position  du  système 
proposé- 


CHAPITRE  XVn. 

Application  des  principes  précédents  au  choc 

des  corps  sphériques. 

75.  Choc  direct.  —  Supposons  deux  sphères  composées 
découches  homogènes ,  et  dont  les  centres  soient  animés  de 
mouvements  uniformes  suivant  une  même  droite  :  si  ces 
deux  corps  viennent  pw?  choquer,  leurs  vitesses  seront  mo- 
difiées^ mais  leurs  centres  continueront  à  se  mouvoir  dans 
un  sens  ou  dans  Tai^tre  sur  la  même  droite  :  nous  nous 
II.  -9 
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proposons  de  trouver  les  formules  qui  exprimeront,  dan^ 
tous  les  cas,  leurs  vitesses  après  le  choc,  en' fonction  de 
leurs  vitesses  primitives. 

Nous  considérerons  les  deux  cas  extrêmes  où  les  corps 
sont  complètement  mons,  ou  bieii  parfaitement  élastiques; 
et,  pour  écarter  toutes  les  difficultés  qui  peuvent  tenir  à  la 
forme  des  corps  après  le  cboc ,  et  des  mouvements  intérieurs 
qui  peuvent  y  exister,  nous  les  réduirons  à  deux  points  ma^ 
tériels  ;  nous  supposerons  que ,  quand  ils  se  trouvent  à  une 
très-petite  distance  Tun  de  l'autre,  il  s'exerce  entre  eax 
une  force  répulsive  qui  ne  sera  fonction  que  de  la  distance 
dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  et  qui,  au 
contraire,  dans  Iç  cas  des  corps  mous,  deviendra  nulle  aprè» 
un  certain  degré  de  rapprochement. 

Rapportons  la  position  des  deux  points  à  une  origine 
fixe,  prise  sur  ta  ligne  du  mouvement.  Soient  a:,  x'  les 
abscisses  de  ces  points  ^  m ,  m'  leurs  masses ,  f^ ,  i^'  leurs 
vitesses  avant  le  choc  ;  V,  V  leurs  vitesses  après  le  choc» 
Ces  quantités  seront  considérées  comme  positives  quand 
)e  mouvement  sera  dirigé  dans  le  sens  des  x  positifs,  et 
comme  négatives  dans  le  cas  contraire  5  de  sorte  qu'elles 
seront  toujours  représentées,  en  grandeur  et  en  signe, 
dx    dx' 

Cela  posé,  si  nous  désignons  par  x^  l'abscisse  du  centre 
de  gravité  des  deux  points,  nous  aurons  constamment 

r 

/»j:  4- /w'y  =r  (/w -+- /«')  jf,  ; 
et,  en  dîfférentiant , 


^ix         .  dx*       ,  , .  dx^ 

dt  de        ^  *  dt 


\ 


Or,^  d'après  le  principe  de  la  conservation  du  mocve- 
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iheïit  du  centre  de  gravité,  — '  est  constant,  et  alamèhie 

valeur  avant  et  après  le  choc.  Le  premier  membre  a  dcwiC 
aussi  la  même  valeur  avant  et  après  le  elioc  \  ce  qui  donné 
cette  première  relation 

quels  que  soient  d'ailleuirs  les  signes  des  quantités  f^,  v\  V> 
Y^  et  soit  que  les  corps  soient  mous  ou  élastiques. 

Distinguons  maintenant  ces  deux  cas  : 

1°.  Si  les  corps  sont  entièrement  dénués  d^élasticité, 
Taction  mutuelle  cessera  lorsque  leurs  vitesses  seront  de- 
venues égales  et  de  même  sens;  on  aura  alors  V  =  V,  et 
Inéquation  (i)  donne 


V-= 


m  -j-  m! 


On  voit  que  les  deux  corps  resteront  en  repos  après  le 
choc,  si  Ton  a 


mv  4-  w'  p'  =  o , 


c'est-à-dire  si  les  quantités  de  mouvement  sont  égales^  et 
les  vitesses  de  signes  contraires. 

On  vérifierait  facilement  que  la  somme  des  forces  vives 
après  le  choc  est  moindre  <|u'avatit  le  choc,  et  qtie  la  diffé- 
rence est  la  somme  des  forces  vives  correspondantes  aux 
vitesses  perdues. 

2^.  Si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques,  la  somme 
des  forces  vives  n'a  pas  été  changée  par  le  choc ,  et  l'on  a  > 
par  conséquent, 

(  2  )  iwf'  H-  m' v""  z=zm\^+m'  V'. 

Les  équations  (i)  et  (2)  déterminent  V  et  V  au  moyen 
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Si  on  les  met  sous  la  forme 

/w(V  — P)  =  m'(t;  — V), 
;;,  (  V'— p»)  =  m' (p"— V^») , 

on  trouve ,  en  les  divisant  membre  à  membre , 

ou 

V  — V'=  — (p  — /); 

ce  qui  nïoiitre  que  les  vitesses  relatives  avant  et  après  le 
ehoc  sont  égales  et  de  sens  contraires. 
Les  équations  (i)  et  (3)  donnent 

(m  —  »i')p-4-2wiV 

V   =  : -5f 

m  -h  m 
,       (m  —  m)p  -+■  :tmp 

.Si  les  masses  des  deux  corps  sont  égales,  ces  formules  don- 
nent 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  les  deux  corps  échangent  tou- 
jours leurs  vitesses. 

Si  l'un  des  corps  est  en  repos ,  |wtr  exemple  celui  dont 
ïa  masse  est  m',  on  trouve 

m  -h  m'  ni  -4-  m'  ' 

de  sorte  que  le  corps  en  mouvement  sera  réfléchi  s'il  a  une 
masse  plus  petite  que  Tautre  et  continuera,  au  contraire^ 
son  mouvement  dans  le  même  sens  s'il  a  une  masse  plu» 
grande.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  sa  vitesse  relative  sera 
—  f^,  comme  il  résulterait  de  l'équation  (3). 
Si  l'on  avait,  en  outre,  m  =  m'^  on  trouverait 

V=:0,      V'  =  f». 
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Le  corps  immobile  ayant  pris  la  vitesse  de  Taulre  serait 
3e  même  réduit  au  repos  s'il  rencontrait  un  autre  corps 
élastique  de  même  masse  et  sans  vitesse,  et  ainsi  de  suite« 
Ce  résultat  se  vérifie  facilement  et  rexpérience  en  est  faite 
vdans  tous  les  Cours  de  physique. 

76.  Choc  oblique. —  Supposons  maintenant  que  les  cen- 
tres des  deux  sphères,  dont  les  masses  sont  m,  m!^  ne  se 
meuvent  pas  suivant  une  même  droite.  Soient  O ,  O'  les 
positions  de  ces  centres  à  l'instant  du  contact.  Nous  nous 
proposons  de  trouver  la  grandeur  et  la  direction  des  vitesacs 
de  CCS  deux  points  après  le  choc.  Pour  cela ,  concevons  qu'à 
l'instant  où  le  contact  des  deux  sphères  a  lieu ,  on  décom- 
pose chacune  de  leurs  vitesses  en  deux  autres  dont  l'une 
soit  dirigée  suivant  la  normale  commune  00',  et  Fautre 
dans  le  plan  tangent  commun.  Soient  N,  T  ces  composantes 
pour  la  masse  m,  et  N',  T'  pour  la  masse  m'. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  sur  l'effet  des  forces  in- 
stantanées, nous  pouvons  calculer  d'abord  les  vitesses  ré- 
sultant de  leur  action  sur  le  système  qui  ne  serait  animé 
que  des  vitesses  suivant  00' ^  puis  les  composer  avec  les 
vitesses  dont  les  directions  sont  dans  le  plan  tangent. 

Nous  allons  donc  considérer  d'abord  les  deux  sphères  w, 
m'  en  mouvement  suivant  la  même  droite  00^  et  se  ren- 
contrant avec  les  vitesses  respectives  N,  N^  Nous  nous 
bornerons  encore  à  traiter  deux  cas  distincts  :  savoir  ceux 
où  les  deux  corps  sont  entièrement  mous,  ou  parfaitement 
élastiques. 

i*'.  Si  les  deux  corps  sont  mous ,  les  deux  forces  normales 
leur  donneront  une  vitesse  commune  v  suivant  00',  et  sa 
valeur  sera 


T> 


m  -f-  m' 
les  quantités  N,  N',  y  étant  considérées  comme  positivea 
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dans  une  des  deux  directions  sur  la  normale  et  n^atives 
dans  Fautre.  Outre  cette  vitesse  commune,  les  deux  splières 
ont  encore  respectivement  les  vitesses  T,  T'  perpendicu<; 
laires  à  OO'. 

2^.  Supposons  maintenant  les  deux  corps  parfaitement 
élastiques  et  animés  seulement  des  vitesses  suivant  la  nor- 
male. Ils  se  meuvent  alors  suivant  la  ligne  des  centres  avec 
les  vitesses  N ,  N',  et  auront  après  le  choc  des  vitesses  v,  u' 
dont  les  expressions,  tirées  des  formiiles  (4)  9  seront 

(i?î--w')N-h2/w'N' 

^  =  ^ —, — '- r 

nî  -4-  ni 

(5)  \  " 

u  =r  . 1-  « 

WI  -h  W 

Ces  composantes  suivant  la  normale ,  jointes  aux  compo- 
santes T,  T'  dirigées  dans  le  plan  tangent,  feront  con- 
naître la  grandeur  et  la  direction  des  vitesses  après  le  choc. 

77.  Si  m  =  m',  on  trouve 

v  =  N',     v'  =  N; 

et  les  vitesses  primitives  suivant  la  normale  se  sont  chan- 
gées Tune  dans  l'autre ,  comme  nous  Pavions  déjà  trouvé 
en  étudiant  le  choc  direct. 

78.  Si  la  masse  m'  est  primitivement  en  repos,  N'  =  0, 
et,  par  suite, 

V  = ;  .  N,       u'  =  : ;  .  N. 

m  H-  /n'  m  -^  m 

P'où  Ton  voit  que  si  la  masse  m'  croît  indéfiniment,  u' 
tend  vers  zéro  et  u  vers  — N.  En  composant  cette  vitesse 
^gale  et  contraire  à  N  avec  la  même  vitesse  T  suivant  le 
plan  tangent,  on  a  une  vitesse  égale  à  ceUe  4ti  point  m 
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avant  le  choc ,  située  dans  le  plan  de  la  n6i  malc  et  de  la 
vitesse  incidente,  et  dont  la  direction  fait  avec  la  normale 
le  même  angle  que  la  direction  de  la  vittàsp  primitive;  ce 
qui  s'exprime  en  disant  que  :  Lorsqu'une  sphère  parfais 
tetnent  élastique  rencontre  un  obstacle  inébranlable  et 
élastique,  elle  se  réfléchit  de  telle  sorte  que  sa  vitesse  reste 
la  même  et  que  les  directions  du  mous^ment  de  son  centre 
aidant  et  après  le  choc  soient  dans  un  même  plan  passant 
par  la  normale  au  point  d'incidence,  et  fassent  a\fec  cette 
ligne  des  angles  égaux. 

79.  On  peut  démontrer  direcleniént  cette  loi  de  réflexion 
des  corps  élastiques.  En  effet,  lorsque  la  sphère  m  vient 
rencontrer  la  surface  fixe,  elle  se  trouve  soumise  à  l'action 
d'une  force  normale  F  variable,  fonction  de  la  distance^ 
du  centre  à  la  surface  fixe.  L'int^rale  jTF^  prise  dans 
toute  la  durée  du  choc  est  donc  nulle,  et  la  force  vive  n'a 
pas  changé.  La  vitesse  est  donc  la  même  avant  et  après  le 
choc  5  et  comme  les  forces  normales  à  la  surface*  fixe  qui  ont 
agi  sur  la  sphère  n'ont  pas  changé  sa  vitesse  suivant  le  plau 
tangent,  il  s'ensuit  qu'après  le  choc  la  vitesse  de  la  sphère 
et  l'une  de  ses  composantes  sont  les  mêmes  :  la  seconde  . 
composante  est  donc  aussi  la  même;  d'où  il  suit  que  Tangle 
de  réflexion  est  égal  à  l'angle  d'incidence,  et  l'on  retombe 
sur  la  loi  déjà  démontrée, 

80.  Enfin  supposons  que  la  surface  réfléchissante,  au  lieu 
d'être  fixe,  ait  un  mouvement  qui  ne  puisse  être  influencé 
par  la  sphère  incidente;  il  suffira,  dans  les  formules  (5), 
de  supposer  m'  =  oo  ,  et  l'on  trouvera 

Ainsi  la  composant^  normale  de  la  vitesse  après  la>réflexion 
n'a  plus  la- même  valeur  qu'avant*,  elle  est  diminuée  du 
double  de  la  vitesse  normale  de  la  surface  réfléchissanteé 


j  ■ 


m 
I 
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De  sorte  que  la  sphère  se  mouvrait  constamment  dans  le 
plan  tangent  à  cette  surface  au  point  d'incidence  si  Von 
avait  N=2N'. 

CHAPITRE  XyiII. 

MOUVEMENT    D'uN    CORPS    SOLIDE    AUTOUR    D'UN    AXE 

FIXE. 

81 .  Considérons  un  corps  solide  dont  la  forn\e  et  la  den- 
sité en  chacun  de  ses  points  sont  données,  et  qui  est  lié 
invariablement  ^vec  un  axe  fixe ,  autour  duquel  il  peut 
to.urner  librement.  Tous  ses  points ,  ou  seulement  un  noxor 
}fre  fini  d'entre  eux,  sont  sollicités  par  des  forces  données; 
et  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  de  ce  corps,  soit 
que  Ton  donne  les  vitesses  initiales  de  ses^pcgints,  soit  que 
Ton  connaisse  seulement  les  forces  instautanée^  qui  les  put 
produites. 

Si  les  forces  données  ne  sont  pas  comprises  dans  des 
plans  p;3rpendi  cul  aires  à  Taxe  de  rotation ,  on  peut  toujours 
les  décomposer  en  dec^x ,  dont  Tune  soit  parallèle  à  cet  axe, 
et  l'autre  dans  un  plap  perpendiculaire;  la  première  sera 
détruite  par  la  résistance  de  Taxe ,  et  l'on  peut  en  faire  abs- 
traction dans  la  recherche  du  mouvement.  Nous  suppose- 
rons donc  que  toutes  les  forces  données  agisse];it  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  fixe. 

D'après  le  principe  dtî  d*Alembert,  on  doit  exprimer 
qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  données  et  le  système 
des  forces  égales  et  directement  opposées  à  celles  qui  don- 
neraient à  chaque  point,  supposé  libre,  le  mouvement 
qu'il  a  réellement.  Ces  deçnièrçs  seraient 

d^ X  ^  d'^  Y    ^  d^  z  j  . 

-- —  dm ,       — ; —  dm ,       — r--  dm . 
dt'         '         dt""  '        dt^         ' 

pQi\r  l'élén^ent  dont  la  niasse  est  dm  et  les  coordonnées  x , 
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y,  Z'^  maïs  il  vaudra  mieux,  dans  le  cas  actuel,  considérer 
les  deux  composantes,  tangente  et  normale  :  la  première  est 
celle  qui  donne  raccroissement  de  vitesse,  la  seconde  est  là 
force  centripète  et  se  trouve  détruite  par  la  résistance  de 
l'axe,  puisque  chaque  point  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le 
centre,  est  sur  cet  axe.  On  peut  donc  se  borner  à  considérer 
}a  première  de  ces  forces,  qui  est  tangente  à  l'arc  décrit, 

et  représentée  par  ~  dm  y  en  désignant  par  »^  la  vitesse  et 

par  û?w  la  masse  de  ce  point.  Si  Ton  désigne  par  r  la  dis- 
tance de  ce  point  à  Taxe,  et  par  9  l'angle  formé  par  deux 
plans  passant  par  Taxe,  dont  l'un  soit  fixe,  et  l'autre  lié  au 
corps,  et  mobile  avec  lui,  on  aura 

dû  (h         d'9 

.  =  r;^.     et,parsuue,      j^=r^. 

La  vitesse  sera  alors  considérée  comme  positive  lorsque 
Tangle  0  croîtra,  et  la  force  sera  positive  quand  elle  tendra 
à  faire  croître  cet'angle.  Or  la  condition  d'équilibre  d'un 
corps  solide  atitour  d'un  axe  fixe  consiste  en  ce  que  la 
somme  algébrique  des  moments  des  forces  par  rapport  à 
cet  axe  soit  nulle,  en  considérant  comme  positifs  les  mo- 
ments des  couples  qui  tendraient,  par  exemple,  à  augmen- 
.%er.  l'angle  6 ,  et  comme  négatifs  ceux  qui  tendraient  à  le 
diminuer.  Si  donc  on  désigne  par  P  l'une  quelconque  des 
forces  données^,  et  par/;  sa  distance  à  l'axe,  l'équilibre  entre 

les  forces  P  et  les  forces  —  ^  "TT  conduira  à  l'équation 

suivante.: 

^es  sommes  se  rapportant  à  tous  les  points  du  corps. 

P^ns  le  dernier  terme  de   cette   équation,   le  facteur 
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-j^peut  sorlir  en  dehors  dû  signe  S,  et  ce  terme  devient 

d'B 


Ir^dm, 


dt 
L^équation  précédente  deviendra  donc 

En  général,  les  moments  des  forces  données  varieront 
avec  la  position  du  corps;  si  ces  forcés  ne  dépendent  pas 
du  temps  y  leurs  moments  seront  des  fonctions  connues 
de  9,  et,  en  intégrant  l'équation  (i),  on  aura  6  en  fonc- 
tion de  t  et  de  deux  constantes  arbitraires.  Ces  constantes 
seront  déterminées,  et,  par  suite  aussi,  le  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps,  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  S 

et  —  relatives  à  i  =  o,  c'est-à-^^ire  la  position  et  la  vitesse 

angulaire  du  corps  au  commencement  du  mouvement. 

Pour  effectuer  l'intégration  de  Téquation  (t.) ,  représen^ 
tons  son  second  membre  par  <f  {6) ,  elle  devient 

multipliant  les  deux  membres  par  2d6^  et  intégrant  à  par-, 
tir  de  la  valeur  initiale  0o  de  d,  on  aura 

€i)  étant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire;  on  tirera 

delà 

dû 


dt  = 


vd 


0 
tf  {0)dO  +0)' 
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Si  Ton  peut  effectuer  celte  quadrature,  on  aura  /  en 
fonction  de  6^  et  la  constante  qui  s-introduîra  sera  dëter- 
minée  en  exprimant  qu'on  a  à  la  fois 

^  =  o,     ô  =  ôo- 

Si  les  forces  données  sont  telles,  que  J'équation  des  forces 
vives  ait  lieu,  elle  conduira  immédiatement  à  l'équation  (2), 
parce  que  la  vitesse  d'un  point  situé  à  la  distance  r  de  l'axe 

étant  r  —  j  la  somme  2  wi'*  aura  pour  expression 


dt 


Irnr^  -7--)     ou     -TT  2/w^^ 
dt^  do 


Exprimant  ensuite  le  second  membre  de  l'équation  des 
forces  vives  en  fonction  de  la  seule  variable  Q ,  ce  qui  sera 

—  J   en  fonction  de  0 ,  et 

Pon  trouvera  ainsi  l'équation  (2). 

82.  Considérons  en  particulier  le  cas  d'un  corps  pesant 
qui  peut  se  mouvoir  autour  d^un  s^xe  horizontal,  que  nous^ 
.  prendrons  pour  axe  des  y^  l'axe  des  z  étant  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur.  Nous  considérerons  l'angle  d  comme 
|brmé  par  le  plan  qui  passe  par  Taxe  fixe  et  le  centre  de  ' 
gravité  du  corps,  avec  le  plan  vertical  YZ-,  et  nous  suppo- 
serons que  cet  angle  croisse  en  allant  de  l'axe  des  2;  positif^, 
vers  l'axe  des  x  positifs,  c'est-à-dire  dans  le  sens  que  nou^ 
sommes  convenus  de  choisir  pour  celui  du  mouvement  di- 
rect. Le  moment  relatif  à  l'élément  dm  sera  gxdm^  car  il 
tend  à  augmenter  l'angle  9  quand  x  est  positif,  et  à  le  dimi-; 
nuer  quand  j:  est  négatif;  l'équation  (i)  deviendra  donc 

d^è       glxdm 
pu,  en  désignant  par  Xi  Tabscissc  du  centre  de  gravilé  du 
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corps , 


j?,  =  /  sin  ô , 


Or  on  a 

ot,  par  suilc, 

(3)  -7—  =  — sL-smô. 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  celle  qui  détermine- 
rait le  mouvement  d'un  point  matériel  autour  de  l'origine, 
dans  le  plan  XZ.  Si  Ton  désigne  par  R  la  distance  de  ce 
poitit  mobile  à  l'origine ,  ou  la  longueur  de  ce  pendule 
simple,  on  obtient  pour  l'équation  de  son  mouvenaent, 

---  =  ^  sin  G. 
di^        R 

Cette  équation  se  déduirait  de  la  précédente,  en  supposant 
toute  la  masse  réunie  en  un  même  point  situé  à  une  dis- 
tance R  de  l'axe.  Elle  coïncidera  avec  la  précédente  si  Ton 
pose 


R  = 


Ul  ' 


si  donc  on  suppose  que  pour  f  =  o  les  valeurs  de  6  et  de 

---  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  c'est-à-dire  si  le 

plan  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps  et  l'axe  fixe 
fait  d'abord  le  même  angle  avec  la  verticale,  et  a  la  même 
vitesse  initiale  que  ce  pendule  simple ,  leur  mouvement  sera 
constamment  le  même.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  pe- 
sant autour  d'un  axe  fixe  étant  ainsi  ramené  à  celui  du  pen- 
dule ,  nous  nous  bornerons  ri  renvoyer  à  la  discussion  que 
nous  avons  faite  de  ce  dernier. 

83.  Faisons  à  ce  cas  parliculici  Tapplicalion  que  nous 
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venons  d'indiquer  généralement  du  principe  des  forces 
vives.  On  a  alors 

X  =  o,     Y=ro,     2=r  —  gdm , 

pour  les  composantes  de  la  force  appliquée  à  un  élément, 
quelconque  dm  de  la  masse;  l'équation  des  forces  vives  de- 
vient donc 


( 


—  j  2 wr'  =  —  7. ifgdmciz  =z  —  nglzdm  -f-  CfJ 


C  désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  en  représentant 
par  Zi  le  z  du  centre  de  gravité  du  corps,  on  a 


2  zdm  =  Mzt  =  M  /  cos  0. 

Si  Ton  détermine  la  constante  par  la  condition  que  les  va- 

dj 
Tt 


d9 
leurs  initiales  de  0  et  de  -7-  soient  do  6t  co ,  l'équation  pré- 


cédente deviendra 

/dBY         2gui  .      ^  ^N       , 

(  —  )     = r^—-  (cos  9  —  cos  Ôo)  -f-  «% 

\dt  )  ir^dm^         •  ^  ' 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  première  de  l'équa- 
tion (3).  Le  calcul  s'achèverait  comme  dans  la  théorie  du 
pendule; 

Si  Taxe  fixe  était  incliné  à  l'horizon,  une  simple  décora- 
position  de  la  pesanteur  ramènerait  au  cas  que  nous  venons 
de  considérer,  où  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  direction 
des  forces. 

84.  Un  corps  solide  qui  oscille  autour  d'un  axe  hori- 
zontal se  nomme  un  pendule  composé^  ce  que  l'on  appelle 
sa  longueur,  c'est  celle  du  pendule  simple  dont  le  mouve- 
ment est  le  même.  Ainsi  la  longueur  du  pendule  composé 

que  nous  avons  considéré  est  »  Elle  ne  serait  pas 
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changée  si  Ton  donnait  au  corpè  une  autre  position  qUeU 
conque,  pour  laquelle  /  et  ^r'^dm  resteraient  les  mènie3i 

Mouvement  d'un  corps  autour  d'un  ûxCy  produit  par 

une  force  instantanée. 

85.  Nous  avons  déterminé  le  mouvement  d'un  corps  au- 
tour d'un  axe ,  en  supposant  que  sa  position  initiale  soit 
connue )  ainsi  que  sa  vitesse  angulaire  initiale.  Mais  si,  aa 
Heu  de  cette  vitesse,  on  donne  seulement  la  force  instan- 
tanée qui  Ta  produite ,  il  faudra  commencer  par  détermi-* 
ner  quelle  vitesse  doit  prendre  le  corps,  soumis  pendant  un 
temps  extrêmement  petit  à  Tactiôn  d'une  force  qui  aurait 
produit  sur  un  point  matériel  libre  Une  quantité  de  mouve* 
fnent  connue. 

Si  Ton  décompose  cette  force  en  deux  autres ,  dont  Ttine 
soit  parallèle  à  Taxe,  et  Tautrc  dans  un  plan  perpendicu- 
Isfire,  cette  dernière  produira  seule  le  mouvement.  Repré- 
sentons sa  valeur  par  P,  et  par  p  sa  distance  à  Taxe;  le 
principe  de  d'Alembert  conduira  à  Féquation 

Cl)  étant  la  vitesse  angulaire*,  d'où,  en  employant  les  mêmes 
dénominations  que  précédemment, 

_  ^p 

tu  ^r -• 

Ir^dm 

La  vitesse  angulaire  produite  par  l'impulsion  étant.con- 
nue,  le  mouvement  se  déterminera  comme  précédem- 
ment-, et  si  aucune  force  ne  reste  appliquée  au  corps, 

^2  0 

l'équation  (i)  donnera  -j-j  =  o,  et  la  vitesse  angulaire  sera 
constante. 
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86.  Supposons  que  l'impulsion  ait  été  produite  par  le 
choc  d'un  point  ayant  une  masse  [x ,  animée  d'une  vitesse  y 
dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  suivant  une 
droite  distante  de  Taxe  d'une  quantité  f,  et  admettons  que 
cette  masse  reste  unie  au  corps  au  point  où  elle  le  ren- 
contre, et  dont  nous  désignerons  par  h  la  distance  à  Taxe. 

Si  l'on  décompose  la  vitesse  i^  suivant  la  normale  et  la 
tangente  au  cercle  que  décrira  autour  de  l'axe  le  point  où 
a  lieu  le  choc,  la  première  sera  détruite,  et  l'autre   aura 

pour  valeur  -r-  Représentons  par  co  la  vitesse  angulaire 

du  système  après  le  choc  *,  la  masse  [à  aura  perdu  la  vitesse 

•^  —  Aot),  et  la  quantité  d»  mouvement  que  la  réaction  du 

corps  lui  aura  fait  perdre  sera  fjt  I  -7-  —  Aw  j  :  telle  sera 

donc  la  mesure  de  la  force  instantanée  produite  sui'  la 
inasse  |ui  :  et,  comme  l'action  et  la  réaction  sont  égales, 
ce  sera  aussi  la  mesure  de  la  force  instantanée  qui  a  agi  sur 
le  corps  donné.  On  rentre  donc  dans  le  cas  précédent  et 
Ton  aura  de  même 


a/<  I  î^  —  ^*w  I  =  wXr'crm:     d'où     w  =     ,,    ^^^  , 


dm 


I^e  dénominateur  est  le  moment  d'inertie  du  système  com- 
posé du  corps  donné  et  de  la  masse  qui  s'est  unie  à  lui.  Si 
donc  on  entend  que  la  somme  S  s'étend  à  leur  ensemble , 
on  écrira  simplement 

6)  r=  --• 


V 


r^dm 


Si,  au  lieu  d'im  seul  corps,  on  en  supposait  un  nombre 
quelconque  dont  les  masses  fussent  fji,  fji',  fji",  etc. ,  les  vi- 
tesses u^  p',  s^"^  etc. ,  et  les  distances  des  directions  de  ces 
vitesses  à  l'axe/,/',  /",  etc. ,  et  que  tous  ces  corps  vinssent 
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choquer  le  premier  au  ni6iiie  instant ,  en  se  réunissant  à 
lui ,  on  aurait 


la  somme  Z  r'^din  se  rapportant  à  tous  ces  corps  réunis. 

CHAPITRE  XIX. 

DÈS     MOMENTS    D'iNERTIfil. 

87.  La  détermination  du  mouvement  d'un  corps  solide 
exîge^  comme  nous  venons  de  le  voir,  la  considération  de 
certaines  intégrales  définies  prises  dans  toute  Tétendue  de 
ce  corps ,  et  dont  il  est  nécessaire  d'étudier  avec  quelque 
détail  les  propriétés. 

Mais  d'abord  il  faut  remarquer  que  tes  corps  étant  coin* 
posés  de  molécules  séparées  les  unes  des  autres  par  des 
intervalles  extrêmement  petits ,  il  n'y  a  pas  rigoureusement 
continuité  dans   la  matière  qui   les  forme.  Néanmoins, 
tant  qu'on  ne  considère  que  l'action  des  forces  extérieures, 
il  n'y  à   aucun  inconvénient   à  concevoir  la   matière  ré- 
partie dans  la  totalité  du  volume  occupé  par  un  corps,  de 
telle  sorte  que,  dans  toute  partie  très-petite  de  ce  volume, 
et  pouvant  renfermer  toutefois  un  grand  nombre  de  mo- 
lécules, il  y  ait  la  même  quantité  de  masse  qu^auparavant. 
Cette  supposition  donnera  de  la  facilité  au  calcul,  elles 
forces  extérieures  ne  variant  pas  sensiblement  d'une  molé- 
cule à  la  plus  voisine ,  il  n'en  résultera  aucune  différence 
appréciable  dans  les  actions  exercées  sur  les  diiférenles 
parties  du  corps. 

88.  On  appelle  moment  (Vinerfic  d'un  corps  par  rap- 
port h  une  dmite,  la  somme  des  produits  des  masses  de 
tous  SOS  éléments  par  le  carré  de  leur  distancée^  celte  droite- 
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Si  on  la  prend  pour  «ixe  dçs  z ,  \c  moment  d'inertie  a  ppur 
expression 

dniL  étant  la  masse  de  Télément  dont  les  coordonnées  sont 
^9  J')  ^t  ^^  l'intégrale  s'étendant  à  toute  la  masse.  De 
même,  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  desj^  et 
des  X  ont  pour  expressions 

2  {x""  4-  «')  dm  y       2  (  jT»  4-  z^)dm. 

m 

89.  Connaissant  le  moment  d'inertie  d'un  corps  par 
rapport  à\ine  droite,  il  est  facile  de  l'avoir  par  rapporta 
toute  autre  droite  parallèle. 

En  effet,  prenons  la  première  pour  axe  des  ^,  et  faisons 
passer  le  plan  des  z^  x  par  la  seconde. 

Soient  a  la  distance  des  deux  droites,  et  M  la  masse  du 
torps.  Désignons  par  M/i*  son  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  Taxe  des  z.  Celui  qui  se  rapporte  à  la  parallèle  aura 
pour  expression 

2  [(x  —  df  -h y^\dni z=  z {x^ -h  J"^ )  dm  —  nal  xdm  -f-  M  n-, 
ou,  en  désignant  par  Xi  l'abscisse  du  centre  de  gravité, 

90.  Si  le  centre  de  gravité  se  trouvait  sur  Taxe  des  ^, 
on  aurait  Xi  =  o,  et  Texpression  précédente  se  réduirait  à 

ou  voit  qu'elle  ne  dépend  pas  de  la  position  absolue  de  la 
seconde  droite,  mais  seulement  de  la  distance  à  la  pre- 
mière 5  de  sorte  que  le  moment  d'inertie  d'un  corps  est  le 
même  par  rapport  à  toutes  les  génératrices  d'un  cylindre 
droit  quelconque  à  base  circulaire,  dont  l'axe  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  ce  corps.  Il  s'ensuit  que  si  l'on  con- 

II.  10 
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sidère  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  parallèles 
quelconques ,  leur  différence  est  égale  à  la  masse  du  corps , 
multipliée  par  la  différence  des  carrés  de  leurs  distances 
respectives  au  centre  de  gravité  de  ce  corps. 

On  en  conclut  encore  que  de  toutes  les  droites  parallèles 
à  une  direction  donnée,  celle  par  rapport  à  laquelle  le 
moment  d'inertie  d'un  corps  est  le  plus  petit,  est  celle  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité. 

91.  Cherchons  maintenant  l'expression  du  moment 
d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  une  droite  quelconque 
AS  menée  par  l'origine  et  faisant  les  angles  a^S^  y  avec 
les  axes  de  coordonnées.  On  en  déduira  facilement  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  une  parallèle  à  cette  droite, 
c'est-à-dire  par  rapport  à  une  droite  quelconque  de  l'es- 
pace. 

Soient  X,  /,  z  (fig*  7)  les  coordonnées  du  point  M  du 
corps ,  et  dm  la  masse  de  l'élétnent  dont  ce  point  fait  partie. 
Abaissant  MP  perpendiculaire  sur  AS ,  on  aura 

MP  =  AM  —  AP  =  a:'  H-  j^'  -h  z» 

—  (x  ces  a  -f-  j  CCS  6  -h  z  ces  7)% 
ou 

MP  =  x'  sin^a  -f- jr'  sin^  6  4-  z'  sin'7  —  2jz  ces  6  cosy 
—  2XZ cos  a  ces  7  —  2  jrx  ces  a  ces  6. 

Si  l'on  désigne  par  [x  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port  à  AS ,  ou  2  MP  dm^  et  qu'on  pose 

Ix^dm  =  a,      ly^dm  =  b^      Iz^dm  =  c, 
lyzdm  =  d,      Ixzdm  =  r,     Ixjrdm  = /^ 

on  trouvera 

11  =  a  sin'  a  +  ^  sin' 6  -f-  c  sin '7 
—  2d  cos  S  cos  7  —  2  <?  cos  a  cos  7  —  2ycos  a  cos  ê. 
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a,  i,  c,  dj  e,  ^  seront  des  coustantes  déterminées  par  la 
nature  du  système  donné ,  et  sa  position  par  rapport  aux 
axes.    Si    maintenant    on    porte   sur   AS   une    longueur 

I 
AN  =  -p?  et  qu'on  fasse  la  même  construction  pour  tou- 
tes les  directions  que  peut  prendre  AS  autour  du  point  A , 
le  lieu  des  points  N  sera  une  surface  entièrement  fermée , 
puisque  AN  a  toujours  une  valeur  réelle  et  finie.  Pour 
en  avoir  Téquation ,  on  désignera  par  x^j^  z  les  coordon- 
nées de  N ,  et  l'on  aura 

roSflr  =  a:vj*,      cos  6  =rr  j  yj^i,      cos  7  =  3  y/|ji, 

-  =  x"  4-  y  H-  z\ 

♦  "■- 

L*équation  précédente  qui  donne  la  valeur  de  fx  devient ,  en 
éliminant  a,  ê,  y,  \k  au  moyen  de  ces  dernières, 

(i)  (^  4-  c)  j?'+  [a  4- c)/'+  {a  -i-  h) z' — 2 dyz  —  2 exz  —  ifxy  =  i . 

Le  lieu  est  donc  une  surface  du  second  degré  dont  Forigine 
est  le  centre,  et  c'est  un  ellipsoïde,  puisque  aucun  rajon 
ne  peut  être  infini.  M.  Poinsot  le  désigne  sous  le  nom 
$  ellipsoïde  central. 

La  forme  et  la  position  de  cet  ellipsoïde  ne  dépendent  en 
rien  du  choix  des  axes  de  coordonnées  \  mais  son  équation 
serait  plus  simple  si  l'on  avait  pris  ces  derniers  dans  la 
direction  des  axes  de  Tellipsoïde,  qui  forment  un  système 
unique,  lorsque  les  grandeurs  de  ces  axes  sont  inégales, 
comme  cela  a  lieu  en  général. 

Admettons  donc  que  l'on  ait  choisi  ce  système  de  coor- 
données ,  les  constantes  désignées  par  a,  i,  c,  c?,  e,  f 
prendront  des  valeurs  dépendantes  de  ce  choix ,  et  telles 
que  les  rectangles  des  variables  ne  se  trouvent  pas  dans 

10. 
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réqùatiou  de  Tellipsoîdc ,  et  1 W  aura  par  coAséqnent 

d=z  Oy     e=  Oy    /=r  o, 
ou 

Ijzdm  =  o  ^     2  xzdm  =  o ,      2  xydin  =  p . 

Donc  il  existe  toujours  ud  système  d'axes  tels  que  ces  trois 
intégrales  soient  nulles,  quelle  que  soit  la  forme  du  corps, 
et  lors  même  que  l'on  supposerait  un  nombre  quelconque 
de  corps  séparés  les  uns  des  autres.  Ce  système ,  étant  celm 
des  axes^e  rellipsoïde,  sera  unique  si  ces  axes  sont  iné- 
gaux. Si  deux  d'entre  eux  sont  égaux,  Taxe  perpendiculaire 
sera  invariable,  mais  le»  deux  autres  seront  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  situées  dans  le  plan  des  deux 
axes  égaux.  Enfin,  si  les  trois  axes  sont  égaux ,  tout  sys- 
tème d'axes  rectangulaires  passant  par  le  même  poiffk  jouit 
de  la  même  propriété.  On  a  donné  à  ces  directions  partieu^ 
lîères  le  nom  à^axes  principaux  d'inertie  du  corps. 

Si  nous  désignons  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du 
corps  par  rapport  à  ses  axes  principaux ,  ou ,  en  d'autres 
termes,  ses  moments  d'inertie  principaux^  notis  aurons 

et  l'équation  (i)  de  rdlipsoïde  central  devient 

Ax^-l-B/'-h  Cz^=  I. 

92.  Le  moment  d'inertie  fx  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque passant  par  l'origine,  et  faisant  les  angles  a,  6,  y 
avec  les  axes  principaux ,  s'obtiendra  en  observant  que  k 

I 
rayon  correspondant  de  l'ellipsoïde   étant  égal  à  "7=>  on 

aura  pour  expression  des  coordonnées  a: ,  ^,  z  de  son  ex- 


trémité : 


cos  a  cos  6  cos  7 

xr=-—^^       j  —  —— ,       2  =  -—-., 

Vf^  VP  VK 
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et^  en  sabslituant  dans  Féquation  de  l'ellipsoïde,  on  ob- 
tient 

p  =  A  cos*  a  -h  B  cos'  6  -f-  C  cos'  7. 

Le  second  membre  est  évidemment  plus  grand  que  la  plus 
petite  des  trois  quantités  A,  R,  C  et  plus  petit  que  la  plus 
grande.  On  en  conclut  que  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
des  moments  principaux  sont  aussi  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  des  moments  relatifs  a  toutes  les  droites  passant  par 
le  même  point;  comme  d'ailleurs  on  le  déduit  immédiate- 
ment de  la  comparaison  géométrique  des  rayons  de  rellip- 
«oïde  avec  ses  axes. 

Si  l'on  a  A  =  B ,  il  en  résulte 

fA  =  A  (cos'  a  -f-  cos* 6)  H-  C  ces' 7, 

t)U 

^  =  A  -f-  (C  —  A)  cos' 7; 

d'où*ron  voit  que  les  moments  d'inertie  seront  les  mêmes 
pour  toutes  les  droites  passant  toujours  par  le  même  point , 
et  faisant  des  angles  égaux  avec  Faxe  inégal.  C'est  ce  qu'on 
aperçoit  immédiatement  au  moyen  de  Fellipsoïdç  central 
qui  est  alors  de  révolution  a^^tour  de  l'axe  des  z. 

93.  Si  Ton  avait  seulement  > 

Ixzdm  =  o ,     Ijrzdm  =  0^ 

l'équation  de  rçUipsqïde  renfermerait  le  rectangle  xjy  et 
-aucun  des  deux  autres.  L^axe  des  z  serait  donc  un  de  ses 
axes  principaux ,  et ,  par  suite ,  un  des  axes  principaux  d'i- 
nertie relatifs  à  l'origine  des  coordonnées. 

94.  Cherchons  maintenant  s'il  existe  des  points. tels,  que 
les  trois  moments  principaux  d'inertie  qui  s'y  rapportent , 
et,  par  suite,  tous  les  autres,  soient  égaux.  L'ellipsoïde 
central  relatif  à  ce  point  se  réduira  à  une  sphère ,  et  toutes 
les  droites  passant  par  ce  point  seront  des  axes  principaux* 
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Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  queron  ait  pris  pour 
axes  de  coordonnées  les  axes  principaux  relatifs  au  centre 
de  gravité  du  corps,  et  désignons  par  x',  y\  z'  les  coor- 
données du  point  cherché.  Si  par  ce  point  on  conçoit  des 
parallèles  aux  trois  axes  des  x^  y^  z\  ces  droites  devront 
être  des  axes  principaux  relativement  à  ce  point,  et,  par 
conséqueift,  on  dcîvra  avoir 

■2(r"- /)  (s  —  z')dm  =  o^ 
2  (s  —  2')  (a:  —  j/)  fl^/w  =  o, 
2  {x  —  x')  {y  ^ y)dm  =  o; 

or  on  a ,  par  hypothèse , 

l.yzdm  =  o,      l^xzdm  =  o,      Ixydm  =  0, 
Ixdm  =0,      lydm  =0,      Izdm    =0. 

Les  équations  précédentes  deviennent  donc ,  en  désignant 
par  M  la  masse  totale  du  système, 

Mjr'z'=ro,     Ma:'a'=o,     Mx'y  =  o; 

ce  qui  exige  que  deux  des  trois  quantités  x^y  j\  z'  soient 
nulles.  Soient  x'  =  o^  j'  =  o\  les  moments  relatifs  aux 
nouveaux  axes  seront 

Ah-Mz'%     B-+-Mz'%     C. 

11  ne  reste' plus  qu'à  exprimer  que  ces  trois  valeurs  sont 
égales  5  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

Ainsi ,  deux  des  moments  principaux  relatifs  au  centre  de 
gravité  doivent  être  égaux,  et  les  points  cherchés,  s'il  y 
en  a,  seront  nécessairement  situés  sur  Taxe  correspon- 
dant au  troisième  moment.  Mais,  pour  que  z'  soit  réel, 
il  faudra  que  Fon  ait  C  >  A  5  ainsi ,  on  a  cette  dernière 
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condition,  que  ce  troisième  moment  soit  le  plus  grand. 
Quand  toutes  ces  conditions  seront  remplies,  on  aura 
deux  points  qui  satisferont  à  la  question^  ils  seront  situés 
sur  l'axe  du  plus  grand  moment,  de  part  et  d'autre  du 
centre  de  gravité,  et  à  une  distance  de  ce  point  égale  à 


^/ 


C  — A 


M 


95.  Les  axes  pHncipaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de 
gravité  d'un  corps  jouissent  de  la  propriété  remarquable 
d'être  des  axes  principaux  relativement  à  un  quelconque  de 
leurs  points,  et  d'avoir  pour  conjugués  des  axes  parallèles  à 
ceux  qui  se  rapportent  au  centre  de  gravité. 

En  effet,  considérons  l'un  quelconque  des  trois,  par 
exemple  Taxe  des  z^  et  transportons  l'origine  en  un  quel- 
conque de  ses  points ,  dont  le  z  soit  A  *,  il  suffira  de  poser 

z  =  z'  -\-  h. 

Or  on  a,  par  hypothèse, 

"Lyzdm  =  o,        Ixzdm  =  o,        "Lxydin  =.  o; 

d'ailleurs 

l^yzdm  :=  lyz' dm  -\-  hl,ydni  =  ^yz' dm\ 

donc 

^jz'  dm  =  o, 
et ,  de  même , 

^xz' dm  =z  o. 

Donc  les  parallèles  aux  trois  axes  principaux  relatifs  au 
centre  de  gravité,  menées  par  un  point  quelconque  de  l'un 
d'eux ,  sont  des  axes  principaux  relativement  à  ce  point. 

96.  Moment  d'inertie  d'un  parallélipipède  rectangle. 
—  Si ,  par  le  centre  de  ce  parallélipipède ,  supposé  homp  * 
gène ,  on  mène  trois  parallèles  à  ses  arêtes ,  on  aura  les  ay  r 
princips^ux  relatifs  au  centre  de  gravité.  Désignons  pi 
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i,  c  les  longueurs  des  arêtes,  et  par  M  la  masse  du  paral- 
lélipipède^  les  moments  d'înertîe  par  rapport  aux  axes  qui 
leur  èont  respectivement  parallèles  seront 


M-^ 


12       J  \        12       /  \        12 


Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  une  droite  faisant  les 
angles  a^  S^  y  avec  les  arêtes  a,  6,  c  et  située  à  une  dis- 
tance d  du  centre  du  parallélipipède,  serait  donc 

M 

—  [{b^  +  c')cos'a  4-  (rt^-hc»)co82  6  4-(a'-f-è»)cos*7]  +  Mrf'. 

I    JU 

Si  l'on  considère  successivement  les  trois  arêtes  du  parallé- 
lipipède,  les  moments  d'inertie  seront 


M 


(~y-)'  ^(-3~)'  ^(-3-) 


97.  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde.  —  Il  suflSt  de 
connaître  ceux  qui  se  rapportent  aux  trois  axes  principaux 
d'inertie  passant  par  le  centre  de  gravité ,  et  qui  seront  les 
axes  mêmes  de  rellîpsoïde  que  nous  supposons  homogène. 
Soit  son  équation 

et  cherchons  le  ^loment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  dés  z, 
La  partie  du  volume  qui  se  projette  suivant  le  rectangle  dxdjr 
est 


7.cdx  dy 


I        x^       r' 


et,  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  D  la  densité  de  la 
substance ,  le  moment  d'inertie  du  corps  sera 


2C 


°//^'''  ^  ^^^  \A-1-?  ''•"  '^^' 
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que  l'on  peut  décomposer  ainsi  : 


Considérons  d'abord  la  première  partie,  et  commençons 
par  intégrer,  par  rapport  à  y^  entre  les  limites 

L'intégrale 

prise  entre  ces  limites ,  n'est  autre  chose  que  Taire  du  demi- 
cercle  qui  a  pour  rayon 

sa  valeur  est  donc 

^t  il  faut  intégrer  maintenant,  par  rapport  à  x^  l'ex- 
pression 

\       «7 
depuis  x  =  — a  jusqu'à  a?  =  4-«,  ce  qui  donne 

-^TTom^D,     ou     -F-» 

im  désignant  par  M  la  masse  de  rellipsoïde, 

La  seconde  expression  qu'il  faut  maintenant  intégrer,  ne 


j 
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difTérant  de  la  première  que  par  le  changement  réciproque 
de  a:  en  j^  et  de  a  en  i,  conduira  à  —^  5  de  sorte  que  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  l'axe  des  z  sera 

M 
et  l'on  trouverait,  pour  les  deux  autres  axes, 


„  i+i-V  m'"+ 


') 


Dans  le  cas  où  a  =  i  =  c ,  on  a  le  moment  d'inertie  d'une 
sphère  par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  diamètres^  son 
expression  est 


ou 


i5 


98.  Si  l'on  fait  croître  le  rayon  a  de  cette  sphère  de  la 
quantité  infiniment  petite  da^  son  moment  d'inertie  croitra 
de  j7rDa*û?a,  qui  exprimera  le  moment  d'inertie  d'une 
couche  sphérique  de  rayon  a  ayant  pour  épaisseur  da^et 
pour  densité  D. 

Si  maintenant  on  suppose  que  D  soit  une  fonction  donnée 
de  a,  et  qu'on  intègre  cette  expression  entre  deux  valeurs 
R,  R',  on  aura  le  moment  d'inertie  d'une  sphère  creuse  non 
homogène,  dont  la  densité  ne  dépendra  que  de  la  distance 
au  centre. 

99.  Moment  d'inertie  d'un  solide  de  révolution.  —  Con- 
sidérons encore  le  solide  homogène  engendré  par  une  aire 
plane  tournant  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan,  et 
que  nous  prendrons  pour  axe  des  y.  Soient  Y  [y)^  (p  (j)  les 
expressions  des  abscisses  des  deux  courbes  qui  terminent 
l'aire ,  et  D  la  densité  de  la  substance  :  le  moment  d'inertie 
de  la  tranche  comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  a 
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l'axe,  et  correspondants  aux  ordonnées  y  gI  jr-h  dy^  sera 
tmDdyfx^dx^  en  prenant  cette  intégrale  entre  les  limites 

<p  (j^),  F  (j)  ;  ce  qui  donne 

^[F(r)'-,(r)M- 

D  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  cette  expression  par  rapport 
à  y  entre  les  limites  de  Taire  génératrice. 
Si ,  par  exemple ,  on  a 

« 

le  solide  devient  une  sphère  ;  et  le  moment  d'inertie  aura 
pour  expression 


comme  nous  l'avions  déjà  trouvé. 


ou     = — 

i5 


CHAPITRE  XX. 

DIVERSES    PROPRIÉTÉS    DU    MOUVEMENT    d'uN   CORPS 

AUTOUR   d'un    axe   FIXE. 

100.  Centre  d* oscillation.  —  On  nomme  centre  d'oscilr 
laiîon  d'un  pendule  composé,  tout  point  faisant  partie  de  ce 
corps  ou  lié  invariablement  à  ce  corps,  dont  le  mouvement 
est  le  même  que  s'il  était  isolé  et  obligé  de  se  mouvoir  au- 
tour du  même  axe  par  Faction  de  la  pesanteur.  D'après  cela, 
tous  les  points  de  la  droite  menée  parallèlement  à  Taxe ,  à 
une  distance  égale  à  la  longueur  du  pendule,  c'est-à-dire 

à  {n°  82) ,  et  située  dans  le  plan  qui  passe  par  Taxe  et  le 

centre  do  gravité  du  corps,  seront  des  centres  d'oscillation. 
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Quelques  auteurs  appellent  plus  particulièrement  centre 
d'oscillation  celui  de  ses  points  qui  est  situé  sur  la  verti- 
cale qui  passe  par  le  centre  de  gravité. 

Si  nous  désignons  par  M/r*  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  une  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  centre  de 
gravité ,  nous  savons  qu'on  aura 

La  longueur  du  pendule  sera  donc  /  -h  -^  ;  et  les  centres 
d'oscillation  seront  plus  éloignés  de  Taxe  de  suspension  que 
le  centre  de  gravité  d'une  quantité  égale  à  y 

Les  distances  du  centre  de  gravité  à  Taxe  et  à  la  ligne  des 
centres  d'oscillation,  donnant  pour  produit  A*,  il  s'ensuit 
que  si  l'on  prenait  cette  dernière  pour  axe  fixe ,  la  première 
déviendrait  la  ligne  des  centres  d'oscillation.  La  longueur 
du  pendule  serait  donc  la  même  qu'auparavant ,  et  son  mou- 
vement serait  identique.  Il  en  serait  encore  de  même  si  Ton 
prenait  pour  axe  de  suspension  toute  autre  droite  parallèle 
située  à  la  même  distance  du  centre  de  gravité,  puisque /et 
A*  ne  changeraient  pas. 

En  général ,  le  mouvement  sera  le  même  autour  de  tous 
les  axes  qui  donneront  la  même  longueur  au  pendule.  Si 
Ton  désigne  par  /  la  distance  d'un  axe  quelconque  au  centre 
de  gravité,  par  a,  6 ,  y  les  angles  que  sa  direction  fait  avec 
les  axes  principaux  relatifs  à  ce  point,  et  par  A,  B,  C  les 
moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  axes,  on  aura 

M^'  =  A  cos'  a  -h  B  cos'  6  4-  C  cos' 7, 

et  la  longueur  /-f-  --  du  pendule  sera 

A  cos'  a  -t-  B  cos'  6  -h  C  cos'  7 


^: 
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Ojt,  cfclte  langueur  peut  rester  la  même  pour  une  infinité 
de  droites  difl'érentes ,  puisque  a ,  6 ,  y,  /  sont  indéterminés. 

101 .  Si  Ton  cherche  les  valeurs  que  doivent  avoir  ces  in- 
déterminées ,  pour  que  l'expression  précédente  soit  mini- 
mum ,  on  saura  autour  de  quel  axe  il  faut  que  le  mouvement 
ait  lieu  pour  que  l'oscillation  se  fasse  dans  le  moindre  tepips 
possible. 

Or,  parmi  tous  les  axes  pour  lesquels  A*  serait  constant, 

celui  qui   donne   le  minimum  pour   la  longueur  l  -i-  -j- 

V 

correspond  à  l  =  h\  et  la  longueur  du  pendule  est  alors 
égale  k  ik.  Elle  sera  donc  la  plus  petite  possible  lorsque  h 
aura  sa  plus  petite  valeur.  Ainsi ,  l'oscillation  sera  la  plus 
courte  lorsque  Taxe  de  suspension  sera  papallèle  à  Taxe  du 
plus  petit  moment  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  ;  et 
sa  distance  h  à  cet  axe  est  égale  à  la  racine  carrée  du  rapport 
de  ce  moment  d'inertie  à  la  masse  du  corps. 

102.  Percussion  contre  Vaxe. —  La  force  instantanée  qui 
met  un  corps  en  mouvement  autour  d'un  axe  fixe ,  produit 
sur  cet  axe  une  sorte  de  choc  ou  de  percussion  qu'il  est  néces- 
saire de  connaître ,  et  qui  provient  des  forces  qui  se  font 
équilibre  au  moyen  de  sa  résistance.  Prenons  cet  axe  pour 
axe  des  z  \  et  pour  plan  de  x  et  y^  le  plan  perpendiculaire 
mené  par  le  point  d'application  de  la  force.  Décomposons 
cette  force  en  deux  autres  :  l'une ,  Z ,  parallèle  à  l'axe  fixe  \ 
l'autre,  P,  située  dans  le  plan  XY,  et  ayant  pour  compo- 
santes X,  Y. 

.  L'équilibre  devra  avoir  lieu  entre  les  forces  —  X,  — Y, 
—  Z,  et  celles  qui  seraient  mesurées  par  les  quantités  de 

,      dx      ,      dy      j     dz       ^     ,  ,  , 

mouvement  am  -7-9  dm  -r-?  r/m—  relativement  a  tous  les 

dt  dt  dt 

éléments  du  corps  5  et  il  faut  observer  que  l'on  a  -7-  ==  o , 
puisque  le  mouvement  a  lieu  autour  de  Taxe  des  z. 


~V 
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Soient  X  ^j^  z  les  coordonnées  de  rélément  dm ,  r  sa  dis- 
tance à  l'axe ,  6  l'angle  formé  avec  l'axe  des  x  par  la  pro- 
jection de  la  perpendiculaire  abaissée  de  cet  élément  sur 
Taxe,  et  o)  la  vitesse  angulaire  produite.  On  aura 

X  z=  r  cos  9 ,      r  =  /•  sin  0 ,      —-  =  w  ; 
'     -^  ^     dt 

en  diflférentiant  par  rapport  à  ^,  on  aura         , 

dx  .    ^  ^6        dr  ^dB 

-7-=r  —  rsinô-7-9      -r-  =  rcosô— -9 
de  dt         dt  dt 


OU 

dx  dy 


=  —  «/>       -77  =  W  J^, 


et  les  composantes  de  la  force  appliquée  à  Télément  dm  pa- 
rallèlement à  Taxe  des  a:  et  à  l'axe  des  j^,  seront  respective- 
ment —  îiijdm  et  &>  xdm. 

Si  maintenant  on  décompose  le  système  de  ces  forces, 
jointes  à  — X,  -—Y,  — Z,  en  trois  forces  dirigées  suivant 
les  axes  des  x, y,  z,  et  en  trois  couples  ayant  leurs  axes 
dans  ces  mêmes  directions ,  on  trouvera ,  pour  les  forces, les 
expressions 

Xx-^y^  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 
corps  5  les  trois  couples  auront  respectivement  pour  expres- 
sions 

AZ  +  w  2d:2é//w,     — a  Z -H  w  2  j3fi?/w,     «Y — AX  —  tdtr^dm^ 

aetb  étant  les  coordonnées  du  point  d'application  de  la 
force. 

Or,  le  dernier  couple  est  nul  de  lui-même ,  d'après  la 
condition  d'équilibre  autour  de  l'axe  ^  et  les  efforts  exercés 
sur  Taxe  ne  proviennent  que  des  deux  autres  couples  et  des 
forces  dirigées  suivant  les  trois  axes. 
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103.  Centre  de  percussion,  —  Cherchons  maititciiant  le^ 
conditions  pour  que  Taxe  fixe  ne  reçoive  aucune  percussion. 
Il  faut  pour  cela  qu'il  y  ait  équilibre ,  indépendamment 
de  cet  axe,  et  que,  par  conséquent ,  les  forces  dirigées  sui- 
vant les  axes ,  et  les  couples  situés  dans  les  plans  coordon- 
nés 9  soient  nuls  séparément  ]  ce  qui  donne,  en  supposant, 
pour  plus  de  simplicité,  qu'on  fasse  passer  le  plan  des  a:  et 
>zpar  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  que  par  conséquent 
yi  soit  nul , 

Z=o,        X*=0,        Y  =  wMa:,, 
2  xzdm  =  o ,        Ifzdm  =0,        —  flY4-«2r'  dm  =  o . 

La  dernière  équation  fait  connaître  la  vitesse  angulaire  ^  les 
deux  précédentes  indiquent  que  l'axe  des  z  est  un  des  axes 
principaux  qui  se  coupent  à  l'origine  des  coordonnées.  La 
première  apprend  que  la  force  doit  être  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  fixe,  et  la  seconde  prouve  qu'elle 
est  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe  et  par  le  cen- 
tre de  gravité  du  corps. 

Pour  connaître  la  distance  a  de  la  force  instantanée  à 
l'axe  fixe  en  fonction  des  données,  il  faudra,  dans  la  der- 
nière équation ,  substituer  à  w  sa  valeur  tirée  de  la  troi- 
sième ,  et  l'on  trouvera  ainsi 

Ir^dm 
a  =s  — : 

et  si  l'on  désigne  par  M  A^  le  moment  d'inertie  du  corps, 
par  rapport  à  une  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  centre  de 
gravité,  cette  équation  devient 

A' 

<7  r=  ar,  -t-  —  5 

et  par  conséquent  a  est  égal  à  la  distance.de  l'axe  fixe  au 
centre  d'oscillation  du  corps  par  rapport  à  cet  axe.  \ 
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Ainsi,  pour  que  l'axe  ii'éproi;ive  aucune  percussion,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  :       * 

i^.  Que  la  force  soit  perpendiculaire  au  plau  passant 
par  l'axe  et  lé  centre  de  gravité  du  corps  ; 

2**.  Que  cet  axé  soit  un  des  axes  principaux  du  corps  par 
rapport  au  point  où  il  est  rencontré  par  le  plan  qui  lui  est 
perpendiculaire  et  qui  contient  la  force  5 

3°.  Que  la  distance  de  la  force  à  l'axe  soit  la  mèmeqae 
celle  du  centre  d'oscillation  du  corps  autour  de  ce  même 
axe.  0 

Cette  dernière  condition  montre  que  la  -question  propo- 
sée est  impossible  quand  le  centre  de  gravité  est  sur 
l'axe  5  car  alors  la  force  devrait  se  trouver  à  une  distance 
infinie. 

Le  point  où  la  force  doit  être  appliquée,  dans  le  plan 
passant  par  Taxe  et  le  centre  de  gravité,  se  nomme  centre 
de  percussion  ^  il  est  situé  sur  la  ligne  qui  contient  les  cen- 
tres d'oscillation. 

Réciproquement,  si  le  corps  était  en  mouvement  au- 
tour de  l'axe,  on  pourrait  l'arrêter  brusquement  au 
moyen  d'une  force  appliquée  au  centre  de  percussion, 
sans  qu'il  en  résultât  aucun  effet  sur  Taxe,  en  suppo- 
sant que  les  circonstances  que  nous  avons  indiquées  aieiit 
lieu. 

104.  Si  Ton  avait  seulement 

2  xzdm  =  o ,        lyzdm  =  o ,        Z  =r  o , 

la  percussion  éprouvée  par  l'axe  se  réduirait  à  une  force 
passant  par  l'origine ,  et  qui  serait  détruite  si  l'origine  était 
fixe.  Dans  ce  cas ,  la  force  instantanée  produirait  donc  un 
mouvement  initial  autour  de  l'axe  des  z  comme  s'il  était 
fixe.  Et  il  en  serait  de  même  si,  au  lieu  d'une  seule  force, 
on  en  avait  un  nombre  quelconque  dans  le   même  plan: 
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car,  au  moyen  du  point  fixe ,  elles  seraient  toujours  réduc-^ 
tibles  à  une  seule. 

405.  Pression  exercée  sur  l'axe  pendant  le  mouve^ 
ment.  —  A  chaque  instant  l'équilibre  qui  a-Jieu  en  vertu 
du  principe  de  d'Alembert,  produite  sur  Taxe  fixe  des 
pressions  que  Ton  calculera  comme  dans  le  cas  d'une  force 
instantanée. 

Soient  X^Jm,  Ydm,  'Ldm  les  composanteis  de  la  forcé 
appliquée  à  Félément  dm  5  l'équilibre  devra  avoir  lieu  entre 
les  forces 

ILdm^     ■   Y  dm;,         Zdmj 

et  les  forces 

d^x  d^y  d^z 

^IF'^"''    ^'dF'^'^'    """SF'^'"' 

dont  la  troisième  est  nuUe^  puisque  le  mouvement  a  lieu 
autour  de  Taxe  des  z. 

Si  Ton  appelle  B  Tangle  formé  avec  Taxe  des  x  par  la 
projection  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quel- 
conque du  corps  sur  Taxe  des  z,  et  o)  la  vitessje  angulaire  9 
on  aura 


dW 


xr=.r  ces  ô,       j  =  r  sm  0,       -—  =  w  ; 

dt 


d^x  .  dtù  d^y  ^      ^       dfù 

dt^  "^   dt  dt^  ^  dt 


• 


Si  Fon  décompose  encore  le  système  de  toutes  les  forces  en 
trois  forces  dirigées  suivant  les  axes ,  et  trois  couples  situés 
dans  les  plans  coordonnés,  on  aura  pour  expressions  de  ces 

I.  ir 
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trois  forces 

dt 

tira 
2  Y  rfm  4- w'M/,  —  M Xi  — » 

Los  moments  des  couples  ayant  leurs  axes  diriges  saÎTant 
les  axes  des  x^y^  z  seront  respectivement 

l{fZ  —  zY)dm  —  w'  Ifzdm  -f-  —  2 .vzdm , 

dài 

2  ( zX  —  xZ )  dm  -H  w*  2  xzdm  -f-  —  lyzdm , 


de 


l{xY'—fX)dm  —-^Ir'dm. 


Ce  dernier  est  nul,  par  la  condition  d'équilibre^  et  la 
pression  qui  a  lieu  à  chaque  instant  sur  Taxe  est  produite 
par  les  deux  autres  couples  et  par  les  trois  forces  appli- 
quées à  l'origine . 

106.  ^xes  permanents  de  rotation. —  Supposons  que 
le  corps  solide ,  au  lieu  d'avoir  un  axe  fixe,  n'ait  qu'un  seul 
point  fixe,  et  qu'on  l'ait  choisi  pour  origine.  Supposons  dé 
plus  qu'aucune  force  extérieure  ne  sollicite  le  corps;  et 
proposons-nous  de  déterminer  les  conditions  pour  que  le 
mouvement,  ayant  commencé  autour  de  l'axe  des  z^  con- 
tinue comme  si  cet  axe  était  fixé  invariablement. 

Il  est  évident  qu'il  suffit  pour  cela  que  toutes  les  forces 
que  l'axe  fixe  devrait  détruire,  se  trouvent  détruites  parle 
point  fixe  seul.  Or,  ce  point  détruit  les  trois  composantes 
qui  y  sont  appliquées ,  il  suffit  donc  que  les  deux  premiers 
couples  soient  nuls  séparément  \  ce  qui  donne 

2  JTzdm  =  a,        2 yzdm  =  o. 
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Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  Taxe  des  z  soit  un  des 
axes  principaux  d'inertie  qui  se  coupent  au  point  fixe. 

Ainsi ,  tout  point  lié- à  un  corps  solide  jouit  de  la  pro- 
priété que,  si  on  le  rend  fixe,  et  que  le  corps  commence 
par  tourner  autour  d'un  de  ses  axes  principaux  d'inertie , 
relatifs  à  ce  point,  sans  qu'aucune  force  étrangère  lui  soit 
appliquée ,  il  continuera  de  tourner  uniformément  autour 
de  cet  axe  comme  s'il  était  fixe.  Ces  trois  axes ,  considérés 
sous  ce  point  de  vue,  se  nomment  axes  permanents  -de 
rotation  y  relativement  au  point  fixe. 

Si  l'origine  était  le  centre  de  gravité  du  corps ,  on  aurait 

^,  =  0,       ^,  =  0, 

et  les  forces  qui  y  sont  appliquées  seraient  nulles  d'elles- 
mêmes  ,  de  sorte  qu'il  n'est  plus  nécessaire  que  ce  point  soit 
fixé,  et  réciproquement  ces  forces  ne  seront  nulles  qu'en 
supposant 

ar,=:0,        y,  =  0; 

d^où  l'on  conclut  que 

Si  un  corps  entièrement  libre  commence -à  tourner  au- 
tour d*un  de  ses  axes  principaux ,  qui  se  coupent  en  son 
centre  de  gratuité  ^  et  gu  aucune  force  étrangère  ne  lui  soit 
appliquée ,  son  moui^ement  continuera  uniformément 
autour  de  cet  axe.  Ces  droites  sont  les  seules  qui  jouissent 
de  cette  propriété. 

Ces  trois  axes  particuliers  se  désignent  sous  le  nom 
d^axes  naturels  de  rotation  ^  ou  d'axes  permanents  de  rota- 
tion relatifs  au  centre  de  gravité. 

(S'il  y  a  des  forces  réductibles  à  un  couple  dans  le  plan 
xy^  les  mêmes  conséquences  ont  lieu;  seulement,  la  vitesse 
angulaire  varie.) 


1 1. 
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Mouvement  initial  d\in  corps  solide,  mobile  autour 
d'un  point  fixe  y  et  soumis -à  r  action  de  forces 
instantanées. 

107.  Ce  mouvement  peut  facilement  être  ramené  au 
mouvement  autour  d'axes  fixes.  D'abord,  quelles  que  soient 
les  forces  appliquées  à  ce  corps ,  on  peut  toujours  les  ré* 
duire  à  une  force  appliquée  au  point  fixe  et  à  un  couple. 
La  force  étant  détruite,  le  mouvement  sera  produit  unique- 
ment par  le  couple.  Décomposons  ce  conple  en  trois  autres, 
dont  les  axes  soient  dirigés  suivant  les  axes  principaux  du 
corps ,  qui  se  coupent  au  point  fixe ,  et  que  nous  prendrons 
pour  axes  des  x,  y,  ^  ^  et  soient  L,  M,  N  les  moments  de 
ces  trois  couples. 

Nous  savons  que  les  vitesses  acquises^  par  chaque  point 
peuvent  être  obtenues  en  composant  celles  que  produirait 
séparément  chacun  de  ces  trois  couples. 

Or,  le  couple  dont  le  moment  est  L ,  étant  compris  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  un  axe  principal ,  relatif  à  son 
point  de  rencontre  avec  ce  plan ,  produirait  un  mouvement 

autour  de  cet  axe,  et  sa  vitesse  angulaire  serait  égale  à  jy 

A  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  cet 
axe,  sur  lequel  on  compte  les  x  [voir-o?  104). 

De  même ,  si  Ton  désigne  par  B ,  C  les  moments  d'inertie 
relatifs  aux  axes  des  j^  et  des  z ,  les  deux  autres  couples  pro- 
duiraient des  mouvements  de  rotation  autour  de  ces  axes, 

dont  les  vitesses  angulaires  seraient  respectivement-—»  ^' 

B     t» 

Ainsi,  en  représentant  ces  trois  vitesses  angulaires  par 

w,  ot)',  co",  on  aura 


co 


L 

,       M 

„       N 

—  y 

W     -r-  î 

w    =     ■— 

A 

B 

c 
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Or,  nous  avons  démontré  que  ces  trois  mouvements  de- 
vaient se  composer  d'après  les  règles  relatives  aux  mouve- 
ments géométriques.  Il  en  résulte  donc  une  rotation  égale  à 

\/c«)*4-  &)'*-!-  co''*,  autour  d'un  axe  dont  la  direction  fera, 
avec  les  «axes  de  coordonnées,  des  angles  a,  6,  y  dont  les 
cosinus  seront  proportionnels  à  w,  w',  tù". 

Considérons  maintenant  rellipsoïde  central  dont  Téqua- 
tion  est 

on  sait  que  t  '  ^  '  ?î  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 

angles  que  fait  avec  les  axes  le  diamètre  conjugué  du  plan 
ayant  pour  équation 

L^-f-Mj-h  N3  =  o; 

donc  Taxe  instantané  d^  rotation  est  le  diamètre  conjugué 
de  ce  plan.  Mais  la  perpendiculaire  à  ce  plan  fait,  avec  les 
axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportiontfels  à  L , 
M,  N.  Cette  normale  n'est  donc  autre  que  l'axe  du  couple 
d'impulsion  ^  d'où  résulte  la  proposition  suivante,  due  à 
M.  Poinsot  : 

Uaxe  de  la  rotation  produite  par  un  couple  sur  un 
corps  solide  qui  a  un  point  fixe ,  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  du  couple  ^  dùns  V ellipsoïde  central. 

m 

CHAPITRE  XXL 

MOUVEMENT  D'UN   CORPS  SOLIDE  AUTOUR  d'uN   POIJNT 

FIXE. 

IC^.  Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  mainte* 
nant,  peut  s'énoncer  ainsi  :  Un  corps  solide,  ou  un  système 
rigide  quelconque ,  lié  à  un  point  fixe ,  étant  sollicité  par 
des  forces  données,  et  partant  d'un  état  initial  connu,  déter- 
miner à  chaque  instant  la  position  de  ses  différents  pokits. 
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~  ~^  le  point  libre  le  mouvement  qall  a  ;  ces  der- 

nineon  le  sait,  les  dérivées  secondes,  par 

des  coordonnées  du  point ,  estimées  pa- 

%  ^cotions  invariables  quelconques.  Nous 

étions  celles  qu'ont  les  axes  mobiles 

-^t  que  nous  considérerons  comme 

'ïmposantes  de  la  vitesse,  par 


^  ^ 


tf 


*-        '-  -  *> 


X  plus  estimées  parallèle- 

^  1 1 ,  Zi  5  elles  le  sont  par  rap- 
j^a  ont  les  axes  mobiles  après  le  temps 
désignerons  par  X',  Y',  Z'. 
.  on  les  projette  toutes  les  trois  sur  chacun  des 
Al ,  Yf ,  Zi ,  on  aura  les  composantes  de  la  vitesse  sui- 
vant ces  mêmes  axes  après  le  temps  dt  ;  et  si  Ton  en  relran- 
chjB  respectivement  m,  i',  w,  puis  qu'on  divise  les  restes  par 
dt^  on  aura  les  trois  composantes  de  la  force  accélératrice 
suivant  Xi ,  Y\ ,  Zj ,  que  nous  désignerons  par  u',  i^',  w'. 
Cela  posé,  les  valeurs  de  u,  p»,  w  étant,  d'après  le  n"  230, 
tome  I", 

on  obtient,  en  les  dififérentiant, 

du  =  «1  dq  — Xi  drj      de  z=zxidr  —  z,  dp ,      r/tv  =  j  dp  —  Xi  dq. 

Les  quantités 

u-^'duy      V'\-dQj      w  -^  dw 

étant  connues,  et  comptées  sur  les  axes  X',  Y',  Z',  doivent 
être  projetées  toutes  les  trois  sur  chacun  des  axes  Xi,  Y^ ,  Z^  ^ 
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Pour  cela ,  nous  choisirons  trois,  droites  rectangulaires 
passant  par  le  point  fixe  et  liées  invariaUeinent  au:  corps  ^ 
la  question  sera  ramenée  à  la  détermination  du  mouvement 
de  ces  trois  droites^  et  leur  position  se  déterminera,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu  dans  les  préliminaires ,  soit  par  les 
angles  que  chacune  d'elles  forme  avec  trois  axes  rectangu- 
laires fixes  y  soit  au  moyen  de  trois  autres  angles  seulement^ 
ce  qui  sera  plus  avantageux. 

D'après  le  principe  de  d'Alembert,  on  obtiendra  toutes 
les  équations  nécessaires  à  la  détermination  du  mouvement, 
en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  à  chaque  instant  entre  les 
forces  données  et  les  forces  d'inertie  du  système ,  considé- 
rées comme  appliquées  à  ses  points  même. 

On  trouvera  ainsi,  comme  on  le  sait,  six  équations,  ex- 
primant que  les  sommes  des  composantes  de  toutes  ces  for^ 
ces,  ainsi  que  de  leurs  moments,  par  rapport  à  trois  axies 
rectangulaires,  sont  nulles.  Ces  trois  axes  peuvent  être  choi- 
sis à  chaque  instant,  dans  une  position  arbitraire.  Les 
six  équations  que  nous  rappelons,  exprimeront  toujours  l'é- 
quilibre qui  doit  avoir  lieu ,  et  seront  toujours  exactes  par 
conséquent  :  ainsi,  par  exemple ,  il  est  permis  déconsidérer 
à  chaque  instant  les  axes  liés  au  corps ,  et  de  prendre  les 
composantes  des  forces ,  parallèlement  à  ces  axes ,  et  leurs 
moments  par  rapport  à  ces  mêmes  axes.  Les  six  équations 
obtenues  ainsi ,  détermineront  certainement  le  mouvement. 
C'est  la  marche  que  nous  suivrons.  Elle  conduit  facilement 
aux  équations  ^  mais  comme  les  quantités  qui  y  entrent  dé- 
pendent delà  position  des  axes  mobiles,  il  restera  à  faire 
des  transformations  propres  à  déterminer  les  positions  par 
rapport  à  des  axes  fixes. 

109.  Composantes  de  la  force  d'inertie  pour  un  point 
quelconque,  —  Ces  composantes  rapportées  à  l'unité  de 
masse  sont,  au  signe  près,  celles  delà  force  accélératrice  qui 
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produirait  sur  le  point  libre  le  mouvement  quHl  a  ;  ces  der- 
nières sont,  comme  on  le  sait,  les  dérivî^es  secondes,  par 
rapport  au  temps,  des  coordonnées  du  point ,  estimées  pa- 
rallèlement  à  trois  directions  invariables  quelconques.  Nous 
choisirons  pour  ces  directions  celles  qu'ont  les  axes  mobiles 
à  un  instant  quelconque ,  et  que  nous  considérerons  comme 
devenant  invariables.  Les  composantes  de  la  vitesse,  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  sont 


«,      (^,      w; 


elles  deviennent 

U   -{-    (ht  y  P    +    rfl»,  iV   "{-   dw 

après  le  temps  dt^  mais  ne  sont  plus  estimées  parallèle- 
ment aux  mêmes  axes  Xi ,  Y| ,  Z|  ;  elles  le  sont  par  rap- 
port aux  directions  qu'ont  les  axes  mobiles  après  le  temps 
dty  et  que  nous  désignerons  par  X',  Y',  Z'. 

Si  donc  on  les  projette  toutes  les  trois  sur  chacun  des 
axes  Xj ,  Y| ,  Zi ,  on  aura  les  composantes  de  la  vitesse  sui- 
vant ces  mêmes  axes  après  le  temps  dt  ;  et  si  l'on  en  retran- 
che respectivement  m,  i',  w,  puis  qu'on  divise  les  restes  par 
dt^  on  aura  les  trois  composantes  de  la  force  accélératrice 
suivant  Xi ,  Yi ,  Zj ,  que  nous  désignerons  par  m',  i^',  w'. 
Cela  posé ,  les  valeurs  de  u,  p»,  w  étant,  d'après  le  n"  230, 
tome  P'^, 

on  obtient,  en  les  diflTérentiant, 

du  =  z,  dq  — jfx  dry      dp  =  Xidr  —  z,  ^ ,      dw  =r  j  dp  —  ;r,  dq. 

Les  quantités 

u  -+-  duy      ç  -^  dçj      «»  -I-  dw 

9 

étant  connues,  et  comptées  sur  les  axes  X',  Y',  Z',  doivent 
être  projetées  toutes  les  troi«  sur  chacun  des  axes  X^,  Yj,  Z^  j 
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il  faut  donc  d'abord  calculer  les  cosinus  des  angles  des  di- 
rections X'^  Y',  Z'  avec  leis  directions  Xi ,  Yi ,  Zi.  Or,  les 
cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  Xi  ayec  les  axes  fixes 
X,  Y,  Z  sont 

ceux  c[ui  se  rapportent  à  la  direction  X'  seront,  par 
suite, 

On  aura  des  expressions  analogues  pour  les  directions  Yi,T' 
et  Zj,  Z'.  Il  est  dpnc  facile  de  calcnler  les  cosinus  des  angles 
des  trois  premières  directions  avec  les  trois  autres. 

On  voit  d^abord ,  qu'en  négligeant  toujours  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre ,  on  peut  remplacer  les  cosinus 
des  angles  infiniment  petits  par  l'unité^  d'où  résulte 

cosX'X,  =  1,      cosY'Yi  =  i,     cos?;'Z4=n. 

On  trouvera  ensuite 

cos  TZ,=ib-{'db),c  -ir  {b'-r^db')  c'  H-«^''H-  ^")  / 
=:  cdb -h  c' db' -\- c'' db\ 

et  de  même 

cos  Yi  Z'  =  bdc  ^b'dc'  ^  b"  d^'  i 

et  comme  on  a 

bc^b'c*  ^V'c"  =  o,, 

on  en  tire 

hdc  4-  b'di^  H-  b"dc"  -+.  cdb  4-  d dV  -}-  ç" db"  =  o. 

D'ailleurs  on  a  (n«  230,  tQme  P') 

cdb  -h  dmb'  -h  c"  db"  ^pdt-, 
donc 

cos  Y' Z,  =  r- cos  Z' Y,  =  p«Ér . 
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On  trouverait  des  résultats  semblables  pour  les  autres  an^ 
gles  ;  ce  qui  nous  donne 

cos'Y'Zi  ==  —  cos  r  Y,  = /?//^, 
cos  Z'X,  =  —  cos  X'Zi  =  qdt, 
cosX'Y|=-cosrX,=  rdt  (*). 

Rien  n'est  donc  plus  facile,  maintenant,  que  déformer 
les  valeurs  de  m',  p»',  w'  ;  et  l'on  trouve ,  toutes  réductions 
faites , 

(2)     \v'  ^x,  j^—  z.  -^  -4-«,(^»i  —  ry,)'^p(pyt-'qx,)y 
w'  =  Xt-^—x,  -^-f.;>(rjr,  ^  pzi) -^  q  [qz^  —  rr,). 

HO.  Équations  du  moui^ement, —  Si  Ton  désigne  par 
Xi,  Yi,  Zi  les  composantes  parallèles  aux  axes  mobiles, 
de  la  force  motrice  appliquée  à  un  point  quelconque,  le 
principe  de  d'Alembert  fournira  les  trois  équations  sui- 
vantes . 

2(rt«''  —«,«'')  àm  =  î(jriZ,  —  z.Y,), 
5:  («,  a'  — «.fv'ji/iiî  =  2(z,  X,  —  «|Z,), 
2(^1*^  '-yiU')4m  =2(;f,  Y,  — /,Xi). 

Les  sommes  indiquées  dans  les  premiers  membres  se  rap- 
portent à  la  masse  entière ,  et  celles  du  second ,  aux  forces 

'  I      j  .  Il  III 

{*)  On  Yoit,  par  ces  formules,  que  les  quantités  pdt,  qdt,  rdt,  qui  déter* 
minent  Taxe  instantané  de  rotation,  et  les  composantes  de  la  vitesse  angu-. 
laire,  ont  une  autre  signification  géométrique  remarquable.  Elles  représen- 
tent lot  cosinus  des  angles  que  font  deux  à  deux  les  directions  des  axes  liés 
au  corps,  avec  leur  position  infiniment  voisine.  Cette  remarque  a  été  faite 
pour  la  première  fois,  je  pense,  dans  la  première  édition  de  cette  Méca- 
nique. 
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lextérieures  qui  peuvent  "être  appliquées,  tant  à  tous  les* 
points  du  corps  qu'à  certains  points  particuliers  en  nonh 
bre  fini.  Ces  dernières  peuvent  être  exprimées  à  cliaque  in- 
stant d'après  les  éléments  qui  déterminent  la  position  du 
corps  ;  ce  sont  donc  des  fonctions  connues  des  angles  f ,  f ,  6, 
et  peut-être  de  t ,  dans  le  cas  pu  les  forces  dépendrsdent 
du  temps. 

Quant  aux  premiers  membres ,  ils  auront  une  expression 
extrêmement  simple  si  Ton  choisit  les  axes  principaux 
d^nertie  du  corps  pour  les  axes  Xi,  Yi ,  Zi  •  Alors  les  sommes 
^yiZidm^  "LzfXidm^  ^x^yidin  sont  nulles^  et  si  Ton  dé- 
signe par  A  5  B  5  C  les  moments  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port aux  axes  respectifs  des  Xi,  /i,  ^i,  et  par  L ,  M,  N  fcs 
fonctions  connues,  qui  sont  les  expressions  des  seconds 
membres,  on  aura  les  trois  équations  suivantes  : 

A^=:(B~C)9r-f-L, 

(3)  ^B^==(C-A)r/,^-M, 

C  J  =  (A-B)/7^4-N. 

Ces  trois  équations,  jointes  aux  équations*  (3  ) ,  forment  un 
système  de  six  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
qui  déterminera  les  six  fonctions  /?,  ^,  r,  y,  ij;,  9  en  fonction 
de  U  Les  six  constantes  arbitraires  se  détermineront  par  les 
positions  et  les  vitesses  initiales. 

Propriétés  diverses  de  ce  mouvement  dans  le  cas  où  il 
n  existe  pas  de  forces  extérieures. 

m.  Application  du  principe  des  aires.  —  Ix)r8qu'un. 
corps  soliçle  est  en  mouvement  autour  d'un  point  fixe ,  les 
vitesses  dont  tous  ses  points  sont  animés  à  une  époque  quel- 
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conique  pourraient  être  produites  à  ce  moment  par  des  forces 
instantanées ,  agissant  sur  le  corps  en  repos  dans  cette  po- 
sition ;  et  toutes  ces  forces ,  en  vertu  du  point  fixe,  seraient 
réductibles  à  un  couple.  Ce  couple  est  identique  avec  celui 
qui  résulterait  des  quantités  de  mouvement  qui  animent  les 
dîflTérents  points  du  corps.  Si  l'on  décompose  l'un  et  T autre 
de  ces  couples  en  trois  autres  dont  les  axes  soient  dirigés 
suivant  trois  droites  rectangulaires  fixes ,  les  couples  com- 
posants seront  respectivement  les  mêmes. 

Or,  le  principe  des  aires  apprend  que ,  lorsqu'il  n'y  a  pas 
de  forces  extérieures ,  les  sommes  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement ,  par  rapport  à  trois  axes  fixes ,  sont 
constantes,  et  donnent  par  conséquent  un  moment  con- 
stant dont  l'axe  a  une  direction  constante.  Les  forces  in- 
stantanées qui  produiraient  à  chaque  instant  sur  le  corps 
en  repos,  dans  la  position  qu'il  occupe  à  cet  instant,  les 
vitesses  qui  ont  lieu,  sont  donc  réductibles  à  un  couple  qui 
a  toujours  même  axe  et  même  moment.  Cherchons  à  déter- 
miner cet  axe  et  ce  moment. 

Considérons  pour  cela  les  quantités  de  mouvement  dé- 
composées à  un  instant  quelconque  suivant  les  axes  princi- 
paux d'inertie  sur  lesquels  se  comptent  les  x^  yi^  z^.  Les 
moments  des  couples  auxquels  elles  donnent  naissance 
auront  pour  expressions 

^{yifv  —  Zxv)dm^     2(3,11  —  Xxw)dm^     ^[x^if — yiu)dm\ 

substituant  les  valeurs  de  i^,  (^,  iv,  données  par  les  équa-^ 
tions  (  I  ) ,  on  trouvera 

(4)  •  <  2(2,  tt— jc,<v)ryw  =  B^,' 

(  2  (.r,  s*  —  y^u)dm  =  C  r. 

Ces  quantités  ne  «ont  pas  constantes  parce  que  les  axes 
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des  XijTi  Zi  ne  sont  pas  fixes  ^  mais  la  sonune  de  leurs  carrés 
est  constante,  puisque  le  moment  résultant  est  constant  : 
désignant  la  valeur  de  ce  moment  par  Ar,  on  aura 

(5)  A>/?»-hB»^»H-C»r»=:  A». 

Lorsque  Ton  connaît  Fétat  initial  du  corps  ^  c'est-à-dire  sa 
position  initiale ,  et  les  vitesses  initiales  ou  les  forces  instan- 
tanées qui  les  ont  produites ,  on  connaît  les  valeurs  initiales 
de  Ap,  B^,  Cr,  et  par  suite  de  p^  g,  r. 

Si  nous  désignons  par  OK  la  direction  de  Taxe  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement^  on  aura,  pour.de*- 
terminer  cette  direction  par  rapport  aux  axes  mobiles , 

(6)  cosKOX.=  ^,     co8KOY.  =  ?i,     co8KOZ,  =  y% 
et,  par  rapport  aux  axes  fixes ^ 

X  ap  -hBbq  -{-Ccr 

ces  KOX  =  ■ — p-2 , 

A 

(  7)        '  \  CCS  KOY  = ~ , 

n 

Les  numérateurs  de  ces  expressions  seront  constants,  puisqae 
la  direction  de  OK  est  fixe. 

Les  formules  (4)  prouveraient,  si  on  ne  l'avait  déjà 
démontré,  que  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  instantané 
fait  avec  Xi,  Yi,  Zi  sont  respectivement  de  même  signe  que 

En  effet,  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
suivant  les  directions  des  axes  principaux  d^inertie  da 
corps ,  sont  les  rotations  que  produiraient  les  couples  com- 
posants Ap^  6 y,  Cr;  elles  sont  donc  de  même  signes  que 
ces  couples,  et  par  conséquent  que  p,  q^  r. 
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H2.  j4pplicatio7i  du  principe  des  forces  vices,  —  On 
sait  que  le  principe  des  forces  vives  ne  cesse  pas  d^avoîr  lieu 
lorsque  des  points  d'un  système  sont  liés  à  des  points  fixes; 
et  que  les  forces  qui  proviennent  de  ces  derniers  points 
n'entrent  pour  rien  dans  le  résultat.  Dans  le  cas  actuel ,  où 
les  forces  extérieures  sont  nulles ,  la  somme  de  ces  forces 
vives  sera  constante.  Désignons  par  h  sa  valeur  ;  ce  sera  une 
constante  connue,  si  on  donne  l'état  initial  du  corps;  pour 
la  calculer,  remarquons  que  le  carré  de  la  vitesse  du  point 
qui  a  pour  coordonnées  Xi,  j^i,  ^i,  est 

Multipliant  par  dm  et  intégrant  dans  toute  l'étendue  de  la 
masse,  on  aura  la  somme  h  des  forces  vives  à  un  instant 
quelconque;  on  trouvera  ainsi 

(8)  Ap^-h  B<7^-hCr»=:  //. 

On  voit  que  si  aux  deux  équations  (5),  (8)  on  joignait  la 

condition  que  la  vitesse  angulaire  V'p'  -f-  y*  4-  r'  fût  con- 
stante, on  aurait  entre  p,  ^,  r  trois  équations  qui  les  déter- 
mineraient si  A ,  6  et  C  scmt  inégaux;  et  l'axe  de  rotation 
serait  fixe.  Dans  ce  cas,  les  équations  (3)  exigent  que  deux 
des  quantités  p,  ^,  r  soient  nulles,  puisque  dp,  dq^  dr, 
L ,  M ,  N  sont  tous  nuls.  Le  mouvement  a  donc  lieu  autour 
de  l'un  des  axes  principaux  d'inertie ,  comme  il  était  facile 
de  le  prévoir. 

113.  jingle  de  l'axe  instantané  et  de  l'axe  du  couple 
résultant.  —-  Si  Ton  désigne  par  e  l'angle  de  ces  deux  axes, 
on  trouvera ,  d'après  les  valeurs  des  cosinus  des  angles  qu'ils 
forment  avec  Xi,  Yi,  Zi, 

ces  s  =  ~r7  ,"T  V  7zr  ' 
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OU 


Cette  équation  donne 


h 

COS  6  ==  -7— 


et  démontre  cette  propriété  remarquable,  que  \9l. vitesse 
angulaire  instantanée  donne  une  composante  constante 
par  rapport  à  l*axe  du  couple  résultant  ^  gui  est  celui  du 
maximum  des  aires  y  ou  du  plan  inuaiiable, 

114.  Position  de  Vaxe  instantané  par  rapport  à  l'ellip- 
soïde central.  —  L'équation  de  l'ellipsoïde  cexitral  étant 

les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  point  quelconque 
XiytZi  fait  avec  les  axes  mobiles,  sont  proportionnels  aux 
quantités  A  OTi ,  Bj^i  5  C -?!  • 

Mais  les  cosinus  qui  se  rapportent  à  Taxe  du  couple  ré- 
sultant sont  proportionnels  à  A;?,  B^,  Cr.  Ces  deux  droi- 
tes se  confondront  donc  si  l'on  a  —  =  ~  =  —  »  c'est-à-dire 

p        q        r 

si  le  rayon  de  l'ellipsoïde  mené  au  point  x^y^  z^  se  confond 
avec  l'axe  instantané  de  rotation  ;  d'où  résulte  cette  propo- 
sition, qui  se  trouve,  ainsi  que  la  précédente,  dans  le  Mé- 
moire de  M.  Poinsot  sur  la  rotation  des  corps  : 

Si  Von  mène  à  V ellipsoïde  central  un  plan  tangent 
parallèle  au  plan  du  couple  résultant ,  le  rayon  mené  au 
point  de  contact  est  l'axe  instantané  de  rotation. 

115.  Vitesse  angulaire  en  fonction  du  rayon  de  V ellip- 
soïde. —  Les  coordonnées  du  pôle  de  rotation  sur  l'ellip- 
soïde  central,  c'est-à-dire  du  point  où  cette  surface  est 
percée  par  l'axe  instantané,  étant  proportionnelles  à/?,  y,  r, 
on  a  les  égalités  suivantes ,  dans  lesquelles  R  désigne  la  Ion- 
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gueùr  du  rayon  de  l'ellipsoïde,  et  P  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  : 

•2^1  jTi        ^» 

Les  trois  derniers  membre^s  fournissent  les  équations  sui- 
vantes : 

—  ==  -rz  =3  — -  :     d'où     w  =  R  V^ ,     et     P  =  ~ 
«        ^       PX-'  ^    '  X- 

On  déduit  de  là  plusieurs  propositions  importantes  qui 
sont  dues  à  M.  Poinsot. 

L'équation  w  =  R  V^  fournit  d'abord  celle-ci  : 

La  vitesse  angulaire  est  proportionnelle  à  la  longueur 

du  rayon  de  rellipsoide,  autour  diujuel  a  lieu  la  rotation 

instantanée, 

sTh 

L'équation  P  =  ~-  prouve  que  la  perpendiculaire  abais-- 

sée  du  point  fixe  sur  le  plan  qui  touche  l'ellipsoïde  au  pôle 
de  rotation ,  est  constante.  Or,  ce  plan  est  d'ailleurs  paral- 
lèle au  plan  fixe  du  couple  résultant;  donc  il  .est  constant 
de  position.  D'où  se  déduit  cette  autre  proposition  : 

L'ellipsoïde  central  reste  constamment  tangent  au  plan 
mené  parallèlement  à  celui  du  couple  résultant ,  à  une 

distance  égale  à  ■~^«  Son  point  de  contact  est  le  pôle  dé 

rotation  y  et,  par  conséquent  y  n'a  aucun  moui^ement  de 
glissement  sur  le  plan  fixée 

Cette  propriété  donne  une  représentation  géométrique 
très-nette  de  la  marche  suivie  par  le  corps. 

116.   Courbe  des  pôles.  —  D'après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  si  l'on  conçoit  un  plan  qui  se  meuve  eh  restant  tan- 


gent  à  Fellipsoîde  central  et  à  une  sphère  conoaitrique 

f— 

avant  pour  rayon  ^9  le  lieu  de  ces  points  de  contact  ayec 

rdlipsoîde.sera  la  courbe  des  pôles ^  elle  sera  symétrique 
par  rapport  à  deox  des  plans  principaux,  et  sera  détermi- 
née par  rapport  anx  axes  principaux  du  corps  par  les  deux 
équadons 

d^oik  Ton  tire  la  suivante  : 

(9)    A(*'  — AA)x;-4-B(it'  — BA)j;4-C(*«  — CA)s;=:o, 

équation  d^un^cône  du  second  degré  ayant  ses  axes  princi- 
paux dans  la  même  direction  que  ceux  de  PeUipscôMie,  et  qui 
est  le  lieu  des  axes  instantanés,  relativement  au  corps.  Peur 
reconnaître  le  sens  de  ses  deux  nappes,  soient  A  le  j^iis 
grand  moment  d'inertie,  et  C  le  plus  petit.  On  trouvent 
facilement 

Iit»  —  AA  =  B  (B  —  A)-9»  4- C  (C  —  A)  r% 
X»  — BA=  C(C  — B)r*-+.A(A  — B)/?% 
ifr^  —  CA  =  A  (A  —  C)/i»-h  B  (B  —  C)  g\ 

Ainsi  Fou  aura 

it»— AA<o     et     it»— CA>o. 

On  obtiendrait  inmiédiatement  ces  deux  in^^tés  en  ob* 

servant  que  ^  est  le  carré  de  la  distance  du  centre  au  plan 

tangent  au  point  XijTi  Zi  de  Fellipsoîde;  d'où  il  résulta 

De  sorte  que  les  sections  elliptiques  du  cône  seront  perpen- 
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diculéires  à  Faxie  des^  x  si  Ton  a  --''•■■■. 

Â»— BA>o, 

•» 
et  dles  le  seront  a  l'axe  des  z  si  l*onâ 

X^— B/*<o. 

Ces  deux  axes  sont  ceux  du  plus  petit  et  du  plus  gi'ând 
moment  d'inertie  du  corps. 

Si  B  =  C,  le  cône  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  x  ; 
si  B  :±=  A,  il  Test  autour  de  Taxe  des  -s  •,  si  A  =  B  =  C,  p,  ^,  r 
sont  constants  d'après  les  équations,  et  le  mouvement 
s'effectue  autour  d'un  axe  fixe. 

Si  A:*  est  égal  à  une  des  trois  quantités  A  A,  B/«,  CA,  le 
cône  se  réduit  à  un  plan^  mais  si  A,  B,  C  n^  sont  pas  tous 
trois  égaux,  on  a  nécessairement 

/»— AA<o     et     X'— C/i>o; 

donc  c'est  seulement  A* —  B/i  qui  peut  être  nul,  et  dans  ce 
cas  le  lieu  des  axes  instantanés  a  pour  équation 

x]  _C [k^  —  ÇA)  _  c  (B -^ C) 

«î  ""  A  (AÀ  —  X»)  ""  A  (A  —  B)' 

C'est  l'ensemble  de  deux  plans  passant  par  l'axe  j'i  qui  est 
celui  du  moyen  moment  d'inertie  5  ils  coupent  l'ellipsoïde 
suivant  deux  ellipses  qui  sont  le  lieu  des  pôles ,  et ,  par  con- 
séquent, jouissent  de  la  propriété  que  la  distance  du  centre 
au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  un  point  quelconque  de 
ces  ellipses  est  constante;  cette  distance  est  évidemment  la 
longueur  du  demi-axe  moyen  de  l'ellipsoïde. 

Si  k^ — B/i  est  positif,  le  cône  entoure  Taxe  des  x,  et 
l'équation  (16)  donne 

zÎ-^aJa^  — X')-^A(A  — B)^ 
-    II,  .  12 
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donc  toutes  les  génératrices  situées  du  côté  des  z\  positifs 
sont  au-dessous  des  deux  ellipses  précédentes*  Si,  au  con- 
traire, A*  —  Bh  est  négatif,  elles  sont  au-dessus.  De  sorte 
€jue  ces  deux  ellipses  partagent  rellipsoïde  en  quatre  fuseaux 
tels,  que  quand  Taxe  instantané  se  trouve,  à  une  époque 
quelconque ,  dans  l'intérieur  de  l'un  d'eux ,  il  y  reste  tou- 
jours et  se  meut  autour  de  l'axe  principal  situé  dans  ce 
même  fuseau  *,  et  s'il  se  trouve  dans  un  des  plans  qui  les  sé- 
parent, il  y  reste  constamment.. 

On  remarquera  que  s'il  y  a  deux  axes  presque  ^aux , 
l'un  des  fuseaux  devient  très-étroit,  et  la  courbe  des  pôles, 
tout  en  ayant  une  grande  étendue  dans  son  fuseau ,  pour- 
rait passer  très-près  de  l'extrémité  du  petit  ou  du  grand 
axe;  il  n'y  a  donc  pas  toujours  stabilité  pour  l'axe  iîistah- 
t^iié  lorsque  dans  Tétat  initial  il  est  très-voisin  de  l'axe 
principal  du  plus  petit  ou  du  plus  grand  moment  d'iner- 
tie; mais,  s'il  n'y  a  pas  deux  axes  presque  égaux,  et  que 
l'axe  instantané  soit  très-voisin  du  plus  petit  ou  du  plus 
grand ,  il  s'en  éloignera  très-peu  dans  tout  le  cour?  du 
mouvement. 

S'il  est  d'abord  voisin  de  Taxe  moyen,  la  courbe  des 
pôles  s'éloignera  toujours  considérablemnet  de  l'extrémité 
de  cet  axe,  et  la  stabilité  n'est  plus  démontrée.  11  faudrait 
pour  cela  que  le  pôle  ne  parcourût  pas  toute  la  courbe ,  et 
cela  demande  examen. 

La  courbe  des  pôles  étant  tracée  et  la  vitesse  initiale  de 
rotation  étant  connue,  ainsi  que  l'axe  instantané  autour 
duquel  elle  a  lieu,  on  peut  se  représenter  facilement  le 
mouvement  indéfini  du  corps.  En  effet,  après  un  temps  in- 
finiment petit,  on  saura  de  quel  angle  le  corps  aura  tourné; 
on  saurait  donc  déterminer  le  point  de  la  courbe  des  pôles 
qui  devient  le  point  de  contact  avec  le  plan  fixe;  on  con- 
naîtrait donc  le  rayon  de  l'ellipsoïde,  et,  par  suite,  la  nou- 
velle valeur  de  la  vitesse  de  rotation;  on  trouverait  de 
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même  la  position  et  la  vitesse  après  un  autre  ihter- 
valle  de  temps  infiniment  petit,,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. - 

'  Il  est  facile  de  voir  comment  on  pourrait  déterminer  la 
courbe  formée  sur  le  plan  fixe  par  les  positions  sucées*, 
sives  du  pôle.  Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  à  cet 
égard. 

117,  Seconde  représentation  géométrique  du  moin^é^ 
nient  du  corps, —  L'axe  instantané  de  rotation  décrit  dans 
l'espace  une  surface  conique  qui  a  son  centre  au  point 
fixe,  et  pour  base  la  courbe  tracée  sur  le  plan  fixe  par  le 
pôle.  Admettons  qu'elle  soît  connue  :  il  est  facile  de  voir 
qu'elle  sera  toujours  tangente  à  la  surface  conique  liée  au 
corps  et  qui  est  le  lieu  des  positions  de  Taxe  instantané 
dans  le  corps.  En  effet ,  Taxe  instantané  sera  -  k  chaque  in>- 
stant  sur  ces  deux  surfaces^  elles  ont  donc  toujours  une 
génératrice  commune.  Au  bout  d'un  temps  infiniment 
petit ,  une  génératrice  infiniment  voisine,  appartenant  au 
cône  mobile ,  vient  coïncider  avec  une  génératrice  du  cône 
fixe^  et  comme  dans  ce  mouvement  elle  ne  se  déplace  que 
d'infiniment  petits  du  second  ordre ,  il  s'ensuit  que  si  siir 
les  deux  cônes  on  prend,  à  partir  de  Tarète .commune , 
deux  arêtes  correspondantes,  distantes  de  là  première  de 
quantités  infiniment  petites  du  premier  ordre,  elles  seront 
distantes  l'une  de  l*autrê  de  quantités  du  second  ordre  ; 
d'où  il  résulte  que  les  deux  cônes  sont  tangents.  D'ailleurs 
le  cône  mobile  ne  glisse  pas  sur  l'autre,  puisque  l'arête  de 
contact  est  Taxe  instantané  de  rotation.  Donc  enfin '/e 
mouvement  du  coips  peut  être  produit  au  moyen  d'un 
cône  du  second  degré  lié  invariablement  au  corps  y 
et  qui-  roule  sur  un  autre  cône  dont  la  surface  est  en- 
gendrée par  une  dtx)ite  qui  towiie  indéfiniment  en  ondu- 
lant autour  de  l'axe  du  couple  résultant, 

12. 
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ii8«  Lieu  des  positions  successives  deVaxe  du  couple 
résultant  dans  l'intérieur  du  corps.  —  Si  Fon  désigne 
par:ri,  ^i,  ^i  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
Taxe  de  ce  couplé  par  rapport  aux  axes  mobiles^  on  aura 
les  équations 

z,  ""  Cr'      z,  "~  C/ 
Les  équations  (12)  et  ( 1 5 )  conduisent  à  la  suivante 

Éliminant -î  -entre  ces  trois  équations,  on  aura  l'équa- 
.tion  de  la  surface  cherchée ,  qui  sera 

C^est  un  cône  du  second  degré  dont  les  sections  perpendi- 
culaires à  l'axe  du  plus  petit,  ou  bien  du  plus  grand  mo- 
ment dHnerde,  sont  des  ellipses. 

Si  B  ==  C ,  il  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  x.  Si 
A  =  B ,  il  l'est  autour  de  Taxe  des  z. 

Si  A  =aB  =  C,  on  a  X:*  ==  A  A  5  les  équations  (20)  et 
(21)  sont  identiques,  et  l'équation  qu'on  en  avait  tirée 
n'apprend  plus  rien  5  mais  les  deux  précédentes  devien- 
nent 

Zi       r       Zi     '  r 

ce  qui  montre  que  l'axe  du  couple  résultant  et  Taxe  instan- 
tané de  rotation  se  confondent.  C'est  ce  que  l'on  aurait 
déduit  aussi  de  la  formule  qui  donne  l'angle  de  ces  deux 
directions.  C'est  le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  autoiu*  d'un 
axe  invariable. 
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119.  Formules  dii^erses .  —  On  peut  obtepi r  des  relations 
utiles  en  identifiant  les  seconds  membres  des  équations  (4) 
avec  les  sommes  des  projections  sur  x^y^  z,  des  quantités 
K,  V,  i*>,  données  par  les  équations  (  5  ) .  En  égalant  de  part 
et  d'autre  les  coefficients  de  Xi ,  j^i,  Zi,  oh  obtient  les  neuf 
équations  suivantes  : 


da        ,  da'        .. 

-  =  br-cq,     -=br 


,  da^        ,  -  „ 


de 

dbr 

dt 


:=z  c  p  —  a  r, 


—  a'q^b'p,        ,—  :=^ix»q^b'*p. 


dt 


dt 


On  tire  encore  de  ces  équations  les  trois  suivantes  : 

pda  4-  qdb  -h  rdc  =  o, 
^<7^ï'  4-  ^c?^'  H-  ré/c'  =  o , 
pda"  +  /^éfô^-i-  rcfc"  =  o . 


Calcul  du  cas  particulier  ou  le  corps  nesl  solliçilé  par 

aucune  force  extérieure, 

lâO.  S^il  n'existe  aucune  force  extérieure,  on  a 
L  ni  o,       M  ==  o ,       N  =  o , 
et  les  équations  (  lu)  se  réduiseut  à     . 

dp 


(«9) 


A-^  =  (B-C)?r, 


Si  l'on  multiplie  la  première  par  />,  la  seconde  par  47^  la 
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troisième  par  r,  cl  qu'on  les  ajoute,  bn  obtient 

dp        ^     dg         -       rir    ' 
'^  dt  '    at  dt 

d'où,  en  intégrant, 

(20)  A/?'-hB^^-i-C/'»=  A, 

h  désignant  une  constante  arbitraire,  qui,  diaprés  cç  que 
nous  avons  trouvé  précédemment,  est  la  somme  des  forces 
vives  du  système  i 

On  aura  une  autre  intégrale  en  multipliant  respective- 
ment les  équations  (19)  par  kp^  B^^  Cr  et  les  ajoutant.  En 
effet,  on  trouve  d'abord 

.:    àp        ^'dq        ^     dr 

d'où 

(21)  A'/?^-h  B»7'-4-0/^~  ^^, 

k  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire,  qui  est, 
comme  nous  Favons  vu,  le  moment  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  du  système.  Ces  deux  constantes 
h  et  A:,  ainsi  que  les  valeurs  initiales  de  p^  q,  r,  sont  faciles 
k  déduire  des  données  initiales.  En  effet,  la  direction  de 
l'àxe  du  couple  résultant  et  son  moment  sont  comius, 
soit  que  l'on  donne  les  forces  instantanées  qui  produisent 
leâ  vitesses  initiales,  soit  qu^on  donne  ces  vitesses  mêmes. 
Ainsi  d'abord  k  est  connu;  ses  couples  composants  par 
rapport  aux  axes  Xi,  Yj,  Zi,  dont  la  position  initiale  e&l 
donnée,  sont  donc  aussi  connus;  et  comme  leurs  moments 
sont  respectivement  Ap^  B^,  Cr,  il  en  résulte  que;), ^, r 
sont  connus  en  grandeur  et  en  signé  |  au  commencement 
du  mouvement.  Donc  aussi,  d'après  l'équation  (20),  la 
constante  h  sera  elle-même  connue. 

Si  l'on  tire  des  équations  {20)  et  (21)  les  valeurs  de 
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p  et  q  -en  i\  et  qu'on  les  ri?porte  dans  la  irobième  équa- 
tion (19)9  on  obtiendra  une  équation  qui  donnera  /  en 
fonction  de  r  au  moyen  d'une  quadrature.  On  trouvera 
d'abord 


(22). 


'  A(A  — B) 

^___/^— AA-i-C(A~-C)/-^ 
'^  "^  B(B  — A) 


Quant  aux  signes  qu'on  devra  prendre  pour  p,  q^  r,  ils 
sont  connus,  dans  l'état  initial,  d'après  la  position  de  Taxe 
du  couple  résultant  relativement  aux  axes  principaux ,  qui 
sont  eux-mêmes  connus  à  cet  instant.  Les  cosinus  dqs 
angles  que  fait  l'axe  de  ce  couple  avec  les  trois  directions 

étant  — ^>    i^  ~r^  ^^*  valeurs  et  les  signes  de  /;,  q^  r  sont 

connus  à  cette  époque.  Les  équations  (19)  donnent  les  dé- 
rivées de  p^  q^  r  en  fonction  de  ces  quantités  5  elles  conser- 
vent leur  signe  primitif  tant  que  p,  </,  r  conservent  le  leur  5 
et,  par  suite,  ces  dernières  quantités  varient  toujours  dans 
le  même  sens  tant  qu'aucune  d'elles  ne  devient  nulle.  Si , 
par  exemple,  p  passe  par  zéro,  !a  première  des  équations  (19) 

.donnant  la  valeur  de  ^  à  cet  instant,  apprend  quel  va  être 

le  signe  de  p  immédiatement  après,  et  Ton  raisonnera  de 
mèine  toutes  les  fois  qu^une  des  trois  quantités  deviendra 
nulle  \  on  n'aura  dotic  jamais  d'incertitude  sur  les  signes  de 

Les  valeurs  de  p^  q  données  par  les  équations  (22),  é^ant 
reportées  dans  la  troisième  équation  (19),  donnent,  en  sup- 
posant^ pour  fixer  les  idées,  que  l'on  doive  prendre  le  même 
signe  pour  p  eiq^ 

CsfKËdt 


(23)    dt=z^ 


V^X'  —  B/i  H-  C  ( B  —  C) /-'  \lkÂ  —  X-  4-  C  (C  —  A}  r' 
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L^întégrale  du  second  membre  ne  pent  ètrç  obtenue  géné- 
ralement ;  elle  dépend  des  fonctions  elliptiques.  Elle  devient 
intégrable  si  deux  des  trois  quantités  A ,  B ,  G  sont  égales, 
OU  si  A'  est  égal  à  une  des  trois  suivantes  A  A,  BA,  CA,  et 
nous  avons  vunque  cène  peut  être  qu'à  la  moyenne. 

En  supposant  qu'onait  intégré  l'équation  (  23),  on  aurat 
«n  fonction  de  r,  et  la  constante  sera  déterminée  par  la  va- 
leur initiale  de  r;  on  eu  conclura  r  en  fonction  de  t,  ainsi 
que  p  et  q,  d'après  les  équations  (22). 

Il  ne  reste  donc  plus ,  pour  avoir  la  solution  complète  du 
problème )  qu'à  connaître  les  angles  f ,  0,^  au  moyen  de 
p,  7,  r;  et  nous  avons  pour  cela  les  trois  équations  suivantes, 
qui  se  déduisent  des  formules  du  n°  228 ,  tome  P""  : 

p  =       cos  9  -r-  -h  sm  «p  sm  0  -r-7 
'^  ^  dt  ^  dt 

(24)  W  ^^  —  sm  ^— 4-cosçsinô— Î-» 

d^       dif 
r=       cosG-^-K-^- 
dt       dt 

On  pourra  encore  faire  usage  des  formules  (iS)^  dont  une 
rentre  dans  les  deux  autres. 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  il  conviendra  de  prendre 
Taxe  du  couple  résultant  pour  un  des  axes  de  coordonnées, 
par  exemple  pour  axe  des  z. 

Les  premiers  membres  des  équations  (i3)  ne  sont  alors 
autre  chose  que  a"^  h'\  c"j  et,  d'après  les  valeurs  de  ces 
dernières  en  fonction  de  <j> ,  65^5  données  dans  les  prélimi- 
naires, ces  équations  deviennent 

(20)       --p  =  smôsmç,     -~=r  sm  Ô  cos<p,     —  =  cosO. 

Ces  équations  déterminent  donc  cos  0  et  tang(p  en  fonction 
de  p,  <jr,  7',  et  par  suite  de  t.  Ces  lignes  trigonométriques 
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étant  connues  à  chaque  instant,  sans  ambiguïté  de  signe, 
les  angles  eux-mêmes ,  qui  varient  d'une  manière  continue, 
seront  complètement  déterminés.  Il  ne  reste  donc  plus 
qu'à  connaître  l'angle  ij/,  et  pour  cela,  on  fera  usage  des 

équations  (  24  ) .  En  éliminant  —  des  deux  premières ,  on 

obtient 

psintf  -{-  q  ces  9  =  sm  ô  -jï-  ? 


ou 


/c  sm  Q  dt 


d'où 


on  tire  de  là 

(26)  d^=-j^—^dt. 

Si  l'on  remet  maintenant  pour  dt  sa  valeur  donnée  paj^ 
l'équation  (aS) ,  on  aura,  sans  ambiguïté  de  signes,  d'après 
les  discussions  précédentes,  la  valeur  de  r/^p  en  fonction  de 
ret  dr.  L'angle  ^  sera  donc  connu  en  fonction  de  r  et  par 
suite  de  f ,  par  une  intégration  qui  se  réduit  aux  fonctions 
elliptiques,  et  pourra  être  effectuée  exactement  dans  les 
mêmes  cas  que  celle  qui  se  rapporte  à  dt*  La  constante  se 
déterpiinera  par  les  valeuj^s  initiales  de  ^  et  r. 

• 

Cas  particulier  où  A  =  B. 

i2i.  Dans  ce  cas,  les  équations  (19)  se  réduisent  à 

—  =  o ,     d  ou     r  =  /* , 
.      dt  ' 
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n  étant  uue  coQStante  déterminée  par  l'état  initial,  et 


(«) 

dp      A  -  C 
-di^     A      "''^ 

(«) 

dn        C  —  A 
dt^       A       ''^' 

d'où  l'on  lire 

dp           du 

et,  par  suite, 

p^-\-q'^z=  m\ 

m^  étant  anc  constante  arbitraire. 

Ou  voit  donc  que  la  vitesse  angulaire  sera  constante, 
quoique  p  et  q  ne  le  soient  pas  \  elle  aura  pour  valeur 


Les  équations  (^o),  (21  )  auraient  donné  les  mêmes  résul- 
tats. Pour  avoir  p  en  fonction  de  t,  on  éliminei*à>  q  entre 
les  équations  (a),  (6),  en  difierentiant  la  première  et  y 

remettant  pour  ~  sa  valeur  tirée  de  la  seconde. 
On  trouve  ainsi,  en  posant  — r —  =  fx, 

(Pp 

d'où 

/?  =  M  sin  (|x /î/ -4- f  ) , 

M  et  e  étant   des    constantes   arbitraires;  on  aura,  par 
suite, 

i     dp  , 

7  = 7-  =  M  cos  (ant  -h  «  ;; 

'        liLH  dt  \r       *      /y 
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et  comme  p*  -^  ç*  =rn*^  on  aura 

M=±:/7î. 

En  considérant  donc  comme  susceptible  d'un  signe  quel- 
conque la  constante  arbitraire  m,  on  aura  pour  p^^  q  les 
valeurs  suivantes  : 

(y)  /?  =;#w  sin  (fA/î^-h  s),      y  =  iw  COS  (f*«/ -h  s); 

pour  déterminer  les  constantes  w,  e,  soient  po ,  (Jq  les  va- 
leurs initiales  de  pet  <7,  nous  aurons 

L'angle  e  sera  déterminé  quand  on  aura  choisi  le  signe  de 
m,  puisque  Ton  connaîtra  son  sinus  et  son  cosinus.  Le 
changement  de  signe  de  m  ferait  seulement  varier  e  de 
180  degrés;  ainsi  on  sera  libre  de  prendre  pour  m  le. 
signe  que  l'on  voudra;  nous  choisirons,  par  exemple, 


m 


=  -H  ^Pl-h  ql' 


Cherchons  maintenant  les  angles  f ,  t{;,  6. 
Les  équations  (aS)  donnent 

<îoà  9  =  — ,     tang  y  = -=  tang(fA/!^-|-6). 

Deux  arcs  ijui  ont  mètne  tangente  ne  peuvent  différer  que 
par  un  nombre  entier  de  demi-circonférences.   Donc  <p  et 
fLut-h  ene  diffèrent  que  d'un  multiple  de  tt  qu'on  peut  choi- 
sir arbitrairement.  Introduisant  de  préférence  la  valeur     . 
initiale  90  de  9 ,  en  aura  évidemment 

L'équation  (26)  devient 

d'it  :^  -A ^  di  z=z  -  di^ 

^  "^     /a  — C*/î'  A       ' 
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et  donne 

,        k     ■ 

if^o  étant  la  valeur  initiale  connue  de  (|/. 

La  valeur  constante  de  cos  9  nous  apprend  que  l'axe  de 
révolution  de  l'ellipsoïde  central  décrit  un  cône  de  révo- 
lution autour  de  Taxe  fixe  du  couple  résultant,  et  que, 
par  conséquent ,  le  plan  de  l'Àjuateur  conserve  une  incli- 
naison constante  sur  celui  du  couple  résultant. 

La  valeur  de  ^  montre  que  la  trace  de  Téquateur  de 
cet  ellipsoïde  sur  le  plan  fixe  du  couple  résultant  se  meut 
uniformément,  et  que  par  conséquent  Taxe  de  révolution 
décrit  aussi  uniformément  sa  surface  conique.  La  valeur 
de  (f  prouve  qu^un  rayon  déterminé  quelcouque  del'équa- 
teur  se  meut  uniformément  par  rapport  à  la  trace  va- 
riable de  Téquateur  sur  le  plan  du  couple  résultant.  Mais 
la  vitesse  angulaire  de  ce  mouvement,  qui  est  /in,  ne 
doit  pas  être  confondue  avec  la  vitesse  angulairq  du  corps, 

qui  est  sjm}  '-\-  n*. 

Enfin  Taxe  instantané  fait  avec  Taxe  des  z^  un  angle 

constant ,  puisque  son  cosinus  pst  — ^\  il  trace  donc 

y  w'  4-  n 

un  cercle  sur  T ellipsoïde  de  révolution. 

On  remarquera  ,  de  plus,  que  Vaxe  instantané  y  l'axe 
de.  révolution  et  Vaxe  du  couple  résultant  sont  con- 
stamment dans  un  même  plan.  Il  suffit  de  prouver  pour 
cela  que  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  instantané  et 
Taxe  du  couple  résultant  font  avec  les  axes  des  x^  et 
jx^  sont  proportionnels  •,  car  alors  ils  seront  dans  uu 
plan  passant  par  l'axe  des  z  i ,  qui  est  l'axe  de  figure. 

Or  le  rapport  des  deux  premiers  cosinus  est  -5  le  rapport 
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des  deux  autres  eSt  -n^t  et,  d'après  les  équations  (a5),  îl 


est  égal  à  ~-ou ->  comme  îl  fallait  le  démontrer. 


Cas  particulier  oii  k^  =  Bh. 

i22.  Nous  ayons  vu  que^^dans  ce  cas,  le  lieu  dés  aves 
instantanés  ne  pouvait  être  que  Tune  des  deux  ellipses 
dont  les  plans  sont  représentés  par  l'équation 

or;  _B  —  C    C 
z  J  ""  A  —  B  *  Â' 

tirant  des  équations  (20)5  (21)  les  valeurs  de  p  et  r  en 
fonction  de  ^,  on  trouve 


,2 


_  (C-~B)(^'-B'y')  _  (B^A){A^-^îi^q^) 

•"         BA(C— A)         *  BC(C  — A)         ' 


équations  qui  montrent  que  l'on  aura  toujours 


X.^_B»y»>o,     ou    ç'<g^ 


on  en  conclura 


dq     _  ,       /(C-^B)(B~A)  dq 

dt  '^  By  AC  (A»— BV)' 

d'où  5  en  supposant  dq  positif, 

B'^JIC  dq 


dt  = 


\/(C  — B)(B  — A)>t'— B'7' 
En  posant 


k  2it\/(C  — B.)(B-.A) 

B  Bv'AC 
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on  trouve,  en  désignant  par  a  une  constante  arbitraire, 
d'où  Ton  tire 


qmm 


oic^  -f-  I 


Si  Ton  désigne  par  q^  la  valeur  initiale  de  q^  on  aura 

iw(a—  l)  m-\-  q. 

a-jr  l  m  —  q^ 

et,  par  suite, 

(m  +  7o)  ^^'  4-  ^a  —  w 
q  =  m ^-^ ^-i- • 

Au  moyen  de  cette  valeur  dey,  on  connaîtra^  etren 
fonction  de  f. 

Les  équations  (  25  )  feront  donc  connaître  d  et  f  au  moyen 
de  t.  L'équation  (26)  donnera,  en  remettant  pour  r  s? 
valeur  en  fonction  de  y, 

ce  qui  s'intégrera  sans  peine  en  substituant  la  valeur  de  f 
en  t.  A  mesure  que  t  croit  indéfiniment,  q  tend  vers  là  li- 

mite  m  ou  -9  et  par  conséquent  p  et  r  vers  zéro.  L'axe  in- 
stantané de  rotation  tend  donc  alors  vers  le  prolongement 
de  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde ,  sur  lequel  sont  comptés  les 
ji  positifs.  On  a  donc  ici,  comme  l'a  annoncé  M.  Poinsot, 
le  cas  remarquable,  où  l'axe  instantané  étant  pris  d'abord 
très-près  de  l'axe  du  moment  moyen ,  ne  s'en  écarterait 
jamais  que  très-peu,  et  même  s'en  rapprocherait  indéfini- 
ment. 
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Mais  il  faut  faire  une  observa  lion  importante.  La  valeur 

limite  de  <7  est  +  -  lorsque  le  signe  de  dq  est  positif  comme 

nous  l'avons  supposé  ]  cela  exigeait  que  p  et  r  eussent  des 
valeurs  initiales  dje  même  signe ,  et  alors  ces  signes  se  con-« 
servaient  parce  que  p  o\ir  ne  peuvent  devenir  nuls  que  si 
(j^  devient  égal  à  m',  ce  qui  n'arrivera  que  pour  f  =00  .  Si  , 
au  contraire ,  p  et  r  avaient  été  donnés  de  signes  contraires 
dans  l'état  initial,  on  aurait  pris  pour  la  valeur  de  dq  le 
signe  contraire  à  celui  qu'on  a  pris,  ce  qui  revient  à  chan- 
ger [X  en  —  |x  dans  le  résultat.  On  trouverait  aloi's  —  m 
pour  limite  de  ^^  de  sorte  que  Taxe  instantané  tendra  vers 
l'un  ou  l'autre  des  deux  sens  opposés  de  l'axe  moyen  de 
l'ellipsoïde,  suivant  que/7  et  r  seront  donnés  de  mêmes 
signes  ou  de  signes  contraires  dans  la  position  initiale,  ou, 
en  d'autres  termes,  suivant  que  l'axe  instantané ,  dans  sa 
position  initiale,  fera,  avec  les  axes  des  Xi  et  des  Zi  positifs, 
des  angles  à  la  fois  aigus  ou  obtus,  ou  bien  l'un  aigu  et 
l'autre  obtus. 

Du  double  mouvement  d'un  corps  solide  libre. 

123.  Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  dans  l'espace,  en 
vertu  d'impulsions  primitives  et  de  forces  continues  quel- 
conques, on  peut  considérer  son  mouvement,  pendant 
chaque  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  comme  com- 
posé d'un  mouvement  de  translation  et  d'un  mouvenient  de 
rotation. 

Pour  cela,  t)n  prendra  l'un  quelconque  des  points  de  ce 
corps,  et  à  chaque  instant  on  donnera  au  système  un  mou* 
vement,  par  lequel  chaque  point  décrira  une  droite  infi- 
niment petite,  égale  et  parallèle  à  celle  que  doit  décrire, 
peudant  cet  intervalle  de  temps,  le  point  particulier  que 
Ton. considère ^  puis  on  supposera  ce  point  imnu)bile,  et 
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Ton  fera  tourner  le  corps ,  jusqu'à  ce  que  chaque  point  ait 
pris  la  position  qu'il  devait  occuper  à  la  fin  dé  ce  même  in- 
tervalle. 

Le  point  dont  le  mouvement  règle  à  chaque  instant  le 
mouvement  de  translation  du  système,  peut  être  prisari^i- 
trairement,  pourvu  qu'il  y  soit  lié  invariablement;  mais  il 
y  a  beaucoup  d'avantage,  comme  nous  allons  le  voir,  à 
choisir  le  centre  de  gravité  du  corps. 

En  effet ,  nous  avons  démontré  que  ce  point  se  meut  delà 
même  manière  que  si  toute  la  masse  du  corps  s'y  trouvait 
réunie  et  que  toutes  les  forces  qui  agissent  y  fussent  ap- 
pliquées. On  connaîtra  donc  immédiatement  là  direction  et 
la  grandeur  de  la  vitesse  initiale  qu'il  prendra  en  vertu  des 
impulsions  données. 

Pour  achever  de  connaître  le  mouvement  initial ,  conce- 
vons toutes  les  forces  données  réduites  à  une  force  appliquée 
au  centre  de  gravité  et  un  couple.  Nous  pourrons,  comme 
nous  l'avons  démontré  n^  44,  déterminer  les  deux  mouve- 
ments qui  auraient  lieu  séparément  par  l'action  de  cette 
force,  puis  du  couple;  en  composant  ces  deux  mouvements 
pour  chaque  point ,  ou  aura  le  mouvement  résultant  de  l'ac- 
tion simultanée  de  toutes  les  forces. 

Or  la  force  résultante  appliquée  au  centre  de  gravité  peut 
être  décomposée  en  forces  égales  appliquées  à  tous  les  élé- 
ments égaux  de  la  masse  du  corps,  et,  par  conséquent,  elle 
donne  une  vitesse  égale  et  parallèle  à  tous  les  points  ;  il  en 
résulte  donc  un  mouvement  commun  de  translation. 

Quant  au  couple,  il  ne  peut  produire  aucun  déplacement 
du  centre  de  gravité,  puisque  ses  deux  forces  transportées 
à  ce  point  se  détruisent  :  le  mouvement  qu'il  produit  ne 
sera  donc  pas  altéré  en  fixant  invariablement  le  centre  de 
gravité.  Mais  alors  on  peut  introduire  la  force  résultante, 
qui  sera  détruite  par  le  point  fixe,  et  Ton  aura  ainsi  le  sysr 
lème  de  toutes  les  forces  données.  D'où  l'on  voit  que  le  mou- 
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vcnient  de  rptalion  que  nous  considérons ,  peut lêtre  regardé 
comme  produit  par  les  forces  d'impulsion ,  agissant  en  leurs 
points  d'application  respectifs  sur  le  corps  dont  nous  auronft 
fixé  fë  centre  de  gravité. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  première  proposition  : 

Les  vitesses  que  prennent  instantanément  les  différents 
points  d*^un  corps  solide  libre,  peuv^ent  être  considérées 
comme  les  insultantes  de  celles  qui  se  rapporteraient  à 
deux  mouvements  distincts  :  Vun  de  translation^  produit 
par  les  forces  d'impulsion  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravita ^  Vautre  de  rotation^ 
produit  par  le  système  même  des  forces  doîtnées  agissant 
sur  le  coi'ps  dont  le  centjx^  de  gravite  aurait  été  invaria- 
blementfixéu 

Au  moyen  de  cette  proposition,  le  mouvement  initial 
du  corps  est  entièrement  conr^u,  puisque  l'on  sait  déter- 
miner celui  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe.  Quant  à  ce 
qu'il  deviendra  par  la  suite,  nous  savons  que  le  centre  de 
gravité  se  mouvra  de  la  même  manière  que  si  toute  la  masse 
y  était  réunie,  et  que  toutes  les  forces  continues  y  fussent 
transportées,  sans  changer  de  grandeur  et  de  direction.  Maiâ 
ces  forces,  dépendant ,  en  général ,  de  la  position  des  points, 
se  trouvent,  par  cela  même,  dépendantes  du  mouvement 
de  rotation;  de  sorte  que  Ton  ne  peut  calculer  séparément 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  corps,  excepté  dans 
le  cas  particulier  où  les  forces  auraient  des  directions  et  des 
intensités  constantes,  comme, par  exemple  dans* le  cas  de  la 
pesanteur. 

Au  reste,  on  peut  toujours  établir  la  même  proposition 
relativement  aux  forces  continues,  que  relativement  aux 
forces. instantanées.  En  effet,  considérons  le  corps  à  un  ins- 
tant quelconque  :  on  peut  supposer  qu'il  part  du  repos  et 
qu'il  est  sollicité,  d'un  coté,  par  des  forces  insfantanéesqui 
donneraient  à  chaque  point  la  vitesse  qu'il  a  5  d'un  autre 
II.  i3 
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côté,  par  les  forces  continues  qui  ne  peuvent  ptodoire  qne 
des  vitesses  infiniment  petites  dans  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  et  que  Ton  peut  regarder  comme  de» 
force&  instantanées  agissant  au  commencement  de  chaque 
intervalle  de  temps  infiniment  petit.  Or,  d'après  le  principe 
que  nous  avons  rappelé,  on  peut  déterminer  séparément  le» 
vitesses  produites  par  ces. deux  systèmes,  et  les  composer 
ensuite.  Le  premier  produira  Teifet  qui  avait  réellement 
lieu  à  l'instant  considéré  ;  le  second  est  identique  avec  celui 
que  nous  avons  discuté  d'abord,  et ,  par  conséquent ,  il  pro- 
duira une  vitesse  de  translation  infinimient  petite,,  due  à 
tontes  les  forces  continues  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité,  et  un  mouvement  de  ith 
tation  autour  du  cehtre  de  gravité  rendu  fixe,  produit  par 
toutes  ces  forces  dans  leur  véritable  position . 

Ainsi  donc ,  si  Von  conçoit  par  le  centre  de  gratnié  dit 
corps  trois  axes  rectangulaires  gui  se  meuvent  parallèle^ 
ment,  à  enX'-mémeSy  leur  point  de  rencontre  se  mourra 
comme  si  toute  la  masse  du  corps  y  était  réunie^  et  que 
toutes  les  forces  instantanées  ou  continues  y  Jussent  ap^ 
.  pliquées^  et  le  moui^ement  du  corps ^  par  rapport  à  ce$ 
axes  y  serçL  le  même  que  si  leur  point  de  rencontre  étaà  in" 
îmriablement  fixé  et  que  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
les  diff^ents  points  dans  le  moui>emeni  réel  fussent  ap' 
pliquées  de  la  même  manière  à  ces  mêmes  points, 

124.  application  à  r ellipsoïde  pesant,  —  Supposons 
qu'un  ellipsoïde  homogène  reçoive  une  impulsion  dont  la  di- 
rection soit  comprise  dans  le  plan  de  deux  de  ses  axes  pria- 
cipanx  relatifs  à  son  centre  de  gravité,  et  scAt  ensuite  aban- 
donné à  Faction  de  la  pesanteur.  Désignons  par  fiu  h 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  la  force  instantanée, 
par/  la  distance  de  cette  force  au  centre ,  pal*  &  et  c  les  deux 
demi -axes  qui  sont  dans  le  plan  de  la  force ,  et  par  a  le  troi- 
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sième;  enfin  par  M  la  masse  de  l'ellipsoïde,  et  par  V  la  vi- 
tesse initiale  de  son  centre  de  gravité. 

Le  centre  de  gravité,  qui  est  le  centre  de  rellipsoïde,  de- 
vant se  mouvoir  comme  si  la  masse  M  y  était  concentrée,  et 
fût  sollicitée  au  premier  instant  par  la  force  juii^,  puis  par 
son  poids )  ce  point  prendra  d'abord,  dans  une  direction 
parallèle  à  celle  de  Timpulsion  ^  une  vitesse  dont  la  valeur 
sera    , 

M 

et  il  décrira  Une  parabole  tangente  à  cette  direction  ini- 
tiale, et  dont  l'équation  se  calculera  comme  dans  le  cas 
d'un  point  libre.  Pour  connaître  son  mouvement  par,  rap- 
port à  trois  axes  passant  par  son  centre  et  parallèles  à  des 
directions  fixes ,  il  faut  supposer  que  le  centre  soit  fixe  et 
que  la  force  d'impulsion  ainsi  que  la  pesanteur  agissent  sur 
l'ellipsoïde  ainsi  assujetti.  Mais  on  peut  faire  abstraction 
de  la  pesanteur,  puisque  le  centre  de  gravité  est  fixe,  et  i| 
suflBt  de  déterminer  la  rotation  produite  par  l'impulsion. 
Cette  force  étant  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite,  qui  est  un  axe  principal  relativement  au  point  où 
elle  est  coupée  par  ce  plan ,  et  de  plus  ce  pojnt  étant  fixe , 
il  s'ensuit  que  le  mouvement  aura  lieu  indéfiniment  autour 
de  cet  axe.  La  vitesse  angulaire  oi>  s'obtiendra  en  divisant 
le  moment  [luf  àe  la  force  par  le  moment  d'inertie  du 
corps  par  rapport  à  l'axe  fîxe^  on  aura  donc 


&> 


OU,  en  introduisant  la  vitesse  initiale  V  du  centre  de  gra* 

vite, 

5V/ 


i3. 


ig/6  CToims  pe.  mécaiviqce. 

On  voit  doue  que  l'axe  de  rotation  sfe  transporte  parallèfe- 
ment  à  lui-même ,  et  que  le  corps  tourne  uniformémeut  a1^ 
tour  de  cette  droite,  que  Von  pourra  déterminer  à. chaque 
instant,  puisqn^on  connaît  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité qui  en  est  le  milieu.  On  déterminera  donc  facilement 
la  position  de  tous  les  point»  de  Tellipâokie  à  un  instant 
quelconque. 

Dans  le  cas  où  il  serait  réduit  à  une  sphère  pleine  on 
creuse,  homogène  ou  seulement  formée  de  couches  homo- 
gènes ,  tout  diamètre  serait  un  axe  principal  ;  le  mouvement 
de  rotation  aurait  lieu  autour  de. celui  qui  serait  perpendi- 
culaire au  plan  mené  pai^  le  centre  et  la  direction  de  fa 
force  d'impulsion ,  et  la  direction  de  cet  axe  serait  constam- 
ment parallèle  à  elle-même. 

Le  mouvement  de  rotation  de  cette  sphère  ne  serait  pas 
altéré  si  tous  les  points  étaient  attirés  vers  d'antres  points 
par  des  forces  proportionnelles  aux  masses  et  à  une  fonc- 
tion de  la  distance,  parce  que  la  résultante  des  actions 
exercées  par  un  point  quelconque  sur  la  masse  entière  de 
la  sphère  passerait  par  son  centre  de  gravité.  Mais  si  le 
corps  était  tant  soit  peu  différent  d'une  sphère,  il  n'en 
serait  plus  ainsi,  et  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  dans 
le  cas  de  la  terrc^ 

CHAPITRE  XXIL 

SUR    LA    STABILITÉ    DE    L^ÉQUILlBBE   d'uN    SYSTÈME  DE 

POINTS. 

125.  Lorsqu'un  système  do  points  est  en  équilibre,  et 
quon  le  déplace  infiniment  peu,  d'une  manière  quelcon- 
que, en  l'abandonnant  ensuite  à  l'action  des  mêmes  forces, 
il  arrive  de  deux  choses  l'une  ;  ou  les  déplacements  succes- 
sifs de  chaque  pOint  par  rapport  à  sa  position  d'équilibre 
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reslent  toujours  irès-petîls^  ou  ils  peuvent  acquérir',  au 
bout  d'un  certain  temps^  des  valeurs  finies.  On  dit ,  dans  le 
premier  cas,  que  l'équilibrée  est  stable^  et«  dans  le  second  ^ 
<]u'il  est  instable. 

Cela  posé,  considérons  Féquilibre  d'un  système  de  points 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques  indépendantes  du 
temps,  et  telles  que  ^  (\dx -^Y efy -hTidz)  soit  la  diffé^ 
rentiellc  exacte  d'une  fonction  (f  (x^y^  z,  x',...). 

Nous  savons  que,  dans  la  position  d'équilibre,  cette 
fonction  sera ,  en  général ,  maximum  ou  minimum  relati- 
vement à  toutes  les  variables  indépendantes.  Or  nous  al* 
k>BS  démontrer  que ,  quand  elle  est  maximum ,  l'équilibre 
est  stable. 

Supposons,  en  efl'et,  un  système  de  points  en  équilibre  , 
sous  l'action  de  forces  X,  Y,  Z,  X',...,  telles,  que  l'expres- 
sion 

2(Xr/x-hYrtr/4-Zr/z) 

soit  la  diiléreutielle  totale  d'une  certaine  foi)£lioii 
9  (^*,  /,  s,  -t',...)  en  considérant  les  variables  x,  y,  5:,  j;',. .. 
comme  indépendantes.  En  vertu  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  la  ditTérentîelle  de  la  fonction  9  sera  nulle  pour 
tous  les  déplacements  infiniment  petits  du  système,  qui  sa- 
tisferont aux  liaisons  auxquelles  il  est  assujetti.  Supposons 
'qu'alors  cette  fonction  (f  soit  un  maximum  relativement  à 
toutes  les  valeurs  qu'elle  prend  dans  ces  divers  déplace- 
ments. Désignons  par  a,  i,  c,  a',.--  les  valeurs  de  x^y^  z  ^ 
a*',...,  dans  la  position  d'équilibre*,  déplaçons  chacun  des 
points  de  quantités  extrêmement  petites^  et  communiquons- 
leur  des  vitesses  très-petites  5  il  s'agît  de  démontrer  que  le 
dérangement  du  système  restera  toujours  très-petit ,  et  que, 
par  conséquent,  l'équilibre  sera  stable. 
En  effet,  posons 

4p=:tf-h*,       J  =  ^4-^,      5=:c4-/,      Ji:'  =  fl' 4"  ^S  etc.»  . 
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et  désignons  "par  ^09  ^'»  v  '^  vitesses  très-petites  que  Ton  a 
commnniquées  aux  différents  points;  Inéquation  des  forces 
vives  deviendra 


(.,1 


/i0,  Ato 9  /«,.-'  représentant  les  déplacements  primitifs  très» 
petits,  estimés  parallèlement  anx  axes. 

Or,  puisque  la  fonction  9  (x,  /,  Zy  x',..,)  est  maximum, 
lorsque  Xy  y^  2,...  ont  les  valeurs  a,  &,  ^)--^>  les  termes 
du  premier  degré  en  A,  A,  /,...  disparaissent  dans  le  déve^ 
loppement  de  y  (a  -f-  A,  i  4-  Ar,  c  -f-  /,...) 5  et  les  termes 
du  second  ordre,  changés  de  signe,  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme  d'une  somme  de  carrés  de  quantités  dont  cliaque 
terme  renferme,  au  premier  degré,  l'une  des  quf^ntitÀ  A, 
Ar,  /,...,  et  qui  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  variaUes 
indépendantes.  Si  Ton  désigne  ces  diverses  quantités  pari, 
5^,  5'^,...,  et  par  R  TensemUe  des  termes  de  degrés  supé^ 
Heurs  au  second ,  on  aura 

<p(fl-hA,      h-y-h^      c-h/,...) 

=  ç  (^,    h,   c, .  .  .)  —  (5'  4-  i'>  4-  f"»  -f.  .  .  .)  4.  R, 

et,  de  même, 

y  («4-^0,      è4-/o,     ^-h/o>.-.) 

t^'équation  (i)  devient  donc 

4-  (  5  ;  4-  *V  -H  /o  '  H-  .  •  •  )  -H  R  —  R .  ; 
OU,  en  représentant  ps^r  c  la  quantité  très-petite 

j2///pj4-^;4-iV4-/;'4- ...— R«.    . 

(a)  ;-  ^tm'  =  c  —  (.V'  4-  J(''  H-  ^"^  4-  ...)-+-  I^^ 


BÊUXJJLME    PARTIE.    -^    DYNAMIQUE..  1^ 

L^  quand  lés  h^k^l^  A',.«*  ^^  ^^^^  P^^  toutes  iuçlépcn- 
dautes,  et  Tou  pourrait  eu  éliminer  un  certain  nombre  au 
moyen  des  équations  qui  expriment  les  liaisons  du  système. 
Celles  qui  resteraient  entreraient  au  premier  degré  dans 
les  divers  termes  des  quantités  s^  s\  s"^,,,  dont  le  nombre 
est  le  même  que  celui  de  ces  variables  indépendantes.  Il  suit 
de  là  que  si  ces  dernières  ont  des  valeurs  très-petites,  il  eai 
«era  de  même  de  5,  s\  s'\,,^^  et  réciproquement.  Il  suffi! . 
donc  de  démontrer  que  5,  5',  5^,.  .  resteront  constamment 
très-petite»  pour  qu^il  en  résulte  que  les  déplacements  des 
points  du  système  restent  eux-mêmes  très-petits,  et  que, 
par  conséquent ,  l'équilibre  est  stable. 

Or^  le  premier  membre  de  Téquation  (2)  étant  essett- 
tiellement  positif,  il  en  sera  constamment  de  même  du. se- 
cond ^  et  il  est  facile  d'en  conclure  que  chacune  des  quan- 
tités 5*,  5",...  restera  toujours  inférieure  à  c.  En  eifeti 
d'après  la  valeur  de  c,  cliacune  des  quantités  j>',  5",...  est 
d'abord  moindre  que  c\  elles  varient  ensuite  d'une  ma- 
nière continue.  Supposons  qu'il  puisse  arriver  alors  que 
Tune  d'elles,  par  exemple  ^*,  devienne  égale  à  e,  et  ce  sera 
la  plus  grande  de  toutes,  elle  sera  encore  très-peUte,  et  il 
en  sera  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  toutes  les  autres. 
"Donc  A,  A,  /,...  seront  aussi  très-petits,  et  la  quantité R 
sera  incomparablement  moindre  que  chacune  des  qUan-^ 

tités  J*,  5", Donc  l'hypothèse  5' =  c  conduirait  à  ce 

résultat  absurde,  que  le  second  membre  de  l'équation  (2) 
serait  négatif.  Les  quantités  5,  5',  s'\,,.  restant  donc  tou- 
jours inférieures  à  y/c,  et,  par  conséquent,  très-petites,  il 
en  sera  de  même  des  déplacements  /i,  A^,  /,.--5  et  l'é^m- 
libre  sera  stable. 

Lorsque  la  fonction  cp  (jc,  j-,  ^,  a:',.*-)  est  un  mini- 
nlum ,  on  ne  peut  faire  des  raisonnements  analogues  pour 
démontrer  Tinstabilité  de  l'équilibre ,  et  il  faut  cxamitier 
spécialement  chaque  cas  particulier. 
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CHAPITRE  XXm, 

ÇàLCUL  DK   l'effet   DES   MACHINES. 

iâ6.  Les  machines  ne  sont  généralement  utiles  qaelorsi 
qu^elles  sont  en  mouvement,  et,  dans  ce  cas,  elles  ont  pour 
objet  de  surmonter  certaines  résiatance&  et  de  faire  mouvoir 
leurs  points  d'application  de  telle  sorte,  que  leurs  déplace» 
ments,  estimés  suivant  la  direction  de  ces  forces  qu'il  faut 
vaincre,  soient  en  sens  contraire  de  leur  action  ^  on  donne 
k  ces  forces  le  nom  de  forées  résistantes ^  Celles  que  Foo 
emploie  pour  produire  le  mouvement,  se  nonunentybrcei 
moux^anteSé 

Le  plus  ordinairement,  tme  machine  n'eat  susceptible  de 
prendre  que  deux  mouvements  di(Iërent$,  opposés  l'un  à 
l'autre,  et  dans  lesquels  la  podtiou  d'un  seul  poin^t  déter*; 
mine  celle  de  tous  Içs  autres.  Une  seule  équation  wffit  donc 
pour  déterminer  la  loi  de  ce  mouvement,  dès  qu^on  connaît 
le  sens  dans  lequel  il  a  lieu  ;  et  la  plus  commode  à  employer 
est  celle  des  forces  vive$<  Cette  équation  eçt 

^es  sommes  Z  du  premier  membre  s'é^endapt  à  tous  lei 
points  di^  système ,  et  la  somme  S  du  second  se  rapportant 
à  toutes  les  forces,  soit  mouvantes,  soit  résistantes ,  qui  y 
sont  appliquées.  L'intégrale  du  second  n^embro  est  prisç 
entre  deux  linaites  quelconques^  et  l'o  et  ^  sont  les  vitesse* 
du  point  dont  la  masse  est  /n,  relativement  à  ces  limites. 

Les  forces  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  se  parla-; 
gcnt  naturellement  en  deux  classes.  Désignons  par  P  Tune 
quelconque  des  forces  mouvantes,  et  par  dp  le  déplacement 
^n&niment  petit  de  son  point  d'application,  estimé  dans  le 
lens  de  cette  force;  Xl?clp  sera  la  partie  de 
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correspondante  aux  forces  mouvantes.  Soient  de  même  Q 
l'une  quelconque  des  forces  résistantes,  et  (fq  le  déplace-!- 
ment  de  son  point  d'application  estimé  dans,  le  sens  de 
cette  force  et  abstraction  faite  de  tout  signe;  la  partie  cor-^ 
i^espoudante  aux  forces  résistantes  sera  — SQ^^  et  Té- 
quation  (i)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(a)  \  2w'  -  il/iîi';  ^SlVdp  ^fiqdq. 

127.  Toute  force  peut  être  remplacée  par  un  poids  sus- 
pendu par  un  fil  dont  une  extrémité  sera  fixée  au  point 
ç^'application  de  la  force ,  et  dont  la  direction ,  à  partir  de 
çc  point,  coïncidera  avec  celle  de  cette  force ,  par  Iç  moyeu 
d^une  poulie  de  renvoi.  Si  Ton  fait  cette  substitution  4 
la  force  P,  lorsque  la  machine  se  déplacera  infiniment  peu , 
le  poids  égal  à  P  descendra  de  la  quantité  dp  qui  désigne 
la  projection  du  déplacement  de  Textrémité  du  fil  sur  la 
direction  de  ce  fil.  Si  Ton  agit  de  même  pour  une  qud^ 
conque  des  forces  Q,  clg  exprimera  la  quantité  dont  s'élè- 
vera le  poids  égal  »  Q  pendant  que  le  poids  P  s'est  abaissé 
de  dp. 

Ainsi ,  en  supposant  d'abord  toutes  les  forces  constantes^ 
l*équàtîou  (2)  exprime  que  raccroissement  de  la  demi-somme 
des  forces  vives  du  système  entre  deux  époques  quelconques 
est  égale  à  la  somme  des  produits  des  premiers  poids  par 
les  hauteurs  respectives  dont  ils  se  sont  abaissés,  moins  la 
^omnie  des  produits  des  seconds  poids  par  les  hauteurs  dont 
ils  se  sont  éleyés. 

Nous  désignerons,  avec  M.  Coriolis,  par  quantité  do 
trav^ad  le  produit  d'un  poids  par  la  hauteur  dont  il  a  été 
élevé  ou  abaissé,  et,  généralement,  le  produit  d'une  force 
quelconque  par  la  projection  du  déplacement  de  son  point 
^application  sur  la  direction  de  cette  force.  Si  la  force 
varie  d'intensité,  on  décompose  le  mouvement  en  parties 
^n^niment  petites;  les  quantités  de   travail  élémentaires 
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qui  leur  corres  pou  dent  dépendent  de  la  loi  que  suit  la  va- 
riation de  la  force,  et  Tîniégrale  qui  en  exprime  la  somme 
est  la  quantité  de  travail  relative  au  déplacement  du  point 
d^application  de  celte  force. 

Si  l'on  désigne  par  travail  moteur  celui  qui  se  rapporte 
aux  forces  mouvantes,  et  par  travail  résistant  celui  qui  se 
rapporte  aux  forces  résistantes,  Téquation  (2)  exprime  que, 
quand  le  système  passe  d'uue  position  à  une  autre,  l'ac- 
croissement de  la  demi- somme  des  forces  vives  est  égal  à 
'  l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 

128.  Si  Ton  considère  la  machine  à  partir  de  Finstanl 
où  elle  était  en  repos,  on  a  v^  =  o,  et  l'équation  (2)  de- 
vieut 

m 

le  second  membre  est  donc  toujours  positif,  et ,  par  consé- 
quent, le  travail  moteur  surpasse  toujours  le  travail  résis^ 
tant.  Us  seront  égaux  lorsque  la  machine  reviendra  an  re- 
pos. Si  le  mouvement  de  la  machine  devient  uniforme,  ce 
qui  est  ordinairement  le  plus  avantageux,  et  qu'on  ne  le 
considère  qu'après  que  Tuniformité  est  établie,  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  est  nul,  et,  par  conséquent, le 
second  Test  aussi  :  d'où  l'on  conclut  que,  dans  uu  inler^ 
vallc  de  temps  quelconque,  le  travail  moteur  est  égal  au 
travail  résistant.  Mais,  comme  ce  dernier  se  compose  du 
travail  que  l'on  avait  en  vue  de  produire  et  qu'on  nomme 
le  travail  utile,  plus  le  travail  correspondant  aux  frolte- 
mentSj  aux  résistances  des  milieux,  à  la  communication 
du  mouvement  aux  corps  environnants,  etc.,  il  en  résulte 
que  dans  toute  macliiiie  on  est  obligé  de  dépenser  plus  de 
travail  que  l'on  n'en  produit.  La  meilleure  n'est  quecelle 
où  l'on  en  perd  le  moins,  et  Tavanlase  des  machines  en 
mouvement  n'est  que  de  transformer  le  travail,  mais  non 
de  l'augmenter. 
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Lorsque- les  vitesses  sont  devenues  coDSlanteS)  il  doit  y 
avoir  équiiilH*e  entrée  toutes  les  forces,  et,  en  effet,  Féqua- 
tiou 

donne ,  en  la  différentiant , 

iVdp  —  lQdq  =o, 

équation  qui  sera  satisfaite  si  le  système,  quel  qu'il  soit, 
est  en  équilibre^  et  qui  en  est  la  condition  suffisante,  s'il 
est  à  liaison  complète. 

129.  Lorsqu^on  veut  évaluer  le  travail  correspondant  aa 
frottement  d'un  corps  en  mouvemeut,  et  que  le  contact  n'a 
pas  lieu  en  un  point  constant  de  ce  corps ,  il  ne  faut  pas  re- 
garder la  force  de  frottement  comme  appliquée  au  point  aà, 
le  contact  s'opère,  et  prendre  la  distance  de  deux  points  de 
contact  consécutifs  comme  Fespace  parcouru  par  le  point 
d'application  de  la  force.  Il  faut,  pour  faire  usage  du  prin- 
cipe des  forces  vives ,  que  les  forces  soient  appliquées  aux 
mêmes  points  matériels  pendant  ce  temps  très-court  relatif 
aux  déplacements  rfr,  dy^  dz.  Or,  la  forcé  de  frottemeni 
étant  tangente  au  corps,  peut  être  considérée  comme  ap-. 
pliquée  au  même  point  de  ce  corps ,  pendant  tin  temps  très-t 
court,  en  négligeant  une  distance  infiniment  petite  du  se-^ 
çond  ordre.  On  devra  donc  prendre ,  dans  l'évaluation  du 
travail  élémentaire  dû  à  un  frottement ,  le  produit  de  la 
force  de  frottement  par  la  projection  du  déplacement,  dans 
l'espace,  du  point  du  corps  qui  était  au  contact  à  Tinstant 
que  l'on  considère. 

130.  S'il  y  a  des  chocs  entre  certaines  parties  de  la  ma^ 
chine,  que  nous  supposerons  que  l'on  puisse  regarder 
comme  sensiblement  dénuées  d'élasticité,  il  y  aura  ipstanta- 
pémçnt  une  perte  de  force  vive,  représentée  par  la  somme 
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des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  par  tous  les  poiiiii 
du  système.  Si  Ton  représente  par  u  celte  Vitesse  pour  la 
masse  quelconque  m ,  les  intégrales  du  second  membre  à% 
réqudtioii  (2)  n'ayant  pas  varié  sensiblement  pendant  la 
durée  du  choc ,  on  aura ,  eu  désignant  par  i^  la  vitesse  de 
la  masse  m  après  le  choc , 

de  sorte  que ,  pour  maintenir  les  vitesses  v  à  des  valeurs  dé- 
terminées ,  on  sera  obligé  de  dépenser  une  quantité  de  tra- 
vail plus  grande  de  {"Lmu^'.  il  est  donc  utile  d'éviter  les 
chocs  autant  que  possible. 

131.  Lorsque  le  mouvement  de  la  machine  n'est  pas 
uiliformc,  il  faut  du  moins  qu'il  soit  périodique.  Dans  ce 
cas,  si  les  intégrales  qui  entrent  dans  l'équation  (2)  se  rap- 
portent à  un  nombre  entier  de  périodes,  on  a  j^  =  i/©,  et, 
par  conséquent,  Ijb  travail  moteur  est  égal  au  travail  rési&f 
^ut,  comme  si  le  mouvement  étaix  uniforme^  et,  réciprch 
quement,  si  ces  deu^  quantités  de  travail  ^nt  les  mêmes 
dans  Tintervalle  qui  s'écoule  entre  deux  positions  idenUt 
qucs  quelconques  du  systèine,  les  vitesses  redeviennent  les 
mêmes  après  cet  intervalle,  et  le  mouvement  est  périodique. 
Mais  il  ne  suffit  pas  d'obtenir  une  même  quantité  de  tra-? 
vaîl^  il  est  presque  toujours  irèsT-important  que  ce  travail 
soit  produit  uniformément.  H  est  presque  impossible  de 
parvenir  à  une  uniformité  rigoureuse,  mais  on  peut  rendre 
à  peu  près  insensibles  Içs  changements  de  vitesse  pendant 
le  cours  d'une  période.  Le  moyen  qu'on  emploie  le  plusoiv 
dinairemcnt  consiste  à  introduire  dans  le  système  une 
masse  assez  considérable,  h  laquelle  on  donne  le  nom  de 
volant  y  et  dont  l'effet  est  de  diminuer  les  variations  de  vi- 
tesse correspondantes  aux  variations  de  la  différence  entre 
le  travail  moteur  et  le  travail  résistant.  Pour  que  le  volant 


m 
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charge  moins  les  supports,  il  est  utile  qu'il  ait  la  moindre 
masse  possible ,  et  pour  cela  on  lui  donne  la  forme  d'une 
roue  dont  la  masse  est  presque  tout  entière  à  la  circonfc- 
rence.  Si  Ton  désigne  par  a>  sa  vitesse  angiilaire,  la  comme 
des  forces  vives  de  ses  points  pourra  être  représentée  par 
jtxci)',  fi  étant  une  constante  dont  il  sera  facile  dé  déterminer 
la  valeur,  de  quelque  manière  que  soit  répartie  la  masse  du 
volant.  Soit  Swp''  la  somme  des  forces  vives  de  toutes  les 
autres  parties  de  la  machine,  et  désignons  par  (ù^  et  i^'  les 
valeurs  de  o)  et  i'  à  une  même  époque  j  l'équation  (2)  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

Prenons  pour  les  deux  limites  des  époques  telles  qu'il  y 
ait  le  plus  de  différence  possible  entre  f^Vdp  et  fllQdrj] 
il  est  facile  de  voir  que  ce  sont  celles  où  les  forces  se- 
raient en  équilibre  sur  la  machine  :  car,  à  ces  deux  épo- 
ques, les  éléments  de  Tintégrale  qui  forme  le  second  nvem- 
bre  changent  de  signe.  II  en  résulte  que  ces  époques  sont 
aussi  celles  du  maximum  et  du  minimum  des  vitesses.  Or, 
plus  fji  sera  gr^nd,  moins  il  faudra  que  o)  et  (ù'  soient  dif- 
férents pour  que  le  premier  membre  devienne  égal  au  se- 
cond, et  l'on  peut,  dans  chaque  cas,  déterminer  le  volant 
de  manière  que  les  changements  de  vitesse  soient  compris 
dans  des  limites  suffisamment  petites. 

CHAPITRE  XXIV. 

PRINCIPE   DE   LA    MOINDRE   ACTION. 

132.  Ce  principe  n'a  lieu  que  dans  les  systèmes  poui*  les- 
quels l'équation  des  forces  vives  subsiste.  Il  consiste  eh  ce 
que  si ,  pour  chaque  point  du  système ,  on  intègre  entre  deux 
époques  arbitraires  le  produit  de  sa.  quantité  de  mouvement 
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parTélément  de  la  coarbc  qu'il  dêcril,  la  somme  de  Umtes 
ces  inl^rales  est  on  minimum;  c^est-à-dire  qu^elle  est 
moindre  que  si ,  par  de  nouvelles  liûsons,  on  assujettissait 
ces  points  k  suivre  de  nouTdles  courbes,  entre  les  deux 
mêmes  positions  eictrèmes  que  Ton  considère,  et  sons  l'in- 
fluence des  mêmes  forces. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  faire  Toir  que  la  variataon  de 
œtte  somme  est  nuUe  quand  on  fait  varier  infiniment  peu 
les  points  de  ces  courbes  en  leur  laissant  les  mêmes  extré- 
mités; car  il  est  évident,  par  la  nature  de  crette  somme, 
qu'en  général  elle  ne  peut  avoir  une  valeur  maximum,  et 
que,  par  conséquent,  en  exceptant  des  cas  très-particiir 
liers,  elle  aura  une  valeur  minimum. 

Or  on  a 

SfZmpds=flmQ  {pds)  =:flm  (3p,ds  -h  p^ib). 

Pour  calculer  la  première  partie,  remplaçons  fis  par  vit, 
dt  se  rapportant  au  mouvement  qui  a  réellement  lien; 
nous  aurons 

et,  par  suite, 

ImSp.eis  =  Y^/îm^.p'. 

Mais  on  a ,  en  désignant  par  C  une  quantité  constante, 

et  la  forme  du  second  membre  sera  la  même  pour  tous  les 
mouvements  que  Ton  considère,  puisque  les  forces  restent 
les  mêmes.  Si  donc  on  prend  la  variation  des  deux  membres, 
on  aura 

'  dx  (fy    -^ 

et,  d'après  Téquation  générale  du  mouvement,  celte  der- 
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nière  expression  est  égale  à 

On  aura  donc 

\dç^  df      "^        dt^       I 

Pour  calculer  la   seconde  partie ,  nous  observerons  que 

l'équation 

ds^^dx^-^d/^-^dz^  < 

donne 

<k  .         dx  ^    '         dr  ^  ,         dz  ^  ^ 
ds  ds  ds 

et,  par  suite, 


Donc 


«  >         dx  ,.  dy  •.  ^  dz  ,. 

v$(isz=:---d^x-\"^d$r'^-rd$z, 
dt  dt        -^        de 


lmpSds=:lm  l  -^d^x-h-T-dS^r-^-^  ddz]  : 

\  dt  dt        '^        dt  '  ' 


et,  en  réunissant  les  deux  parties  de  la  variation  de  ^mi^ds^ 

il  vient 

/  dx  dr  dz      \ 

8l/m>ds=  Imd  {  -- § x  -h -4- ^r -^  -r^2|- 

\dt  dt     '^         dt      J 

Si  maintenant  on  intègre  les  deux  membres ,  on  aura 

S  flmpds=zlm  (  ^$x -h -^^  r -h^-^  Sz) -h  C; 
^  \dt  dt     "^        dt      J 

mais,  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  les  variations  âx^ 
ày^  à z  sont  nulles,  puisque  les  extrémités  des  courbes  dé- 
crites restent  les  mêmes  ;  donc  le  second  membre  est  nul ,  et 

Ton  â 

^f^  m  vds  =  o , 

comme  il  fallait  le  démontrer. 
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. .  D'où  Ton  conclut  que  T intégrale 

flmvds^     ou    flmv^dt 

est  un  minimum  ddns  le  mouvement  du  systènie. 

133.  Si  les  points  ne  sont  soumis  à  Paction  d^àùctine 
force ,  on  a 

h  étant  constant. 
Donc 

t  et  tx  étant  les  valeurs  du  temps  aux  deux  limites;  et,  comme 
l'intégrale  est  un  minimum ,  il  s'ensuit  qu'il  en  est  de  même 
de  t  —  ^1,  et  que,  par  conséquent,  le  système  passe  d^ime 
position  à  une  autre  dans«moins  de  temps  que  si  l'on  intro* 
duisait  de  nouvelles  liaisons  quelconques. 

Si  l'on  considère  un  point  matériel  assujetti  à  rester  snr 
une  surface  fixe,  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force, 
sa  vitesse  est  constante^  et  le  temps  qu'il  met  à  passer  d'un 
point  à  un  autre  étant  minimum,  il  s'ensuit  que  la  longueur 
de  la  ligne  parcourue  est  aussi  minimum,  comme  nous 
l'avons  déjà  démontré  d'une  autre  manière. 
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i34.  On  désigne  sous  le  nom  de  fluide  un  aâsemUage  de 
ïpoints  matériels  en  nombre  considérable,  situés  à  des  dis- 
tances assez  petites  les  uns  des  autres  pour  qu'on  puisse, 
sans  erreur  sensible,  regarder  comme  continue  la  matière 
qui  les^  compose ,  excepté  dans  les  cas  où  Ton  considère  des 
actions  qui  varient  sensiblement  d'une  molécule  à  l'autre. 
On  suppose ,  de  plus ,  que  tous  ces  points  puissent  être  dé- 
placés par  le  moindre  effort ,  et  entraînés  à  des  distances 
quelconques  les  uns  des  autres.  Cette  hypothèse  d'une  par- 
faite mobilité  n'est  pas  entièrement  exacte,  et  conduirait 
quelquefois  à  des  résultats  peu  conformes  à  l'expérience , 
quand  il  s'agira  du  mouvement;  mais,  dans  l'équilibre,  on 
peut  la  regarder  comme  exacte ,  sans  qu'il  en  résulte  aucune 
erreur  sensible. 

Les  fluides  se  divisent  en  liquides,  et  en  gaz  ou  fluides 
aérijbrmes.  Les  premiers  sont  aussi  appelés  fluides  incom- 
pressihles,  parce  que  l'on  à  cru  longtemps  qu'il  était  impos- 
sible de  diminuer  leur  volume  par  la  pression  ;  mais  on  a 
reconnu ,  depuis ,  qu'ils  étaient  réellement  compressibles  à 
un  très-faible  degré. 

La  partie  de  la  Statique  qui  s'occupe  de  l'équilibre  des 
fluides  de  toute  espèce  se  nomme  Hydrostatique: 

135.  Lorsqu'un  liquide,  renfermé  dans  un  vase  ouvert 

ou  fermé  de  toutes  parts ,  est  en  équilibre  sous  l'action  de 

forces  quelconques ,  il  exerce  une  pression  sur  les  parois  du 

vase  qui  l'arrêtent.  Cette  pression  peut  varier  d'un  point  à 

II.  i4 
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un  âulre*,  pour  la  définir  avec  précision,  on  considère  une 
étendue  infiniment  petite  de  la  paroi ,  et  l'on  suppose  que 
la  force  qui  s'exerce  sur  elle  se  reproduise  avec  la  même 
imensité  et  dans  la  même  direction  sur  tous  les  éléments 
d^une  surface  plane  égale  à  l'unité  :  la  force  résultante  est 
ce  que  Ton  appelle  la  pression  du  liquide  au  point  de  la  pa- 
roi que  l'on  considère.  On  voit  que  ce  n'est  autre  chose  que 
la  limite  du  rapport  de  la  force  produite  sur  rélémem  infi- 
niment  petit,  à  Taire  de  cet  élément. 
.  On  peut  regarder  comme  un  résultat  de  l'expérience,  oa 
comme  une  conséquence  de  la  disposition  uniforme  des 
molécules  du  fluide  les  unes  autour  des  autres,  que  la  direc- 
tion de  la  pression  est  toujours  perpendiculaire  à  l'élément 
de  surface  sur  lequel  elle  s'exerce  ^  et  comme  l'action  et  h 
réaction  sont  toujours  égales,  il  existe  en  sens  contraire 
une  pression  égale  dans  l'étendue  du  même  élément.  Ce  fait 
peut  encore  être  considéré  comme  rentrant  dans  cet  antre 
plus  général ,  que  des  corps  en  contact  n'exercent  l'un  sur 
Pautre  que  des  actions  normales ,  quand  leurs  surfaces  n'ont 
aucune  adhérence  ni  frottement.  Car,  lors  même  qu'un  li- 
quide serait  susceptible  de  s^attacher  à  la  paroi ,  on  pourrait 
regarder  la  couche  extrêmement  mince  qui  y  adhérerait 
comme  faisant  partie  de  la  paroi,  et  le  reste  du  liquide 
comme  pouvant  librement  glisser  sur  elle. 

Nous  admettrons,  comme  résultat  de  l'expérience,  une 
autre  propriété  fondamentale  des  fluides ,  qui  consiste  en  ce 
que,  si  une  certaine  quantité  de  fluide,  en  équilibre  sous 
l'action  de  forces  quelconques ,  remplit  exactement  un  vase 
fermé  de  toutes  parts,  et  qu'au  moyen  d'im  piston,  on  exerce 
sur  une  portion  de  la  surface  de  ce  fluide  une  pression  quel- 
conque ,  elle  est  transmise  avec  la  même  intensité  sur  toute 
portion  équivalente  de  la  surface  des  parois  ;  de  sorte  que 
sur  deux  parties  inégales ,  la  pression  est  en  raison  directe 
de  leurs  aires ,  pourvu  que  ces  surfaces  soient  planes  ;  dans 
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le  cas  de  surfaces  courbes ,  il  n^en  serait  ainsi  que  pour  des 
portions  infiniment  petites. 

Ces  propositions  s'ëtendent  aux  pressions  intérieures 
aussi  bien  qu'à  celles  qui  s'exercent  sur  les  parois.  Car 
Téquilibre  ne  serait  pas  troublé  ^  et  les  efforts  resteraient  lés 
mêmes,  si  l'on  supposait  que,  dans  une  partie  quelconque 
du  liquide ,  tous  les  points  fussent  liés  invariablement  et 
constituassent  un  corps  solide.  On  peut  do^c ,  en  un  pmnt 
quelconque  de  l'intérieur  et  dans  une  direction  quelconque, 
supposer  une  paroi  solide^  par  conséquent,  la  pression 
exercée  sur  un  élément  plan  de  cette  paroi  lui  sera  normale, 
quelle  qu'en,  soit  la  cause.  De  plus,  si  .cette  pression  pror 
vient  d'une  autre  pression  exercée  à  la  surface  du  fluide 
renfermé  dans  un  vase  plein ,  elle  sera  égale  à  la  première 
ppuf  une  étendue  égale  en  surface.  On  conclut  de  là  que 
les  propositions  admises  pour  les  pressions  des  fluides  sur 
les  parois  des  vases  qui  les  renferment,  s'appliquent  aux 
pressions  exercées  dans  leur  intérieur  sur  toute  portion  de 
surface  que  Ton  y  voudra  considérer. 

Enfin,  on  déduira  facilement  de  là  qu'en  un  point  quelcon- 
que d'un  fluide  en  équilibre ,  la  pression  est  la  même ,  quelle 
que  soit  la  direction  de  l'élément  de  surface  sur  lequel  elle 
s'exerce  5  car,  si  Ton  conçoit  autour  d'un  quelconque  de  ses 
points  un  polyèdre  infiniment  petit  formé  par  le  liquide,  et 
qu'on  le  regarde  d'abord  comme  solidifié ,  il  est  en  équilibre 
sous  l'influence  des  pressions  exercées  à  sa  surface  et  des  forces 
qui  sollicitent  ses  points  intérieurs  proportionnellement  à 
leurs  masses.  Ces  dernières  peuvent  être  considérées  comme . 
parallèles ,  et  ont ,  par  conséquent,  une  résultante  dont  l'in- 
tensité sera  proportionnelle  à  la  masse  du  polyèdre  qui  est 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  ;  et  comme  ses  faces 
sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre ,  et  qu'il  en  est 
de  même  despressions  qu'  elles  supportent,  l'équilibre  pourra 
être  considéré  comme  existant  sensiblement  entre  ces  pres- 

i4- 
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sions  seulement,  sans  tenir  aucun  compte  de  la  force  qui  agît 
sur  la  masse  de  ce  polyèdre.  Si:  maintenant  on  rend  au  polyè- 
dre sa  fluidité  primitive^et  qu^on  solidifie  le  reste  du  liquide, 
qui  devient  alors  comme  un  vase  polyédrique  fermé  de 
toutes  parts  et  rempli  de  liquide ,  rien  ne  sera  changé  dass 
les  actions  mutuelles  des  molécules,  et  par  conséquent  dans 
les  pressions  qu'elles  produisent.  Or,  il  résulte  de  la  pro- 
priété générale  des  fluides ,  que  les  pressions  smr  les  parois 
sont  égales  pour  des  éléments  égaux  en  surface,  quelle  que 
soit  leur  direction  ;  et  comme  tous  ces  élésoents  de  surface 
sont  de  plus  en  plus  près  de  passer  par.  1^  pdint  consi- 
déré dans  le  liquide,  on  en  doit  conclure  que,  quelle  que 
soit  la  direction  d'un  élément  plan,  passant  par  un  point 
quelconque  d'un  fluide  en  équilibre,  la  pression  eacercée 
sur  lui  et  rapportée  à  Tunité  de  surface  est  toujours  la 
même. 

1 36.  Si  Ton  suppose  un  fluide  incompressible  renfermé 
dans  un  vase  immobile  et  soumis  à  des  pressions  produites 
sur  sa  surface  par  un  nombre  quelconque  de  pistons,  le 
principe  des  forces  virtuelles  aura  lieii  dans  le  cas  de  l'équi- 
libre de  ces  forces,  en  regardant  comme  conditions  du 
système  que  le  fluide  reste  continu ,  de  volume  constant,  et 
toujours  en  contact  avec  les  bases  des  pistons.  Soient,  en 
effet,  rt,  rt',  a"^  etc.,  les  aires  de  ces  bases ^  les  pressions 
produites  par  ces  pistons,  rapportées  à  l'unité  de  surface, 
seront  égales;  et  si  l'on  désigne  leur  valeur  par  p^  les  forées 
appliquées  à  la  surface  du  liquide  seront  respectivement  «/?, 
a'/7,  a"p^  etc.  Soient  (î/7,  àp'^  dp"  les  vitesses  virtuelles 
<Ies  points  d'application  de  ces  forces,  estimées  suivant  leurs 
directions  5  elles  seront  assujetties  à  la  condition  que  le  vo- 
lume du  liquide  n'ait  pas  varié  par  ce  déplacement ,  et  qu'il 
ne  se  soit  opéré  aucun  vide  ;  d'où  résulte 
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et^  par  Suite, 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  moments  virtuel^  des  forc^ 
est  égale  à  zéro. 

■ 

Equations  générâtes  de  V équilibre  des  fluides. 

137.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force,  rap- 
portée à  l'unité  de  masse,  qui  agit  au  point  dont  les  coor- 
données ^ont  a: ,  y ,  z  ^  désignons  par  p  la  densité  du  liquide , 
et  par  p  la  pression  en  ce  point,  rapportée  à  l'unité  de  sur* 
face  :  p  et  p  sont  des  fonctions  de  x^y^  Zj  que  Ton  se  pro- 
pose de  déterminer  quand  l'équilibre  est  établi. 

Si  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y^  z ,  on  con-*- 
çoit  un  parallélipipède  dont  les  arêtes  soient  parallèles  aux 
axes  et  respectivement  égales  aux  diâerentielles  dx^  dy^  dz^ 
sa  masse  dm  sera  égale  k  pdxdydz  et  sera  soUicitécTpar  les 
trois  forces 

pTLdxcfydZy     pY  dxdjrdz^     pZdxdjrdz-, 

ses  six  faces  seront  sollicitées  par  des  forces  parallèles  aux 
axes ,  et  dirigées  vers  ^intérieur  de  son  volume.  Si  l'on  con- 
sidère d'abord  les  deux  faces  parallèles  au  plan  des  x  et  jr, 
dont  l'un  passe  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x^y^  ^, 
et  l'autre  au  point  qui  a  pour  coordonnées  x^y^  z-^-dz^ 
la  pression  exercée  sur  la  première  est  p  dx  dy  \  et  sur  la 
seconde  elle  est 


—  dxdf 


hP-) 


-^  étant  la  dérivée  partielle  de  p  par  rapport  à  z.  Chacune 

dz 

d'elles  peut  être  regardée  comme  constante  dans  toute  l'éien.- 
due  de  la  face  correspondante,  sans  qu'il  eu  résulte  d'erreur 
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dans  les  équations,  considérées  à  la  limite.  Les  deux  forces 
auxquelles  se  réduisent  les  actions  exercées  respectivement 
sur  ces  deux  faces  sont  donc  des  forces  directement  oppo- 
sées ,  et  elles  se  composent  en  une  seule ,  parallèle  à  Taxe 
des  z  et  égale  à 

dp 

De  même ,  les  pressions  parallèles  à  Taxe  des  j^  et  à  Taxe 
des  X  se  réduisent  aux  forces 

—  dx dydz  -i-i      —  dxdydz -/- • 
dy  -^       dx 

Ces  trois  forces  peuvent  être  considérées  comme  agissant 
au  centre  du  parallélipipède ,  ainsi  que  la  résultante  des 
forces  appliquées  à  tous  les  points  de  sa  masse ,  puisque  ces 
forces  doivent  être  regardées  comme  constantes  de  grandenr 
et  de  direction ,  et  que  la  densifté  peut  être  supposée  la  même 
en  tous  les  points  du  parallélipipède.  Il  est  donc  nécessaire 
et  suffisant ,  pour  son  équilibre ,  que  les  forces  parallèles  i 
chacun  des  axes  soient  en  équilibre  entre  elles  ^  ce  qui  donne 
les  trois  équations 

^'^  di^-^^^     Ty-^^^     Tz^^^' 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par  dx^  dy^  dzy 
et  les  ajoutant ,  il  vient 

(2)  dp  =  p{Xdx  -hYdy-hZdz); 

ce  qui  apprend  que  si  le  fluide  est  en  équilibre ,  l'expression 

p{XdX'hYdy'hZdz) 

est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  x, y,  2 ,  et  que 
cette  fonction  donne  nécessairement  Texpression  de  la  pres- 
sion, à  une  constante  arbitraire  près. 
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Désignons  cette  fonction  par  F  (a:,\y,  2) ,  l'équalion  (n) 
donnera 

(3)  .    p^T{x,x,z)>^C, 

C  étant  ime  constante  arbitraire  que  l'on  pourra  déterminer 
si  l'on  connaît  la  pression  en  un  point  donné.  Si  le  fluide 
n^est  pas  renfermé  dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts  et 
exactemept  rempli ,  il  sera  nécessaire  qu'à  la  partie  libre  de 
la  surface  il  y  ait  une  pression  extérieure  dont  la  valeur  soit 
donnée  par  l'équation  (3),  et  qui  soit  dirigée  en  chaque 
point  vers  l'intérieur  du  liquide. 

La  pression  en  un  point  n^étànt  pas  produite  par  la  force 
extérieure ,  agissant  dans  le  voisinage  de  ce  point  seulement^ 
peut  être  nulle  aux  points  où  la  force  est  très-grande.  C'est 
ce  qui  a  lieu ,  par  exemple ,  à  la  surface  libre  d'un  liquide- 
pesant  ,  dans  le  vide. 

438.  Surfaces  de  nweau^  —  Dans  un  fluide  en  équilibre, 
on  appelle  surface  de.  nweau  toute  surface  telle,  que  la  ré- 
sultante des  forces  qui  agissent  sur  le  liquide  lui  soit  nor- 
male en  chacun  de  ses  points. 

Si  donc  on  désigne  par  dx^  dy^  dz  les  accroissements 
infiniment  petits  que  prennent  les  coordonnées  x^  y^  z 
d'un  point  quelconque  d'une  de  ces  surfaces  quand  on  passe 
à  un  autre  point  de  cette  même  surface ,  on  aura  la  con- 
dition 

(4)  Xrfx4-Yd[r-hZrf3=:o; 

c'est  l'équation  différentielle  de  toutes  les  surfaces  de  ni- 
veau ,  et  p  est  le  facteur  propre  à  la  rendre  intégrable 

Il  en  résulte,  en  vertu  de  l'équation  (2)jque  pour  tous 
les  points  d'une  même  surface  de  niveau ,  on  a 

et  que ,  par  conséquent ,  la  pression  y  êçt  constante.  Cette 
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propriété  remarquable  pourrait  servir  de  4éfiniti<m  à  ces 
surfaces,  et  celle  qui  est  exprimée  par  Téquation  (4)  en 
serait  une  conséquence  immédiate. 

.  L^équation  finie  des  surfaces  de  niveau  sera ,  en  désignant 
par  c  une  constante  arbitraire, 

¥  (x^jy  z)  étant  toujours  la  fonction  dont  la  différentielle 
est  •  • 

Si  la  constante  c  prend  successivement  toutes  les  valeurs 
possibles,  on  obtiendra  toutes  les  surfaces  de  niveau.  Ces 
surfaces  remarquables  ne  peuvent  se  rencontrer  si  des 
valeurs  finies  de  a:,  /,  z  donnent  toujours  à  la  fonclioa 
F  (a:,  j",  z)  des  valeurs  finies  et  déterminées  \  car  alors  on 
ne  saurait  avoir  en  même  temps 

F(-2?,/,2)  =  c     et     F(a:,/,  ^.)  =  c', 

c  et  c^  étant  différents. 

S'il  en  était  autrement,  les  conséquences  précédentes  ne 
subsisteraient  plus.  Aux  points  où  deux  surfaces  de  niveau 
se  rencontreraient,  la  pression  serait  indéterminée,  et,  par 
conséquent,  on  ne  pourrait  plus  dire  que  la  pression  serait 
constante  dans  toute  l'étendue  d^une  même  surface  de  ni- 
veau. Nous  ne  considérerons  pas  les  cas  exceptionnels  oà 
ces  circonstances  se  rencontreraient. 

Si  la  surface  libre  du  liquide  est  soumise  à  une  pression 
constante  en  tous  ses  points ,  elle  est  elle-même  tme  surface 
de  niveau.  *   * 

139.  Si  X dx  -hY df  -h  Z dx  est  la  différentielle  totale 
d'une  fonction  (fàex  ,y,  z,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple, 
quand  les  forces  données  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes 
et  ne  dépendent  que  de  la  distance  à  ces  centres,  Féqua- 
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lion  (à)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


àiy 


(5) 


dp  •=.  pcitf. 


lie  premier  membre  de  cette  équation  est  la  diâiérehtiellé 
d  une  fonction  des  variables  indépendantes  x^  y^  z\  il  e^ 
est  de  même  de  ^(p  :  donc,  pour  que  le  second  membre  soit 
identique  au  premier,  il  est  nécessaire  que  p  soit  une  fonc- 
tion de  (p^  miais  cette  fonction  peut  avoir  une  forme  quel- 
conque. 

Ainsi  la  densité  sera  constante  en  même  temps  que  f, 
c'est-à-dire  pour  tous  les  points  d'une  même  surface  de. ni- 
veau; et  ces  surfaces  partagent  le  fluide  en  couches  où  la 
pression  et  la  densité  ne  varient  pas. 

»  ' 

14Q.  Dans  le  cas  des  fluides  compressibles,  la  densité 
dépend  de  la  pression.  Soit  alors  jO  =:/(^) ,  Téqùation  (5) 
devient 


? 


dp 

f{p) 


d'où 


? 


"Jfip 


La  constante  se  déterminera  par  la  valeur  donnée  de  la 
pression  en  un  point  connu-,  x)n  pourra  tirer  de  là  ^,  et, 
par  suite,  p  en  fonction  de  y,  et  l'on  connaîtra  la  den- 
sité et  la  pression  relatives  à  une  surface  quelconque  de 
niveau. 

Supposons,  par  exemple,^  quMl  s'agisse  d'un  gaz  ;  on  aura^ 
d'après  la  loi  de  Mariotte , 

h  étant  dépendant  de  la  température ,  que  nous  regarderons^ 
d'abord  comme  constante.  L'équation  (5)  donnera 


(6) 


dp       d^ 


2ltt  €OUBS    DE    MÉCANIQUE. 

d'où 

C  étant  une  constante  que  l'on  déterminera  par  la  valeur 
de  p  correspondante  à  une  valeur  connue  de  <f. 
La  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

1 
et  l'on  aura ,  par  suite, 

Si  la  température  n'est  pas  constante,  k  sera  variable,  et 
lorsque  l'équilibre  sera  établi ,  Téquation  (6)  apprend  que  A 
ne  pourra  être  qu'une  fonction  de  (p,  et  que,  par  conséquent, 
la  température  sera  constante  pour  tous  les  points  d'une 
même  surface  de  niveau.  La  pression  et  la  densité  seront 
déterminées  par  les  formules 


f^  c    f 


dp 

T 


En  considérant  la  terre  comme  spbérîque,  et  en  faisant 
abstraction  de  son  mouvement  de  rotation ,  la  force  appli- 
quée aux  molécules  de  l'air  est  dirigée  vers  le  centre,  et,  par 
conséquent ,  les  surfaces  de  niveau  seront  des  sphères  con- 
centriques avec  la  terre.  L'équilibre  de  l'atmosphère  exi- 
gerait donc  que  la  température  fût  partout  la  même  à  égale 
distance  de  la  surface  de  la  terre ,  ce  qui  ne  saurait  être  à 
cause  de  la  présence  du  soleil  ^  d'où  il  suit  que  cet  équilibre 
ne  saurait  avoir  lieu. 

m.  Au  lieu  de  considérer  un  liquide  en  équilibre,  à 
l'état  de  repo^,  ou  animé  d'une  vitesse  commune  à  tous  ses 
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points ,  on  pourrait  supposer  qu41  tourne  uniformément 
autour  d'un  axe  fixe ,  et  chercher  les  conditions  pour  que 
tous  3es  points  ne  se  déplacent  pas  les  uns  par  rapport  aux 
autres.  Il  suffira  pour  cela ,  d'après  le  principe  de  d'Alëm^ 
bert ,  qu'il  y  ait  équilibre  en  chaque  point  entre  les  forces 
données  et  les  forces  égales  et  opposées  à  celles  qui  produi* 
raient  sur  chaque  point  libre  le  mouvement  quMl  a  réelle- 
ment, c'est-à-dîre  aux  forces  centripètes. 

L'équilibre  a  donc  lieu  entre  les  forces  données  et  les  forces 
centrifuges  considérées  comme  appliquées  aux  molécules 
elles-mêmes.  Si  la  vitesse  angulaire  est  Résignée  par  a>,  les 
composantes  de  la  force  centrifuge  seront  a)*j:,  ai'j",  paral- 
lèlement aux  axes  des  x  et  des  j^,  et  la  troisième  sera  nulle 
si  Ton  prend  Taxe  de  rotation  pour  axe  des  z.  On  aura  donc, 
pour  déterminer  la  pression , 

(7  )         dp=zp{'yidx-h  Ydy  -f-  Zdz  +  w^actr -f-  fù^ydy). 

Lés  termes  introduits  par  la  force  centrifuge  devront  donc 
former  une  différentielle  exacte  conjointement  avec 

^{%dX'^Ydy'\'Zdz), 

Les  sijirfaces  de  niveau  auront  pour  équation  commune 

Xrfr-f- Yrf^-f- Zfife -H«'{«<3^^ +^«0^)  î=  o,     ou     f  =  c, 

en  désignant  par  (p  la  fonction  de  x^  y,  z  dont  le  premier 
membre  multiplié  par  p  est  la  différentielle,  et  par  c  une 
constante  arbitraire, 

Si  la  surface  libre  du  liquide,  homogène  ou  hétérogène , 
est  soumise  à  une  pression  constante ,  elle  sera  elle-même 
une  surface  de  niveau,  et  son  équation  sera  comprise  dans 
Téquation  générale  y  =  c.  Si  donc  on  connaît  le  volume 
total  du  liquide  et  la  forme  du  vase  dans  lequel  il  est  ren- 
fermé, la  valeur  de  la  constante  c  se  trouvera  déterjninée^ 


ta 
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coAime  nous  allons  le  Voir  clans  quelques  c^s  particuliers. 

142.  Supposons  un  liquide  homogène  pesant,  dont  la 
surface  libre  soit  soumise  à  une  pression  constante  P,  et  qui 
se  trouve  renfermé  dans  un  cylindre  vertical  dont  le  rayon 
de  la  base  est  a,  dans  lequel  il  s'élève  à  une  hauteur  A,  à 
l'état  de  repos.  Prenons  pour  aXe  des  z  Taxe  de  ce  cylindre 
dans  le  sens  opposé  à  la  pesanteur. 

On  aura  alors 

X  =  o,      Y=:o,     Zzzz-g, 
et  l'équation  (7)  devient 

.  L'équation  générale  des  surfaces  dç  niveau  sera 

—  gdz  -i-  «'  [j:dx  -H  xdjr)  =  o , 

doù 

ar»-|-^'  =  M(ï-,.c), 

Cl) 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  représente  des  paraboloïdes  de  révolution 
autour  de  Taxe  des  z ,  et  c  est  la  hauteur  de  leur  sommet  au- 
dessus  du  plan  de  la  base. 

La  surface  libre,  étant  soumise  a  une  pression  constante, 
est  une  surface  de  niveau ,  et  son  équation  s'obtiendra  en 
-  donnant  à  c  une  valeur  particulière  convenable  dans  la 
dernière  équation.  Cette  valeur  s'obtiendra  en  calculant  le 
volume  du  liquide  terminé  à  la  surface  qu^elle  représente, 
et. égalant  le  résultat  à  Tra'A.  On  trouve  pour  son  ei- 
pression 

z  «tant  la  valeur  correspondante  au  point  où  la  parabole 
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génératrice  rencontre  le  cylindre ,  valeur  qui  est  égale  à 


«'«^ 


r  H • 

On  aura  donc ,  pour  déterminer  c ,  l'équation 

d'où  l'on  tire 


c=.h  — 


4g' 

L^équation  de  la  surface  qui  termine  le  liquide  est  donc 


11  reste,  maintenant  à  déterminer  la  pression  en  un  point 
quelconque.  Or^  en  intégrant  la  valeur  de  dp^  on  trouve, 
en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire , 


a>' 


/?  =  —  g'p2-j-p_-(x'-f-jr2)  ^ç,^ 


2 


et  Ton  déterminera  c'  en  exprimant  qu'à  la  surface  on  a 
^  =:  P  •  on  trouve  ainsi  « 


•  3.v3 


.2  .v2 


d'où  ^ 

ce  qui  donne  la  solution  complète  de  la  question. 

On  peut  observer  que,  k)rsque  le  liquide  part  du  reposée 
parvient  à  sa  position  d'équilibre  dans  le  mouvement  de 
rotation ,  le  point  de  la  surface  libre  qui  était  sur  l'axe  s'est 
abaissé  autant  que  les  points  en  contact  avec  le  cylindre  se 
soire  élevés.  En  effet  ,1^  hauteur  c  du  sommet  du  par^bo^ 
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^      2 

loïde  qui  termine  le  liquide  est  égale  k  h y —  >  et  la  hau- 
teur des  points  du  paraboloïde  qui  sont  sur  la  surface  du 
cylindre,  est 

c  H y     ou     A  H — 7—  • 

^g  ^g 

Or,  ces  deux  hauteurs  diflerent  de  la  hauteur  primitive  i, 
de  la  même  quantité  -r-- 


143.  Proposons-nous  maintenant  le  cas  où  les  molécules 
du  liquide  renfermé  dans  le  vase  seraient  sollicitées  par  une 
force  dirigée  vers  un  point  fixe  et  proportionnelle  à  la  dis- 
tance à  ce  point. 

Si  nous  désignons  par  ^f.  la  valeur  de  cette  force  à  Pu- 
ni té  de  distance  9  et  que  nous  prenions  pour  origine  le 
point  fixe  vers  lequel  elle  est  dirigée,  ses  composantes  se^ 
ront 

Les  composantes  de  la  force  centrifuge  seront,  en  désignant 
par  0)  la  vitesse  angulaire, 

l'équation  différentielle  des  surfaces  de  niveau  sera  donc 

(w*  —  pi)  [xdx  -{- jrdjr)  —  \i-zdz  =  o , 


d'où 


pi  —  w* 


£  désignant  une  constante  arbitraire. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  surfaces  du  second 
degré,  de  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation. 

Elles  seront  des  ellipsoïdes  tant  qu'on  aura  co'  <^  ^. 

Elles  deviendront  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  lors- 
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que  l'on  aura  a>'  =  fA ,  et  c'est  ce  que  l'on  peut  vérifier 
immédiatement. 

Enfin,  pour  les  vitesses  angulaires  plus  grande3  qae^fi^ 
c'est-à-dire  telles  que  l'on  ait  w'  ^  (i^  on  a. des  hyperbo- 
Ipïdes  à  deux  nappes  ou  à  une  nappe,  suivant  que  c  sera 
négatif  ou  positif. 

Dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  la  constante  sera  déter- 
minée en  calculant  le  volume  de  liquide  compris  entre  la 
surface  du  vase  et  une  des  surfaces  de  niveau ,  et  en  Téga- 
lant  au  volume  de  la  masse  donnée  du  liquide. 

Dans  le  cas  de  co*  ^  ^ ,  la  grandeur  de  ce  volume  déter- 
mine non-seulement  la  valeur  absolue,  mais  encore  le  signe 
de  cette  constante ,  c'est-à-dire  fait  connaître  si  l'hyperbo- 
loïde  est  à  une  ou  à  deux  nappes;  et  il  est  facile  dé  s'en 
assurer  généralement. 

Pour  cela ,  considérons  une  valeur  quelconque  de  w  et 
prenons  pour  c  une  valeur  négative  ;  Thyperboloïde  sera 
à  deux  nappes,  et  la  surface  libre  du  liquide  sera  concave, 
sans  quoi  la  pression  n'y  serait  pas  dirigée  vers  l'inté- 
rieur. Si  nous  faisons  décroître  la  valeur  de  c  jusqu'à  zéro, 
le  cône  asymptote  restera  le  même ,  et,  la  surface  de  l'hy- 
perboloïde  s'en  rapprochant  continuellement,  le  volume 
qui  s'y  terinine  dyminuera  et  tendra  à  se  réduire  à  celui  qui 
sera  terminé  au  cône.  Actuellement,  partons  d'une  valeur 
positive  de.c,  l'hyperboloïde  sera  à  une  nappe,  et  la  sur- 
face libre  du  liquide  sera  convexe 5  de  sorte  que,  si.  nous 
faisons  diminuer  c,  le  volume  du  liquide  compris  dans  le 
vase  ira  en  augmentant ,  parce  que  la  surface  qui  le  ter- 
mine se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  même  cône ,  au- 
quel elle  sera  extérieure  ;  et  pour  c  =  o,  ce  volume  acquiert 
sa  plus  grapde  valeur,  qui  est  précisément  la  même  que 
la  plus  petite  pour  les  hyperboloïdes  à  deux  nappes. 
D'où  il  suit  que,  parmi  tous  les  hyperboloïdes  des  deux 
espèces,  il  n'y  en  a  qu'un  seul,  et  il  y  en  a  toujours- un 


/^ 
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si  le  vase  est  indéfini^  qui  corresponde  à  une  masse  donnée 
de  liquide  et  à  une  vitesse  angulaire  donnée,  plus  grande 

que  ^* 

*  «  ■        .  *  • 

Equilibre  d'une  massé  fluîUe  dont  les  molécules  s'attirent 
mutuellement  et  sont  animées  d'un  mouvement  de  rota- 
tion uniforme. 

144.  Dans  les  questions  précédentes,  la  force  qui  solli- 
citait chaque  molécule  était  connue ,  et  indépendante  de  la 
position  des  autres;  ïnais  dans  le  cas  actuelil  n^en  est  plus 
ainsi ,  puisqu'une  molécule  quelconque  étant  attirée  par 
toutes  les  autres,  la  résultante  de  cçs  actions  dépendra 
nécessairement  de  la  figure  du  liquide;  et  comme  cette 
figure  est  inconnue,  les  forces  désignées  par  X,  Y,  Z  le 
sont  également,  et  le  problème  devient  d'une  difficulté 
l>eàucoup  plus  grande. 

Lorsque  le  liquide  est  homogène  et  que  l'attraction  est 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  on  ne  peut  en- 
core résoudre  le  problème  qu'en  supposant  une  vitesse  an- 
gtilaire  très-petite ,  qui  donne  au  liquida  une  forme  peu 
différente  de  la  sphère.  Mais  on  peut  toujours  vérifier  que 
la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  satisfait  à  la  condi- 
tion de  l'équilibre ,  pourvu  que  la  vitesse  angulaire  ne  dé- 
passe pas  une  certaine  limite.  M.  Jacobi  a  été  au  delà ,  et  a 
démontré  qu'un  ellipsoïde  dont  les  trois  axes  sont  inégaux 
peut  aussi  convenir  ;  mais  cette  discussion  nous  entraînerait 
trop  loin,  et  nous  nous  bornerons  au  cas  de  l'ellipsoïde 
de  révolution. 

Soit 

Téquation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  l'axe  des 
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z,  et  aplati  aux  pôles  ^  les  trois  composantes  X,  Y,  Z  de 
l'attraction  de  la  masse  de  cet  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa 
surface  ayant  pour  coordonnées  Xy  y,  z,  auront  pour  ex-- 
pressions 

X=^^[>-(i  4-V)arctang>], 

Y  =  ^-^[X  -  (I  -h  V)arc  tangX], 

Z  =  4J!^(,  -f-V)(arctangX  — X), 

p  désignant  la  densité  du  liquide.  Pour  que  Téquilibre  ait 
lieU)  il  faut  que  la  résultante  de  ces  trois  forces  et  de  la 
force  centrifuge  dont  les  composantes  sont  w'o:,  w'j^,  soit 
perpendiculaire  en  chaque  point  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  ; 
ce  qui  donnera  entre  les  coordonnées  de  cette  surface  et  leurs 
différentielles  l'équation  suivante,  dans  laquelle  on  a  fait 


w' 


==  €  : 


{\  —  (i  4-  ^') are  lang  X  -i-  2 «X']  {xdx  4- ydy  ) 
2  { arc  tang  X  —  X)  (i  -{-  X»)  zdz  =  o. 


Maïs,  d'après  l'équation  de  l'ellipsoïde,  on  doit  avoir  entre 
ces  mêmes  coordonnées  l'équation 

xdx  -hydjr  +  (1  -}-  X')  zdz  =  o. 

La  valeur  de  zdz  devant  être  la  même  dans  ces  deux  équa- 
tions, quels  que  soient  x^y^  dxy  dy^  on  aura  la  condition 
suivante ,  qui  déterminera  X , 

X  —  (i  4-  X')  arc  tang  X  -H  2eX'  =  2  (arc  tang  X  —  X). 

Cette  équation  a  trois  racines  nulles,  dont  on  ne  tiendra 
aucun  compte  ;  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

..  3X-h2sX^  '         / 

(i)  3^^, arc  tang  X  =  o. 

II.  i5 
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Chacune  de  ses  racines  réelles  ppsitives  déternoLinera  le  rap- 
port des  deux  axes  dé  l'ellipse  génératrice ,  et  leur  giandeur 
se  déduira  du  volume  connu  du  liquide.  Tout  se  réduit 
donc  à  la  recherche  du  nombre  et  de  la  valeur  des  racines 
de  Féquation  (i),  qui  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires,  mais  dont  il  suffira  de  considérer  les  valeurs 
positives.  Ces  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  l'axe  des  x  et  de  la  courbe  dont  Téquation  est 

,    .  3  X  -4-  2  c  .r^ 

(a)  r  =      ^  _L  j;u arclang^. 


Ou  trouve,  en  la  difTérentiant, 

Cette  expression  est  nulle  pour  x  =  o ,  et  positive  pour  des 
valeurs  de  x  très-petites;  de  sorte  que  la  courbe  est  tangente 
à  Taxe  des  x  à  l'origine,  et  commence  par  s'élever  au-des- 
sus de  cet  axe  du  côté  des  x  positifs. 

La  tangente  à  cette  courbe  sera  parallèle  à  l'axe  des  x, 
aux  points  dont  les  abscisses  seront  données  par  Téquation 

(3)  SX* -f-  2  (Se  —  i)a:*-f-gg  =  o. 

Si  cette  équation  n'avait  pas  de  racines  réelles,  la  courbe 
s'éloignerait  toujours  de  l'axe  des  a:,  et  l'équation  (i)  n'au- 
rait pas  non  plus  de  racines  réelles.  Ainsi ,  on  reconnaît 
d'abord  que  l'on  doit  avoir 

5s—  I<0,        ou       6<7, 

car  sans  cela  une  valeur  positive  de  x^  ne  satisferait  pas  à 
l'équation  (3),  et  la  condition  de  réalité  des  valeurs  de  x* 
exigerait  même  que  l'on  eût  e  <  ?•  Mais  cela  ne  suffit  pas 
pour  que  l'équation  (i)  ait  des  racines  réelles;  il  est  néces- 
saire que  la  valeur  de  x  qui  donne  le  minimum  de  l'ordon- 
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née  positive  j^,  ou ,  en  d'autres  termes,  la  plus  grande  racine 
positive  de  Téquatiofi  (3)  étant  substituée  dans  (2) ,  donne 
pour  y  une  valeur  négative.  Car  alors  la  courbe  coupera 
une  première  fois  l'axe  des  x,  avant  d'arriver  à  ce  point ,  et 
le  recoupera  une  seconde  fois  au  delà ,  puisque  l'ordonnée 
finit  par  être  positive  et  indéfiniment  croissante.  Si  le  mi- 
nimum de  j^  était  nul,  les  deux  racines  de  l'équation  (i) 
seraient  égales,  et  s'il  était  positif,  elles  n'existeraient  pas. 
On  voit  par  là  que,  pour  que  la  question  proposée  soit  pos- 
sible ,  il  faut  que  Ton  ait  l'équation  (3)  conjointement  avec 
l'inégalité  y  <^  o  correspondante  à  la  plus  grande  racine  de 
cette  équation.  Il  en  résulte ,  par  l'élimination  de  e , 

arc  tapg  x  —  ,—7-^ — tt^ ^  ><>• 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  nul  pour  a:  =  p. 
Sa  dérivée  est  aussi  nulle  pour  cette  même  valeur,  puis  elle 
devient  négative  quand  x  croît  5  elle  redevient  nulle  pour  la 

seule  valeur  x  =  ^,  à  partir  de  laquelle  elle  reste  constam- 
ment positive.  Le  premier  membre  de  l'inégalité  commence 
donc  par  être  négatif,  devient  nul  pour  une  seule  valeur 

de  X  qui  est  plus  grande  que  v/3,  puis  reste  constanunent 
positif.  On  satisftîra  donc  à  l'inégalité  par  toute  valeur  de  x 
plus  grande  que  la  racine  positive  de  l'équation 

arc  tang  x  —  — |^ r-^-^^ :  =  o. 

On  trouve  facilement,  pour  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine, 

X  =  2,5298. 

La  valeur  correspondante  de  e  donnée  par  l'équation  (3) 
est 

£  =  o, I 123, 

i5. 
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et  Ton  reconnaît  facilement  que  la  valeur  trouvée  de  x  est 
la  plus  grande  des  deux  qui ,  substituée  dans  Féquation  (3), 
donneraient  cette  valeur  de  s;  mais  cela  n'était  pas  néces- 
saire à  vérifier,  parce  que  le  maximum  de  j^  est  nécessaire- 
ment plus  grand  que  zéro,  puisque  la  courbç  s'élève  d'a- 
bord au-dessus  de  Taxe  des  x\  d'où  il  suit  que  si  une  valeur 
de  X  tirée  de  Péquatiou  (3)  donne  y^=o  ou  j^  <^  o ,  cette 
valeur  correspond  au  minimum  dey^  et  ne  peut  être  que  la 
plus  grande  des  deux  racines  de  l'équation  (3). 

Toute  valeur  x'  de  x^  plus  grande  que  a, 5 293,  fournit 
donc  deux  valeurs  positives  pour  X,  entre  lesquelles  x^sera 
compris.  Mais ,  en  considérant  la  plus  grande  valeur  de  x^ 
tirée  de  l'équation  (3),  on  voit  qu'elle  varie  en  sens  con- 
traire de  e  ^  ainsi  le  problème  aura  deux  solutions  quand 

on  aura 

x>2,52g3     et     f<^  0,11 23; 

et  il  en  aura  une  seule  pour 

a:  =  2,5293    et    6  =0,1 123; 

X  croissant  indéfiniment,  e  tend  vers  zéro;  si  l'on  remplace 
e  par  sa  valeur,  on  a 


w» 


4^p/ 


<:^o,  r  123. 


Cette  inégalité  fait  connaître  la  plus  grande  vitesse  angu- 
laire qui  soit  compatible  avec  la  figure  d'un  ellipsoïde  de 
révolution. 

A  cette  limite  de  w,  il  n'y  a  qu'une  seule  figure  pos- 
sible. Si  l'on  fait  décroître  w  à  partir  de  cette  limite  jus- 
qu'à zéro,  l'une  des  valeurs  de  X  augmente  indéfiniment, 
l'autre  tend  vers  zéro.  L'un  des  ellipsoïdes  tend  donc  indé- 
finiment vers  une  sphère,  et  l'autre  vers  un  plan;  de  sorte 
que  pour  0)  =  o  on  n'a  plus  réellement  qu'une  solution, 
qui  est  la  sphère. 
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De  r équilibre  des  fluides  pesants. 

145.  Lorsque  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  sollicite 
les  molécules  d'un  fluidehomogène,  on  a 

fip  =  ^  pgciz,      d'où    pz=:  —pgz-hc; 
et  si  P  désigne  la  pression  correspondante  à  z  =  /i ,  on  aùi  a 

Les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux ,  et  la 
pression  en  chaque  point  ne  dépend  que  dé  la  hauteur. 

Si  la  densité  p  était  variable  d'une  manière  continue  ou 
discontinue,  il  faudrait  qu'elle  fut  une  fonction  de  z-t  et 
Ton  aurait 

146.  Lorsque  nous  avons  calculé  les  accroissements  de 
la  pression,  en  passant  d'un  point  à  un  autre  d'un  fluide, 
nous  avons  supposé  ce  fluide  décomposé  en  parallélipipèdes 
contigus,  et  nous  avons  cherché  de  combien  croissait  la 
pression  en  passant  d'une  face  à  la  face  parallèle.  Mais  il 
est  clair  que,  s'il  existait  dans  le  fluide  des  cloisons  qui 
empêchassent  la  communication  des  parties,  ces  raisonne- 
ments ne  subsisteraient  plus,  ainsi  que  leurs  conséquences. 
Et ,  en  général',  lorsqu'il  existe  dans  un  fluide  des  cloisons 
qui  n'interceptent  pas  entièrement  la  communication ,  mais 
qui  la  modifient,  il  est  nécessaire  d'examiner  à  quel  point 
la  théorie  précédemment  établie  se  trouve  elle-même  modi- 
fiée par  leur  présence. 

^  Ainsi ,  lorsque  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  agit  sur 
le  fluide ,  nous  avons  vu  que  l'accroissement  de  la  pression 
est  nul  en  passant  d  une  face  verticale  d'un  parallélipipède 
à  la  face  parallèle,  mais  en  supposant  que  ce  parallélipi- 
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pède  soit  formé  du  fluide  sans  interruption.  D'où  il  résulte 
que  Ton  ne  pourra  affirmer  que  la  pression  est  la  même  en 
deux  points  situés  sur  un  même  plan  horizontal,  que  dans 
le  cas  où  Ton  pourra  passer  de  Tun  à  l'autre  par  Tintenné- 
diaire  du  fluide  non  interrompu,  et  en  restant  dans  ce  même 
plan  horizontal. 

147.  Cela  posé,  considérons  divers  liquides  en  équilibre 
dans  deux  vases  qui  communiquent  Tun  à  l'autre  par  un  ca- 
nal que  nous  supposerons  horizontal,  pour  fixer  les  idées. 
Menons  un  plan  horizontal  par  le  point  le  plus  bas  de  ce  ca- 
nal ,  les  liquides  qui  sont  au-dessous  de  ce  plan  dans  les 
deux  vases  pourront  être  soumis  à  des  pressions  très-diffé- 
rentes en  des  points  situés  sur  un  même  plan  horizontal.  Si 
maili tenant  nous  menons  un  plan  horizontal  par  le  point  le 
plus  élevé  du  canal ,  la  pression  sera  la  même  en  tous  les 
points  d'un  plan  horizontal  intermédiaire  quelconque  ;  et, 
pour  les  plans  supérieurs,  elle  pourra  être  différente  dans 
les  deux  vases.  Mais  dans  chacun  d'eux  les  parties  supé- 
rieures au  canal  seront  soumises  aux  lois  démontrées  pré- 
cédemment, et  elles  ne  seront  assujetties  Tuné  par  rapport  à 
l'autre  qu'à  la  condition  de  produire  une  même  pression  sur 
le  plan  horizontal  mené  par  le  point  le  plus  élevé  du  canal. 
Et  de  même,  les  parties  situées  en  dessous  du  canal  seront 
soumises  à  Taction  d'une  pression  égale ,  à  leur  partie  supé- 
rieure, et  satisferont,  indépendamment  l'une  de  l'autre, 
aux  conditions  générales  de  l'équilibre. 

Ces  considérations  s'appliquent  à  la  théorie  des  si- 
phons ,  des  baromètres ,  des  niveaux ,  de  la  presse  hydrau- 
lique, etc.  "^ 

148.  Pression  sur  les  parois.  —  Considérons  d'abord 
une  paroi  plane ,  et  partageons-la  en  éléments  infiniment 
petits  dl.  Désignons  par  z  la  distance  d'un  quelconque 
d'entre  eux  à  la  surface  extérieure  du  liquide,  que  nous 
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supposerons  homogène.  La  pression  produite  par  le  liquide 
sur  rélément  dl,  indépendamment  de  la  pression  exté- 
rieure exet*cée  sur  la  surface,  sera  gpzdX^  et  la  somme 
de  toutes  les  pressions  sera 

gplzd\j     ou     gpAziy 

Â  désignant  l'aire  de  la  paroi  et  Zi  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  la  surface  du  liquide.  D'où  il  résulte  que  la 
pression  restera  la  même ,  quelque  position  que  prenne  la 
paroi ,  pourvu  que  son  centre  de  gravité  reste  fixe. 

Cette  pression  est  tout  à  fait  indépendante  de  la  forme 
du  vase,  et  l'on  peut  produire,  sur  le  fond  du  vase,  une 
pression  considérable  avec  un  poids  très-fàible  de  liquide , 
pourvu  que  la  distance  à  la  surface  libre  soit  très-grande. 

Quant  au  point  d'application  de  la  résultante  de  toutes 
les  pressions ,  auquel  on  a  donné  le  nom  de  centre  de  près- 
siouy  on  le  calculerait  par  la  théorie  ordinaire  du  centre  des 
forces  parallèles.  11  est  facile  de  voir  qu'il  est  situé  plus  bas 
que  le  centre  de  gravité  de  l'aire.  En  effet,  menons  par  ce 
dernier  une  horizontale  dans  le  plan  de  la  paroi;  elle  en 
partagera  l'aire  en  deux  parties  dont  les  moments ,  par  rap- 
port à  cette  horizontale,  seront  égaux.  Mais  les  pressions 
exercées  sur  la  partie  de  la  surface  située  au-dessous  de  cette 
ligne  donneraient,  par  rapport  à  elle,  un  moment  plus 
grand  que  celles  qui  s'exercent  sur  la  partie  supérieure  5  car, 
en  concevant  la  surface  totale  partagée  en  éléments  égaux , 
les  pressions  exercées  sur  chacun  de  ceux  de  la  partie  infé- 
rieure seront  plus  grandes  que  les  plus  grandes  de  celles  qui 
ont  lieu  dans  la  partie  supérieure.  Or,  si  l'on  prenait  toutes 
celles-ci  égales  à  la  plus  grande  d'entre  elles,  qui  se  rap- 
porte anx  points  situés  sur  Thorizontale  menée  par  le  centre 
de  gravité,  et  toutes  les  autres  égales  à  la  plus  petite  d'entre 
elles,  qui  se  rapporte  aux  points  situés  sur  cette  même  ho- 
rizontale, les  sommes  de  moments  seraient  égales.  Donc,  en 
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les  prenant  telles  qu'elles  sont,  la  somme  des  momems  est 
plus  grande  pour  celles  qui  se  rapportent  à  la  partie  infé* 
pieure  \  donc  le  centre  des  forces  de  pression  exercées  sur  la 
paroi  est  au-dessous  de  Thorizontale  menée  par  son  centre 
de  gravité^  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Pour  connaître  les  coordonnées  de  ce  point,  il  faut  cal- 
culer, par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés ,  la  somme 
des  moments  des  pressions  exercées  sur  chaque  élément  de 
la  paroi,  et  la  diviser  par  la  somme  des  pressions. 

Considérons  d'abord  les  moments  par  rapport  au  plan 
des  X  eiy. 

Représentons  par  é^X  un  élément  infiniment  petit  de  la 
paroi ^  la  pression  qui  s'exerce  sur  lui  sera  gpzdl^eiaon 
moment  aura  pour  valeur  gpz^dl.  Si  donc  on  désigne 
par  x\y\  z^  les  coordonnées  du  centre  de  pression,  par 
*^i  9  JKi  9  ^\  celles  du  centre  de  gravité  de  la  paroi,  et  par  A 
son  aire,  on  aura 

les  deux  intégrales  S  s'étendant  à  tous  les  éléments  de  la 
paroi. 

On  trouvera  de  même ,  eu  prenant  les  monients  par  rap- 
port aux  deux  autres  plans  de  projection , 

Les  coordonnée^  du  centre  de  pression  ont  donc  pour  va- 
leurs 

,       Ixzd),         ,       Irzdl         ,       lz*d\ 
Az,  Az,  AS| 

149.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  d'un  trapèze 
dont  les  bases  sont  horizontales.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que  le  centre  de  pression  est  situé  sur  la  ligne  qui  joint  le 
mijiieu  des  deux  bases  ^  de  sorte  qu'il  suffit  de  connaître  une 
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des  iroîs  coordonnées  de  Ce  point  ,^  par  exemple  z\  Pour 
cela,  partageons  le  trapèze  en  tranches  infiniment  petites 
comprises  entre  des  parallèles  aux  bases,  la  somme  ^z*d^ 
pourra  s'obtenir  en  multipliant  la  surface^  de  chacune  de 
ces  tranches  par  la  valeur  correspondante  de  z*y  et  faisant 
la  somme  d^  ces  produits  dans  toute  l'étendue  du  trapèze. 
Soient  a  la  base  stipéfieure  du  trapèze,  b  sa  base  in^é-^ 
Heure,  h  sa  hauteur,  u  la  distance  d'une  tranche  quel- 
conque à  la  base  supérieure ,  c  la  distance  de  cette  base  avi 
niveau  du  liquide ,  et  y  Tangle  du  plan  du  trapèze  avec  le 
plan  horizontal.  L'aire  d'une  tranche  quelconque  aura  pour 
expression 

et  l'on  aura 

;5=r  c  4-  a  siny. 

Il  faudra  donc  calculer 

et  diviser  le  résultat  par  A  jZi  ,  ou  par 

— i ^(c  +  tt,  smv); 


on  connaîtra  ainsi 


z',     ou     c  "h  u'  sin  7. 


.La  valeur  de  u'  déterminera  la  position  du  centre  de 
pression  dans  le  trapèze,  plus  commodément  que  z\  En  ef- 
fectuant les  calculs  indiqués ,  on  trouve 

,        h^  (a  ^  ib)  sîny  -^nhc  (a  -^nb) 
2k{aH-2b)smy  -i-oc{a  -{-  b) 

si. Ton  a  c=o,  c'est-à-dire  si  la  ba^e  supérieure  6st  au 
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niveau  du  liqmde,  ou  a 

/    h  {a -h  3b) 

Dans  ce  cas,  le  centre  de  pression  f$st  indépendaol.  de  Im- 
clinaison  de  la  paroi. 

Si  en  même  temps  ou  a  *  - 

(t  =  Oy     OU     ^  =r  o , 

on  trouve,  dans  le  premier,  cas,  ii^=  -j-y  et,  dans  le  se- 
cond, m'==  — 

Le  trapèze  est  alors  réduit  à  un  triangle  :  dans  le  premier 
cas,  son  sommet  esta  fleur  d'eau,  et,  dans  le  second,  c*fst 
sa  base  qui  s'y  trouve.  ' 

Si  a  =  &,  la  paroi  a  la  forme  d'un  parallélogramme,  et 
l'on  trouve 

— ^— . 
3 

150.  Les  pressions  exercées  sur  une  paroi  courbe  ne 
sont  pas  toujours  réductibles  à  une  seule  force,  parce 
qu'elles  ne  sont  plus  parallèles;  mais,  comme  elles  sont  ap- 
pliquées à  un  système  rigide,  elles  sont  toujours  réductiUes 
à  deux  forces  au  plus.  L'expression  de  chacune  des  pres- 
sions élémentaires  étant  connue ,  ainsi  que  les  coordonnées 
de  son  point  d'application ,  on  pourra  toujours ,  par  les  mé- 
thodes ordinaires ,  les  réduire  à  trois  forces  dirigées  suivant 
les  axes  de  coordonnées,  et  à  trois  couples  ayant  leurs  axes 
dans  ces  mêmes  directions.  On  verra  alors  si  la  condition 
nécessaire  pour  qu'il  y  ait  une  résultante  est  remplie,  et, 
dans  ce  cas ,  on  la  déterminera  facilement.  Dans  le  cas  con- 
traire, le  système  des  forces  se  trouvera  réduit  à  une  force 
çt  un  couple,  et  Ton  pourra ,  si  l'on  veut,  le  réduire  à  deux 
forces  seulement. 


u'  = 


1 
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151:  Considérons,  en  particulier,  les  pressîonô  exercées 
sur  la  surface  d'un  torps  plongé,  soit  en  totalité,  soit  en 
partie,  dans  un  liquide  pesant  en  équilibre.  Dans  ce  cas ,  il 
est  facile  de  démontrer  que  les  composantes  horizontales 
des  pressions  se  détruisent,  et  qu'il  ne  reste  que  les  compor- 
santés  verticales,  qui  ont  toujours  une  résultante. 

En  effet,  considérons  la  portion  de  surface  comprise, 
entre  deux  plans  horizontaux  infiniment  voisins ,  et  occu- 
pons-nous  d'abord  des  composantes  des  pressions  qu'elle 
supporte  parallèlement  à  l'axe  des  x.  Nous  pouvons  faire 
la  décomposition  de  la  surface  d'une  manière  quelconque; 
et,  dans  ce  premier  cas,  nous  la  partageronis  en  éléments 
par  des  plans  parallèles  au  plan  des  a:  et  r ,  et  infiniment 
rapprochés;  ils  se  projetteront  deux  à  deux  suivant  le 
même  rectangle  dydz  sur  le  plan  des  y  et  z.  Or,  si  l'on 
désigne  par  p  la  pression  qui  correspond  à  la  distance  de 
la  tranche  à  la  surface  libre  du  liquide,  et  par  cr,  ë,  y  les 
angles  que  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la  tranche 
fait  avec  ks  axes  des  a:,  des^  et  des  z,  les  composantes  de 
la  pression  p  (ù  qui  s'exerce  sur  un  élément  ci)  de  cette 
tranche  seront 

/7b)Cosa,     /9gi>cos6,     /7gi>cos7, 
ou 

pdjrdzf     pdxdZy     pdxdy^ 

c'eslrà-dire  qu'elles  sont  respectivement  égales  aux  pres- 
sions que  supporteraient  au  même  point  les  projections  de 
l'élément  a)  sur  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés. 
Mais  pour  les  deux  éléments  qui  ont  la  mènie  projection 
dydz  sur  le  plan  des  j^  et  z^  les  composantes  parallèles  à 
Taxe  des  x,  ayant  ainsi  des  valeurs  égales  pdyzy  et  dan& 
des  directions  contraires ,  se  détruiront  ;  et  tous  les  éléments 
de  la  tranche  pouvant  être  considérés  ainsi  deux  à  deux ,  il 
s'ensuit  que  toutes  les  composantes  parallèles  à  Taxe  des  x, 
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des  pressions  qu'elle  supporte ,  se  détruisent  mutuellement. 
Il  en  serait  de  même  des  composantes  parallèles  à  Taxed&y 
pour  lesquelles  on  ferait  la  décompositioù  en  éléments  qiii  se 
projetteraient  deux  à  deux  suivant  la  même  surface  dxdz\ 
et  il  résulte  de  là  qu'il  ne  reste  que  les  composantes  verti- 
cales des  pressions  supportées  par  la  tranche.  U  n'y  a  donc 
plus  qu'à  composer  ces  dernières  dans  toute  Tëtendue  de  la 
surface  plongée.   . 

Concevons  cette  surface  décomposée  en  éléments  qui  se 
projettent  sur  le  plan  des  a:  et  /  suivant  les  rectangles 
dxdy\  dans  ces  éléments,  certaines  parties  de  la  surface 
pourront  avoir  deux  à  deux  la  même  projection ,  et  donne* 
ront  lieu  à  des  composantes  de  sens  contraire ,  qui  se  rédui- 
ront à  une  force  dirigée  de  bas  en  baut ,  «t  égale  au  poids 
du  liquide  qui  remplacerait  la  partie  du  coi*ps  ayant  la  même 
projection  dxdy.  Le  même  résultat  aura  lieu  po.ui^  les  élé- 
ments de  la  surface  qui  seront  placés  de  telle  sorte  que  la 
verticale  qui  y  passe  ne  rencontre  pas  une  seconde  fois  la 
surface  du  corps  avant  de  percer  le  plan  horizontal  qui  ter- 
mine le  liquide. 

.  Il  suit  de  là  que  le  corps  est  poussé  en  sens  contraire  de 
la  pesanteur,  comme  le  serait,  dans  le  sens  de  cette  force, 
la  partie  du  liquide  dont  il  tient  la  place.  Toutes  les  pres- 
sions qu'il  supporte  ont  dpnc  une  résultante  égale  au  poids 
du  liquide  déplacé  et  appliquée  au  centre  de  gravité  de  cette 
portion  du  liquide,  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Ce 
corps  est  sollicité,  en  outré,  par  son  poids  appliqué  en  son 
propre  centre  de  gravi  lé  5  de  sorte  qu'il  ne  sera  en  équilibre 
que  si  son  poids  est  égal  au  poids  du  liquide  qu'il  déplace, 
et  que  le  centre  de  gravité  de  ce  dernier  soit  sur  la  verticale 
menée  par  le  centre  de  gravité  du  cprps. 

Ce  principe  d'hydrostatique,  qui  a  été  découvert  par  Ar- 
chimède ,  et  qui  s'applique  également  aux  liquides  et  aux 
gaz,  s'énonce  ordinairement  en  disant  qu'tt»  corps  plongé 
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daus  un  fluide  quelconqiia  en  équdibre,  perd  une  quantité 
de  son  poids  égale  au  poids  dujluide  quil  déplace. 

,  -  •■ .  • 

152.  Dans  la  démonsU'ation  que  nous  venons  d'en  don- 
ner,^ nous  avons  analysé  toutes  les  pressio;DS  qui  ont  lieu 
sur  la  surface  du  corps  plongé^  maïs  on  pourrait  s'en  dîs- 
pensei»  et  en  déterminer  directement  l'effet  total.  En  effet, 
le  corps  éprouve  les  mêmes  pressions  qu'éprouvait  le  li- 
quide qu'il  déplace,  et  qu'on  pouvait  supposer  solidifié, 
sans  troubler  l'équilibre.  Or,  cette  portion  de  liquide  ne 
prenant  aucun  mouvement,  il  faut  que  les  pressions  qu'elle 
éprouve  détruisent  exactement  l'effet  de  la  pesanteur,  etj 
par  conséquent^  aient  pour  résultante  une  force  verticale 
égale  à  son  poids  et  passant  par  son  c^tre  de  gravité.  Donc 
tout  corps  plongé  dans  un  fluide  se  trouve  soumis  àj'àc* 
liop  de  deux  forces  verticales  contraire^  :  l'une  égale  à  son 
poids,  et  appliquée  à  son  centre  de  gravité^  TaUtre  égale  au 
poîds  du  liquide  déplacé ,  et  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  ce  liquide. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  connaître  le  poids  d'un  cSorps,  il 
faut  lé  peser  dans  le  vide.  Si  Ton  savait  combien  il  pèse 
dans  l'air  ou  dans  tout  autre  fluide ,  il  faudrait  ajouter  à  ce 
poids  celui  d'un  volume  égal  de  ce  fluide  \  pour  avoir  le  vé- 
ritable poids  du  corps. 

C'est  sur  les  principes  précédents  qu'est  fondée  la  théorie 
des  aréomètres  et  de  lai>alançe  hydrostatique.  - 

De  r équilibre  des  corps  flottants, 

153..  Pour  qu'un  corps  solide,  en  partie  plongé  dans  Un 
liquide,  soit  en  équilibre,  il  est  nécessaire ,  comme  nous 
l'avons  dit ,  que  son  poids  soit  égal  à  celui  du  liquide  dé- 
placé, et  que  son  centre  de  gravité  soit  sur  la  même  verti- 
cale que  celui  de  cette  portipn  du  liquide.  Si  nous  suppo- 
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sons  ce  liquide  homogène ,  ainjsi  que  le  corps  qui  flotte  à  sa 
surface ,  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  coïncide 
avec  celui  de  la  partie  plongée  du  corps  solide.  Ainsi ,  pour 
déterminer  les  positions  suivant  lesquelles  ce  corps  peut 
rester  en  équilibre  à  la  surface  du  liquide ,  il  faut  le  couper 
par  un  plan  tel,  que  le  volume  de  l'une  des  parties  soit  an 
volume  entier,  comme  la  densité  du  corps  est  à  celle  du 
liquide ,  et  que  les  centres  de  gravité  de  cette  partie  et  du 
corps  entier  soient  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan 
sécant.  Il  suffit  alors  de  placer  le  corps,  de  manière  que  ce 
plan  coïncide  avec  la  surface  du  liquide,  pour  que  Tâjui- 
libre  ait  lieu. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  détermination,  consi- 
dérons un  prisme  triangulaire  droit,  ayant  ses  arêtes  hori- 
zontales. Dans  sa  position  d'équilibre,  il  pourra  avoir  deux 
de  ces  trois  arêtes,  ou  une  seule  au-dessous  du  niveau  du 
liquide  5  nous  examinerons*  d'abord  ce  dernier  cas.  Il  est 
facile  de  voir  que  la  longueur  du  prisme  n'a  aucuné*în- 
fluence  sur  la  position  cherchée,  et,  déplus,  que  tout  plan 
parallèle  aux  arêtes  partage  le  volume  dans  le  même  rap- 
port que  la  base.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  consi- 
dérer cette  dernière. 

Soient  ABC  cette  base,  a,  &,  c  ses  trois  côtés,  C  lesom- 
met  plongé,  DE  la  ligne  de  flottaison  on  rintersection 
avec  la  surface  du  liquide,  F  et  I  les  milieux  de  ABet 
DE ,  r  le  rapport  de  la  densité  du  corps  à  celle  du  liquide. 
Posons 

CF=/,     CD=j:,     CE=^, 

et  désignons  par  a,  iS  les  angles  ACF,  BCF. 

La  question  consiste  à  mener  la  droite  DE  (Jig.  8)  de 
telle  sorte  que  le  rapport  des  triangles  CDE ,  CAB  soit  r, 
et  que  la  ligne  FI,  qui  est  parallèle  à  celle  qui  joindra  les 
centres  de  gravité  de  ces  triangles,  soit,  perpendiculaire 
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à  DE ,  condition  qui  revient  à  celle  de  réalité  des  lignes 
DF,FE. 

Les  deux  équations  qui  doivent  déterminer  x  et  y  sont 
donc 

(ij  xyrrirab^     ar^  *— ayâ:  cos  a  =  7* — 2^  ces  6, 

d'où,  en  éliminant  j^, 

(a)         X*  —  2^cosa  +  :)ra^/xcos6  —  r'a'6'=o. 

Cette  équation  a  nécessairement  deux  racines  réelles,  l'une 
positive,  et  l'autre  négative  qui  ne  se  rapporte  pas  à  la  ques- 
tion. Si  les  deux  autres  racines  sont  réelles,  la  règle  des  si- 
gnes de  Descartes  montre  qu'elles  sont  positives;  il  peut  donc 
y  avoir  au  plus  trois  positions  d'équilibre ,  pour  lesquelles 
le  sommet  C  serait  immergé  \  et  cela  aura  lieu  si  les  trois 
valeurs  réelles  de  x  sont  plus  petites  que  a,  et  donnent  poury 
des  valeurs  plus  petites  que  b. 

Si  les  deux  sommets  Â  et  B  étaient  plongés  dans  le  liquide, 
le  rapport  des  surfaces  BDEA  et  ABC  serait  r,  et,  par  con- 
séquent, celui  des  triangles  CDE,  ÂBC  serait  i  —  r;  d'ail- 
leurs, les  centres  de  gravité  de  ces  derniers  et  de  BDEA 
étant  en  ligne  droite,  il  est  clair  qu'il  suffit  de  changer  r 
en  I  —  r  dans  les  équations  (i) ,  et  Féquation  en  x  relative 
au  nouveau  cas  sera 

x^  — «/r^cosa  4-  2  (i  —  r)abfx  co%^  —  (1  —  r)-rt'^'=  o. 

154,  Si  le  triangle  ABC  est  isocèle,  on  a 

hrrza.      cos  6  =  cos  oL^z-y     f'^z=.n^  —  -7  > 

a  4 

les  équations  (i)  deviennent 

xy"=zrà^y     3^ — y'^'^—. —  \x  —  j)=ro. 
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On  a  d'abord  pour  solution 

Cl,  supprimant  le  facteur  x  — y  dans  la  seconde  équadon^ 
il  reste  à  trouver  les  solutions  des  deux  suivantes  : 

xy  =:  rfl%     or  4-  j^  = • 

Les  valeurs  de  X  ^\y  seront  donc  données ,  comme  on  pou- 
vait le  prévoir,  par  une  même  équation  du  second  degré, 
qui  sera 

(3)  a:'— -:^x-H^rt  =ô,     ou     x^ —  ^-^ ^j;-f-m'  =  o; 

ses  racines  feront  imaginaires* si  Ton  a 

elles  seront  égales  si  /•  =  (  1  —  t— ;  |  ?  et  Ton  aura  encore 
a:=j^,  de  sorte  que  cette  solution  doit  coïncider  avec  la 
première.  En  effet,  on  trouve  a:  ==  — 5  et  comme  on  a 

il  en  résulte 

conmie  dans  le  premier  cas. 

Si  l'on  a  /•  <;  (  1  —  -r-;  )  >  les  deux  racines  sont  réelles  et 

positives;  elles  donnent  donc  des  positions  d'équilibre,  si 
elles  sont  moindres  que  a. 

L'équation  relative  au  cas  où  les  deux  sommets  A,  6 
seraient  immergés,  s'obtiendra  en  changeant  r  en  i  ^ — /' 
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dans  la  précédente,  et  sera 


H''. 


(4) 


2/7 


j:  4-  (i  —  r)/ï*=:  o, 


et  donnerait  lieu  à  une  discussion  analogue. 

Si  le  triangle  est  équilatéral,  on  a  c  =  ^,  et  les  équa* 
lions  (3)  et  (4)  deviennent 


X* a:  4-  rw  =  o , 

I 

x^ X  -h  [i  —  r)a^=:  o. 

2  ^  '       .  .  . 

Les  racines  de  la  première  sont 

24 

Elles  seront  réelles  si  Ton  a  r  <]  ^j,  et  elles  seront  toutes 
les  deux  plus  petites  que  a  si  l'on  a 


v/9— i6/'<i,     ou    r>^. 

Il  y  aura  donc  trois  positions  d'équilibre  pour  lesquelles 
le  sommet  C  sera  immergé ,  si  r  est  compris  entre  -^  et 
~.  L'équation  relative  aux  deux  sommets  immergés 


a  pour  racines 


3ft- _,a*  ,—-r 

4      4 


l'y 


ses  racines  seront  réelles  si  Ton  a  z'^t^»  et  elles  seront 
plus  petites  que  a  si  l'on  a 


V'ï6r—7<i,     ou     r<f; 

il  y  aura  donc  trois  positions  d'équilibre  poiir  lesquelles. 

les  deux  sommets  A ,  B  seront  immergés^  si  r  est  compris 

II.  16 


« 
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entre  j  —  7^  et  |,  condition  qui  ne  peut  être  remplie  en 
même  temps  que  celle  qui  se  rapporte  au  cas  précédent. 

155.  Les  prismes  ou  cylindres  homogènes  peuvent  aussi 
ètve  en  équilibre,  en  supposant  leurs  arêtes  verticales,  et  il 
en  serait  de  même  si ,  au  lieu  d^être  homogènes  ils  étaient 
composés  de  couches  homogènes,  de  densité  variable,  et  per- 
pendiculaires aux  arêtes.  Dans  ce  cas,  les* centres  de  gravité 
dii  liquide  déplacé  et  du  corps  solide  étant  nécessairement 
sur  la  même  verticale ,  il  suffirait  que  le  poids  du  premier 
fût  égal  à  celui  du  second  pour  que  l'équilibre  eût  lieu.  Si, 
au  lieu  d'un  cylindre,  on  avait  un  solide  de  révolution,  ses 
positions  d'équilibre,  en  supposant  son  axe  vertical ,  n'offri- 
raient pas  plus  de  difficulté;  il  suffirait  de  partager  le  vo- 
lume par  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe,  de  telle  sorte 
que  le  rapport  de  l'une  deà  deux  parties  au  tout  fût  égal  h 
celui  de  la  densité  moyenne  du  corps  k  celle  du  liquide. 

StabUilé  de  r équilibre  des  corps  flottants. 

156.  L'équilibre  d'un  corps  flottant  est  stable  ou  in- 
stable, suivant  que  ce  corps  tend  à  revenir  vers  sa  première 
position ,'  ou  à  s'en  éloigner,  lorsqu'il  en  a  été  tant  soit 
peu  écarté.  Si  ce  corps  est  un  prisme  ayant  ses  arêtes 
horizontales ,  il  est  facile  de  voir  qu'en  général  ses  positions 
d'équilibre  stable  et  instable  se  succèdent  alternativement. 
En  effet,  si  on  l'écarie  d'une  manière  continue  d'une  po- 
sition d'équilibre  stable,  pour  le  faire  parvenir  à  une  autre 
position  stable,  il  tendra  à  revenir  à  la  première  jusqu'à 
un  certain  point ,  passé  lequel  il  tendra  à  s'en  éloigner  pour 
se  rapprocher  de  la  seconde  position.  Il  existe  donc  une 
position  intermédiaire  telle  que,  quand  on  l'écarté  d'un 
côté  ou  de  l'autre,  il  tend  à  s'en  éloigner  5  et  y  par  consie- 
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qiient ,  celle  position  est  celle  d'un  équilibre  instable.  Donc, 
entre  deux  positions  d'équilibre  stable ,  il  y  en  a  une  d'é- 
quilibre instable,  et  réciproquement. 

157.  Avant  d'^aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  que 
si  un  corps  est  coupé  par  un  plan ,  le  volume  situé  d'un 
côté  de  ce  plan  sera  équivalent  à  celui  qu'on  obtiendrait  en 
le  coupant  par  un  autre  plan  quelconque ,  faisant  un  angle 
infiniment  petit  avec  le  premier,  pourvu  qu'il  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  Taire  de  la  première  section,  c'est- 
à-dire,  pour  parler  plus  exactement,  que  la  différence  dîés 
deux  volumes  sera  inâniment  petite  par  rapport  au  voluiiie 
compris  entre  ces  plans. 

En  effet,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites 
par  rapport  à  ce  volume,  on  peut  regarder  la  surface  du 
corps  comme  rfemplacée,  dans  le  voisinage  de  la  section, 
par  une  surface  cylindrique  qui  liiî  serait  perpendiculaire. 
Or  on  sait  qu'un  cylindre  tronqué  a  pour  mesure  le  produit 
d'une  de  ses  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gravité  de  la  seconde  sur  le  plan  de  la  première  5  d'où  il 
résulte  que  toutes  les  sections  menées  par  ce  point,  qui 
sera  leur  centre  de  gravité,  donneront  des  cylindres  tron- 
qués égaux  en  volume ,  et ,  par  conséquent ,  que  les  volumes 
compris  entre  deux  sections  quelconques,  dont  l'un  s'ajoute 
et  l'autre  se  retranche  à  l'un  des  cylindres  tronqués  pour 
former  l'autre,  sont  équivalents. 

Il  est  évident  que  la  proposition  énoncée  et  sa  réciproque 
sont  des  conséquences  de  ce. théorème. 

168.  Cela  posé,  considérons  un  corps  en  équilibre. sur 
un  liquide  homogène;  les  centres  de  gravité  de. ce  corps  et 
du  liquide  déplacé  sont  situés  sur  une  même  verticale,  et 
les  poids  de  ce  liquide  et  du  corps  sont  égaux.  Déplaçons  Je 
maintenant  infiniment  peu  d'une  manière  quelconque,  en 
imprimant  à  tous  ses  points  des  vitesses  infiniment  petites  ; 

16. 
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l'équilibre  sera  stable,  si  ce  déplacement  reste  toujours  în- 
finimént  petit,  et  instable  dans  le  cas  contraire;  la  ques- 
tion consiste  à  distinguer  ces  deux  cas  l'un  de  Tautre,  et 
c'est  ce  que  nous  allons  faire  au  moyen  du  principe  des 
forces  vives. 

Soient  LQM  {fig,  9)  ta  section  de  la  surface  du  corps 
par  le  plan  horizontal  qui  termine  le  liquide ,  ou  la  ligne  de 
flottaison; 

ÂNBI  la  position  qu'a  prise,  après  le  dérangement,  la 
ligne  de  flottaison  relalive  à  l'équilibre;. 

L'NM'Ila  section  faite  dans  le  corps  par  le  plan  hori- 
zontal mené  par  le  centre  de  gravité  C  de  l'aire  ANBI  que 
nous  désignerons  par  b  ; 

G  le  centre  de  gravité  du  corps  ; 

O. celui  du  liquide  déplacé  par  la  partip  ADB  dû  corps; 
y.  le  volume  de  ce  liquide  dont  le  poids  est  égal  à  celui  du 
corps  ; 

ô  l'angle  de  GO  avec  la  verticale; 

t^  la  distancie  du  point  C  au  niveau  du  liquide,  qui  sera 
pris  pour  plan  des  x  et  j^  ;  GO  =  a  ; 

p  la  densité  du  liquide,  et  M  la  masse  du  corps. 
Les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sôi^it  la  pesanteur  et  les 
pressions  exercées  par  le  liquide  sur  la  partie  plongée  de  sa 
surface.  La  première  se  réduit  à  une  force  verticale,  agis- 
sant de  haut  en  bas  et  égale  au  poids  du  corps ,  qui  est  M  g:, 
ou  g^p  V.  Les  autres  produisent  le  même  effet  que  si  tous  les 
éléments  de  la  partie  plongée  du  volume  du  corps  étaient 
sollicités  par  des  forces  verticales,  dirigées  de  bas  en  haut 
et  égales  aux  poids  de  ces  éléments,  considérés  comme  for- 
més du  liquide  lui-même. 

Les  composantes  X,  Y  sont  donc  nulles  pour  tous  les 
points;  et  si  l'on  prend  Taxe  des  z  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, on  aura  Z  ==  g^  pour  tous  les  éléments  du  corps,  et 
Z=: — g^  pour  les  éléments  de  la  partie  plongée,  consi- 
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tlêrée  comme  formée  du  liquide.  En  con5idéraiit  ainsi  Z ,  le 
principe  des  forces  vives  donnera  Téquatiou 

(i)  iv^dm=:2ldmfZdz'hC. 

Les  vitesses  étant  supposées  très-petites,  le  premier  membre 
est  une  quantité  très-petite  du  second  ordre,  et  dafis  le  cal- 
oui  du  second  membre,  on  n'aura  le  droit  de  négliger  que 
les  termes  qui  nMnflueraient  sur  les  résultats  que  de  quan- 
tités d'un  ordre  supérieur  au  second.  - 

Considérons  d'abord  les  termes  du  second  membre  qui 
proviennent  du  poids  des  éléments  du  corps.  On  aura  alors 

JZdz-=^  gz     et      27,dmfZdz.'=:2,glidm=:2g^Zxy 

Z\  étant  le  z  du  centre  de  gravité  du  corps. 

Quant  à  la  partie  immergée,  nous  la  considérerons  d'a- 
bord comme  composée  de  la  partie  comprise  entre  les  scor 
lions  horizontales  LQM,  L'NM',  et  du  volume  situé  au- 
dessous  de  la  dernière.  Ce  dernier  volume  est  lui-même 
égal  au  volume  ADB  ou  V^  augmenté  du  volume  INBM',  et 
diminué  de  INUÂ. 

La  valeur  de  z  étant  actuellement  —  ^,  on  a 

»  •  ■ 

■      fZdz:=z  —  g[z,  —  Z^)^ 

et  cette  intégrale  restera  constamment  égale  à  gz^  quand  z 
sera  négatif,  la  force  Z  devenant  alors  nulle.  En  reportant 
gz^  dans  la  constante  totale,  on  écrira  seulement 

JZdz::=z^gZ 

Si  r/a>  désigne  Félément  de  volume,  ou  aura 

ftm  :=  ùd^ 
et 

2ldmJ^Zdz  =  ^-  ig^fzdfA, 

Il  ne  s'â^il  doue  plus  que  de  calculer,  pour  les  quatre  vo- 
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lûmes  que  nous  venons  d'indiquer,  J zdià^  qui  est  le  mo- 
ment, par  rapport  au  plan  XY,  du  volume  de  la  partie  plon- 
gée, dans  la  position  du  corps  à  une  époque  quelconque. 

Le  déplacement  étant  supposé  infiniment  petit,  les  di- 
verses sections  que  nous  avons  faites  dans  le  corps  peuvent 
toutes  être  considérées  comme  équivalentes  à  j&  ^  et  la  por- 
tion comprise  entre  les  deux  qui  sont  parallèles ,  peut  être 
^regardée  comme  cylindrique.  Ainsi,  pour  cette  première 
partie,  on  aura 

* 

Pour  le  volume  ÂDB,  on  aura 

fzd(d=y(zt  —  acosB), 

ou ,  en  remplaçant  cosô  par  i > 

Jzd(û=^\zi  —  V«-f^ f 

si  le  point  O  est  au-dessus  de  G;  [dans  le  cas  contraire,  ii 
faudrait  changer  le  signe  de  a.  Le  volume  INBM^  peut  se 
décomposer  en  éléments  prismatiques ,  ayant  leurs  arêtes 
verticales ,  et  pour  bases  les  éléments  de  l'aire  ANBL 

Soient  dlunde  ces  derniers ,  situé  en  R  ;  RS  =  ix  la  pe^ 
pendiculaire  abaissée  sur  IN ,  et  RT  la  hauteur  du  prisme. 
Son  volume  sera  RTc?Xcos0,  expression  qu'on  peut  rem- 
placer par  uQdï.  ;  en  la  multipliant  par  le  z  du  milieu  de 
RT,  qui  est  Ç  +  j  m  tang  0,  ou  simplement  ^  -h  \  uO^  on 
aura  la  valeur  de  fzdtù  relativement  à  cet  élément  :  on 
trouvera  ainsi 

expression  que  Ton  devra  intégrer  dans  toute  l'étendue  de 
l'aire  INB. 

Mais  on  trouverait  une  expression  semblable  pour  les 
éléments  du  volume  INLA ,  à  l'exception  du  z  du  milieu  du 
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prisme,  qui  serait  égal  à  Ç  —  -uO-yet  comtne  le.s  termes 
prov^enanl  de  ce  volume  doivent  être  chaugés  de  signe,  ils 
seraient  exprimés  par 

D'où  Ton  voit  qu'il  suffira  de  faire  la  somme  des  termes  de 
ia  forme 

dans  toute  Tétendue  de  l'aire  ANBI ,  en  regardant  u  comme 
positif  dans  la  partie  INB,  et  comme  Jiégatif  dans  Tautre. 
Msiisfuiï'k  est  nul,  puisque  IN  contient  le  centre  de  grà- 

vite  de  Faire  ANBI^  il  reste  donc  -fu^d'k.  Désignons  pai^ 

bh*  l'intégrale  /a'  cîX,  qu'on  peut  appeler  le  moment  d'iner- 
tie de  Taire  ANBI  par  rapport  à  NI5  l'expression  précédente 

deviendra  • 

2 

Réunissant  les  diverses  parties  de  fzdtù^  il  vient 
/zrfw  =  1  ^ç»  4-  i.  JA»  Ô'  4-  Vz,  —  V«  H-  ^^\ 

et  l'équation  (i)  devient,  en  observant  que  M=V|0  et  com- 
prenant le  terme  :tgpVa  dans  la  constante, 

si  le  point  O  était  au-dessous  de  G,  il  faudrait,  comme  iiôus 
Tavons  fait  remarquer,  changer  a  en  —  iu 

La  constante  c  se  déterminera  par  l'état  initial  \  et  si  lés 
vitesses  initiales  sont  nulles  où  infiniment  petites,  c  sera 
elle-même  infinimen  t  petite . 

Cela  posé,  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  étant 
essentiellement  positif,  il  en  sera  de  même  du  second,  et 
par  conséquent  les  ternies  négatifs  doivent  constamment 
donner  une  somme  infiniment  {ictite,  puisqu'elle  doit  être 
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moindre  que  C)  ce  qui  exige  que  0  et  ^  restent  infiniment 
petits.  D'où  Ton  conclut  que,  lorsque  le  centre  de  gravité 
du  corps  est  au-^ssous  du  centre  de  gratâté  du  Uqmàe 
déplacé  dans  Vétat  d'équilibre^  le  dérangement  rest^a 
toujours  infiniment  petit  y  et  par  conséquent  VéqmUhre 
esl  stable.  Mais  si  le  centre  de  gravité  dti  corps  est.  an- 
dessus  de  celui  du  liquide  déplacé ,  l'équation  (a)  se  cbaoge 
dans  la  suivante  ;   . 

Or^  quoique  c  soit  infiniment  petit,  Q  et  Ç  pourraient  cesser 
de  Fètre  si  tous  les  termes  qui  referment  leurs^  carrés 
n'étaient  pas  négatifs.  U  est  donc  nécessaire,  pour  la  stabi- 
lité de  l'équilibre ,  que  Ton  ait 

bh^ — «V>o,     oii     <«<C-^î 

ei  Gonune  bhf  chauge  en  même  temps  que  la  direction  de 
IN ,  il  faut  que  l'inégalité  précédente  ait  lieu ,  en  prenant  la 
plus  petite  valeur  dont  bh*  soit  susceptible ,  quand  on  sup- 
<  pose  que  IN  prend  toutes  les  directions  autour  du  centrede 
gravité  C  de  l'aire  ANBL  U  équilibre  peut  donc  encore  être 
stable  lorsque  le  centre  de  grawté  du  corps  est  au-^dessus 
de  celui  dujluide  déplacé;  il  suffit  que  la  distance  de  ces 
deux  points  soit  moindre  que  le  plus  petit  des  moments 
d^inertie  de  Vaire  de  la  section  àjleur  d'eau  par  rapport 
aux  droites  menées  par  son  centre  de  grauité^  divisé  par 
le,  volume  immergé. 

Oscillations  d^ un. corps  flottant, 

\  59.  Supposons  qu'un  corps  symétrique,  quant  à  sa  figure 
et  à  sa  densité,  par  rapport  à  un  plan  vertical,  soit  écarté 
infiniment  peu  de  la  position,  où  il  est  en  équilibre  stable  a 
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la.  surfisicie  (f  un  liquide ,  de  telle  sorte  que  son  plan  de  symé-. 
trie  5oU  reâté  vertical;  et  supposons,  en  outre,  que  toutes 
les  vitesses  initiales  soielit  nulles. 

il  est  d'aixird  évident  que  tout  étant  symétrique,  tant  dans 
les. forces  que  dans  le  déplacement,  par  rapport  au  même 
plan  vertical,  ce  plan  restera  constamment  vertical;  çt  là 
position  du  corps  sera  déterminée  à  chaque  instant ,  si  Ton 
connaît  la  position  d'un  de  ses  points^  par  exemple  de  son 
centre  de  gravité,  6t  la  direction  d^une  ligne  fixe  dans 
ce  corps,  par  eicemple  celle  qui,  dans  Tétat  d^quilihre, 
cotitenait  les  centres  de  gravité  du  corps  et  du  liquide 
déplacée 

Nous  emploierons  les  mêmes  dénoniinations  que<lans  là 
question  précédente,  et  il  s'agira  de  déterminer  ô  et  Ç  (/îg^.  i  o) . 
Lorsque  ces  quantités-seront  connues ,  la  position  du  centre 
de  gravité  le  sera  aussi.  Car,  toutes  les  forces  étant  verti» 
cales ,  ce  point  se  meut  sur  la  verticale  passant  par  sa  pov 
sitioii  initiale;  on  pourra  donc  le  construire  dès  qu'on 
connaîtra  Tangle  0  et  la  distance  Ç  du  point  C  an  niveau . 
du  liquide.  D'ailleurs  l'expression  de  son  ordonnée  GF  =?  z  i 
jpeùt  facilement  s'obtenir.  Çoient  GH^?/,  CH  =  p,  ott, 
aura 

z,  ==  / CQS  0 -T /?  sin  9 -h  Ç, 

ou ,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs 
au  premier. 

Le  problème  est  donc  entièrement  ramené  à  la  détermina- 
tion de  9  et  Ç. 

Le  centre  de  gravité  Q  se  mouvant  comme  si  toute  la 
niasse  M  y  était  réunie  et  que  toutes  les  forces  y  fussent 
appliquées,  on  en  déduira  facilement  une  première  équation 
entre  &  et  l^.  En  effet ,  il  suffira  de  supposer  en  G  deux  forces 
verticales  :  Tune  égale  à  M^«  etidirigée  daQS  le  sens  de ^la 
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pesanteur;  Taulre,  dirigée  6n  s^is  contraire  et  égale  àa 
f>oicl3  du  liquide  déplacé.  Or,  les  volumes  BCM',  ACU  étant 
équivalents ,  le  volume  LDM  jest  égal  à  Y  +.  &^,  et  son  poids 
est  sp^ -¥- gpbÇ'^  et  comme  M=  pV,  la  résultante  de 
toutes  les  forces  sera  —  gp^l^.  On  aura  donc 


OU 


Nous  obtiendrons  une  seconde  équation  en  considérant  le 
mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de  gravité,  sup 
posé  immobile. 

Le  poids  du  corps  étant  dâruit^  puisque  le  centre  de  gra- 
vité est  fixe ,  il  ne  reste  â  coiisidérer  que  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  provenant  de  l'action  du  liquide,  etqw 
sont  appliquées ,  comme  nous  l!avons  dé^k  dit,  à  tous  les 
points  de  la  partie  immergée  du  corps. 

Le  moment  résultant  de  toutes  les  forces  relatives  à  li 
partie  LML^M\  et  considéré  comme  positif  lorsquHl  tend 
à  diminuer  l'angle  6 ,  est 

^pôÇ(/sin0  -H/?cosO), 

et  peut  se  réduire  k  g pbp^.  Il  faut  y  ajouter  les  moments 
provenant  de  ADB,  M'CB,  et  en  i^etrancber  celui  qui  pro- 
viendrait de  ACL'. 

Or,  la  résultante  des  forces  verticales  appliquées  à  tons 
les  points  du  volume  ADB  est  appliquée  en  O  et  égale  à 
gpy^y  ie  moment  résultant  sera  donc  gp\a  sin0,ou 
gpaYO. 

Si  maintenant  nous  décomposons  le .  volume  M^  CB 
comme  dans  la  question  précédente ,  le  moment  du  prisme 
ayant  pour  base  d}.  sera,  en  désignant  par  u  sa  distance  à 
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la  perj^i^culaire  au  plan  de  symëtrie  menée  par  C , 

gpOudX  (/sin  9  -h p  cos  ô.  H-  u  cos  ô), 

ou  simplemem 

gp9u{p  "h  u)^!}., 

et  Ton  devra  faire  la  somme  des  expressions  semblables 
dans  toute  l'entendue  de  Faire  projetée  suivant  CB. 

Quant  au  volume  ÂCL',  il  faut  supposer  à  tous  ses  points 
des  forces  dirigées  dans  le  sens  même  de  la  pesanteur,  et  le 
moment  d'un  élément  dl  sera 

u'  désignant  les  distances dirigéesen  sens  contraires  de  celles 
cpi  sont  désignées  par  u.  Si  donc  on  intègre 

g^9u(p  +  u)  d\ 

dans  toute  Tétendue  de  Taire  &,  en  regardant  u  comme  po- 
sitif à  droite  de  C ,  et  comme  négatif  à  gauche ,  on  aura  la 
somme  algébrique  des  moments  correspondants  aux  deux^ 
parties  M'CB,  AÇL'.  On  trouve  ainsi 

Or  fudX  est  nul ,  puisque  le  centre  de  gravité  de  l'aire  b 
est  sur  la  droite  projetée  en  C  ;  et  si  Ton  pose  encore 

fu^dx=zb/t»,  ^ 

la  dernière  expression  se  réduit  à 

gbp9h\ 

En  réunissant  tous  les  moments,  on  obtient 

et  Ton  devrait  changer  a  en  —  a  si  le  point  O  était  au-des* 
i50us4eG.^ 
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Or,  d'après  la  lliéorie  du  mouvemedt  autour  don  axe 
6xe ,  cette  somme  de  moments  doit  être  ^ate  à 

MXr*  étant  le  moment  d'inertie  du  Corps  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie ,  menée  par  son  cen- 
tre de  gravité  ^  on  aura  donc ,  en  remplaçant  M  par  p  V, 

Les  équations  (i)  et  (a)  renferment  la  solution  complète  de 
la  question;  elles  se  rapportent  au  cas  où  le  centre  de  gra- 
vité du  corps  est  au-dessous  de  celui  du  liquide  dëplaéédans 
la  j>ositîon  d'équilibre.  Il  suffira  d'y  changer  le  signe  de  a, 
dans  le  cas  où  ces  deux  points  seraient  placés  d'une  manière 
inTer&e< 

.  160:  Intégrons  d'abord  ces  équations  en  supposant  que 
le  corps  soit,  en  outre ,  symétrique  par  rapport  au  plan 
mené  par  GO  perpendiculairement' au  premier;  ce  qui  est 
à  peu  près  le  cas  des  bâtiments  de  mer. . 

Nous  aurons  alors  p  =  o,  et  les  équations  deviennent 

Ces  équations  peuvent  s'intégrer  indépendamment  Tune  de 
l'autre ,  et  l'on  trouve 

i  Ton  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  vitesses 
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iiiiiialos  soient  nulles ,.oi>  aura 
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*  =  «' 


rfr  =  °' 


en  même  temps  que  ^  =  o ,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

a'  =  o^     6'  =  o; 

el  les  valeurs  de  6  et  ^  seront 


(  3  )       Ç  =  a  ces  t 


^f,  .^.^t^^m^- 


les  constantes  ûc,  6  représentent  àlorâ  leâ  valeurs  initiales 
de  Ç  et  ô,  et  l'on  voit  que  6  et  Ç  resteront  constamment  très- 
petits  y  puisqu'ils  seront  tout  au  plus  égaux  à  a  et^. 

La  valeur  de  Zi  étant  /  H-  (^,  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  G  sera  le  même  que  le  mouvement  vertical  du  point 
C;  Ces  mouvements,  ainsi  qu«  celui  de  la  droite  GO 
autour  du  point  G ,  sont  les  mêmes  que  ceux  de  pendules 
simples. 

Si  le  point  G  est  au-dessous  de  O ,  la  valeur  de  6  sera 


et  si  l'on  a 


=  ^"^iy 


g  (  bh^  —  tf  V  ) 


bà^—  aW^  o, 


0  restera  toujours  inférieur  à  6,  et  par  suite  très-petit. 

Mais  si  l'on  avait  hk*  —  a  V  <^  o,  la  valeur  de  9  s'expri- 
merait par  des  exponentielles ,  et  ne  resterait  plus  très- 
petite  lorsque  t  croîtrait  indéfiniment.  La  condition  de 
stabilité  de  l'équilibre  est  donc  bh*  —  aV>  o  lorsque  G 
est  au-dessus  de.O.  C'est  celle  que  nous  avions  déjà  trouvée 
plus  généralement. 

161.  Pour  intégrer  les  équations  générales  (i)  et  (2), 
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il'  9 
on  commencera  par  éliminer    -77  <ïe  îa  première,  ce  qui 

la  réduit  à 

Si  l'<m  fait,  pour  abréger, 

— vP       -"•    VT' -^'    vP=*' 

les  deux  équations  à  întëgrer  seront 

Multiplions  la  seconde  par  une  indéterminée  X,  et  ajou- 
tons-la à  la  première  \  puis  posons 

Ç^*XO  — X,     ^i^-til  =  X,    d'où   *VH-(a— 6)X  — 60  =  0, 

il  en  résultera 

— -4-(a-i.X*)ar=:o, 

d'où 

xr=  c  cos  t^ a  -h  18^ 

en  supposant  les  vitesses  initiales  nulles. 

Désignant  par  }.i ,  X^  les  deux  .racines  dei  réquation  X, 
que  nous  supposerons  réelles,  et  telles  que  a  +  ld  soitpo- 
sitif)  sans  quoi  x  ne  resterait  pas  toujours  très-petit ,  nous 
aurons 

Ç  -I-  X,0  =  </  COS  ^  V^«"+~^ 
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d  OÙ  l^on  déduira  facilement  les  valeurs  de  d  et  f  eu  fonc- 
tion  de  f ,  et  des  coustautes  c^  c\  qui  se  détermineront  par 
les  valeurs  initiales  de  Ç  et  6, 

162.  On  peut  remarquer  que  si ,  à  partir  de  C,  on  porte 
sur  la  droite  AB  deux  longueurs  égales  à  A,,  Aj ,  d'un 
côté  ou  de  l'autre  suivant  les  signes  de  ces  quantités,  on 
aura  deux  points  dont  le»  distances  au  niveau  du  liquide 
seront  exprimées  respectivement  par 

Ç-h  V,  ô     et     Ç-H  >;0; 

et,  d'après  les  valeurs  de  ces  deux  expressions  en  fonction 
de  f ,  le  mouvement  vertical  de  chacun  de  aes  deux  points, 
sera  le  même  que  celui  d'un  pendule  simple.  Cette  remar- 
que curieuse  a  été  faite,  je  crois ^  par  M.  Cauchy. 

163.  L'équation  dX*  -h  (a  —  S)  X  — 6/7  ==  o  aura  ses 
deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires ,  lorsque  G  sera, 
au-dessous  de  O ,  parce  que  6  et  ^  seront  positifs.  Pour 
connaître  le  signe  de  «  +  X  d,  on  posera 

et  l'on  aura 

y'-(«-f-6)r4-y  ^o, 

équation  dont  les  deux  racines  sont  positives,  de  sorte  que 
la  valeur  de  x  sera  de  la  forme  que  nous  avons  supposée  y  et 
le  déplacement  restera  infiniment  petit. 

Si  G  est  au-dessus  de  O  et  que  l'on  ait  bh*  -r-  aY  '^  Oj 
ë  restera  positif  et  les  deux  valeurs  de  X  sont  réelles  et  de 
signes  contraires  5  on  trouve  eucore  a  H-  Xcî  ]>  o,  et  le  dé- 
placement reste  toujours  infiniment  petit  comme  cela  de- 
Yaitètre,  puisque  la  condition  de^stabilité  de  TéquiliBre^eat 
remplie. 

Mais  si ,  G  étant  au-dessus  de  O,  on  a  bh*  —  a V  <Ç  o,  6 
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est  négatif,  et  Tune  des  valeurs  de  o^-i-Xâ  est  n^attv&v 
Les  Talenrs  de  9  et  ^  renfermeQt  alors  des  exponentielles 
et  ne  restent  plus  très-petites;  de  sorte  que  les  calculs 
précédents  ne  s'y  appliquent  plus.  C'est,  en  effet,  le  cas 
où  nous  avions  déjà  démontré  que  l'équilibre  est  in- 
stable. 

164.  Les  équations  (3) ,  relatives  ou  cas  où  le  corps  est 
symétrique  pai;  rapport  a  deux  plans ,  montrent  que  si  la 
valeur  initiale  de  ^  est  nulle ,  on  a  a  =  o,  et  que  par  consé- 
quent ^  est  constamment  nul.  Alors  le  centre  de  gravité 
reste  immobile,  et  il  n'y  a  qu'un  mouvement  de  rotaûon 
autour  d'un  ate  passant  par  ce  point  ;  de  plus,  le  Yolome 
d'eau  déplacé  reste  constant ,  puisque  le  point  G  est  toujoim 
à  la  surface  du  liquide. 

Les  équations  (4)9  relatives  à  un  seul  plan  de  synoiétric, 
démontrent  que,  lors  même  que  la  valeur  initiale  de  Ç  se- 
rait zéro,  ce  qv^i  est  le  cas  ou  le  volume  d'eau  déplacé  après 
le  dérangement  serait  égal  à  V,  on  n'a  pas  constamment 
^  =  o,  et  par  conséquent  le  volume  immei^é  ne  restera  pas 
égalàV. 

165.  Dans  les  premières  recherches  sur  la  stabilité  de 
Téquiliblre  des  corps  flottants,  on  considérait  un  point 
particulier  qu'on  nommait  méface/i^re»  et  que  nous  allons 
faire  connaître ,  parce  qu'on  en  fait  encore  usage  aujour- 
d'hui. 

■s 

Lorsqu'un  corps  symétrique  par  rapport  à  un  plan  ve^ 
tical  est  dérangé  infiniment  peu  de  sa  position  d'équilibre, 
il  est  sollicité  par  son  poids  et  par  la  pression  du  liquide 
qui  se  réduit  à  une  force  verticale  passant  par  le  centre  de 
gravité  du  liquide  déplacé.  Or,  si  la  droite  GH  est  rencon^ 
trée  par  la  direction  de  cette  force  au-dessus  de  G ,  le  corps 
tendra  à  reprendre  sa  première  position ,  et  si  la  rencon- 
tre a  lieu  au-dessous ,  il  tendra  à  s'écarter  de  sa  position 
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d^^quîlibre.  D'où  l'on  concluait  que  l'équilibre  était  stable 
dans  le  premier  cas ,  et  instable  dans  le  second.  Quant  à 
ce  point  de  rencontre  que  Ton  nommait  métacentre,  on 
le  déterminait  en  supposant  que  le  volume  de  liquide  dé- 
placé était  équivalent  à  celui  .qui  se  rapportait  a  la  posi- 
tion d'équilibre,  ou  que  du  moins  on  pouvait  négliger 
son  accroissement  infiniment  petit,  sans  qu'il  en  résultat 
aut^une  erreur  sur  la  limite  du  point  de  rencontre  des  deux 
droites. 

Cette  théorie  est  défectueuse ,  parce  que  le  volume  infi- 
niment petit  que  l'on  négligeait ,  bien  qu'il  ne  déplace 
quMnfinîment  peu  le   centre  de  gravité  du  liquide,  fait 
cependant  varier  d'une  quantité  finie  la  position  du  point 
de  rencontre  des  deux  droites ,  qui  font  entre  elles  un  angle 
infiniment  petit  (i).  Il  faudrait  donc  suivre  les  différentes 
positions  de  ce  point  dans  le  mouvement  du  corps  ;  ce  qui 
ne  peut  se  faire  que  quand  le  problème  est  résolu,  et  que 
l'on  n'a  plus  besoin  de  savoir  si  les  écarts  restent  infini- 
ment petits.  Mais  ce  qu'il  est  bon  de  remarquer,  c'est  que 
lors  même  que  l'équilibre  est  stable ,  le  point  de  rencontre 
en  question  se  trouve  tantôt  au-dessus  et  tantôt  au-dessous 
du  centre  de  gravité  du  corps ,  excepté  dans  le  cas  particu- 
lier où  la  droite  GO  passe  par  le  centre  de  gravité  delà 
section  à  fleur  d'eau.  Or,  il  est  clair  que,  si  l'on  avait  su 
cela,  on  aurait  renoncé  à  une  démonstration  qui  aurait 
prouvé  aussi  bien  la  stabilité  que  l'instabilité  de  l'équilibré. 
Néanmoins  il  y  a  cela  de  remarquable,  que  le  point  de  ren- 
contré que  Ton  déterminait  dans  l'hypothèse  inexacte  où 
l'on  aurait  pu  considérer  le  volume  immergé  comme  con- 
stant, donne  la  véritable  condition  de  stabilité.  Les  effets 
du  déplacement  de  ce  point  sur  la  droite  GH  dé  part  et 
d'autre  de  G  ne  peuvent  renverser  le  corps  que  quand  le 

(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  xnv®  cahier. 
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métaccnlre  est  au-dessous  de  G.  Mais  c'est  ce  qu'on  ne 
pouvait  établir  que  par  une  analyse  semblable  à  celle  dont 
nous  avons  fait  usage. 

\^,  Application  à  V ellipsoïde, —  Commençons  par 
chercher  la  condition  de  stabilité  de  l'équilibre  d'un  ellip- 
soïde homogène  flottant  sur  un  liquide ,  et  dérangé  infini- 
ment peu,  mais  d'une  manière  quelconque,  de  sa  position 
d'équilibre.  Soient  A ,  B ,  C  [fig^  1 1  )  les  trois  demi-axes 
de  l'ellipsoïde,  D  sa  densité,  G  le  centre  de  l'ellipsoïde, 
O  le  centre  de  gravité  du  volume  immergé  LMA ,  qui  sera 
nécessairement  au-dessous  de  G.  Supposons  que  Taxe  ver- 
tical A  A'  soit  celui  dont  la  longueur  est  2  A,  et  que  Fou 
ait  B  >  C  5  conservons,  du  reste ,  toutes  les  dénominations 
précédentes. 

rliik condition  de  stabilité  de  l'équilibre  est  iA*^aV, 
hli}  étant  le  moment  d'inertie  de  l'aire  de  la'  section  LM 
par  rapport  à  la  droite  menée  par  son  centre ,  qui  donne  le 
moment  minimum.  Cette  droite  est  le  plus  grand  des  deux 
axes  principaux  de  l'ellipse  \  c'est  donc  celui  qui  est  paral- 
lèle à  l'axe  2B. 

Si  l'on  désigne  ABpar  a?,  l'équation  qui  en  déterminera 
la  valeur  sera 

(i)  i2^=(3A-^)a:^ 

P 

Elle  exprime  que  le  poids  de  1  ellipsoïde  est  égal  à  celui  du 
liquide  déplacé,  dont  le  volume  est 

V=!^(3A-_.r. 

Le  théorème  des  moments  fait  connaître  immédiatement  la 
valeur  de  a  V,  qui  est 

4  A* 


l.:' 
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L€s  dcmi-âxes  de  la  section  LM  on  t  pour  valeur 

B   / C    ,—■ 

-V^Ax  —  x'^       et     -  V  2Aj:  —  x^; 
A  A 

le  prçmier  est  parallèle  à  l'axe  2 B,  le  second  à  l'axe  2C  de 
l'ellipsoïde,  et  ce  dernier  est  le  plus  petit. 

Or,  le  moment  d'inertie  d'une  ellipse  ayant  pour  demi- 
axes  a,  6  est,  par  rapport  à  la  direction  de  Taxe  6, 


TT 


6  a' 


4   ' 

donc  le  moment  d'inertie  minimum  de  l'aire  LM  sera 


ttBC^ 


^(2Ax-a:^)% 

et  la  condition  de  stabilité  est  que  cette  expression  soit  plus 
grande  que  aV^  ce  qui  donne,  en  supprimant  les  facteurs 

communs , 

C»>AS     ou     €>A; 

• 

mais  comnie  on  a  déjà  B  >  C,  la  condition  de  la  stabilité 
de  l'équilibre  se  réduit  à  ce  que  l'axe  vertical  de  rellipsoide 
soit  le  plus  petit  des  trois. 

167.  Cela  posé^  déterminons  les  oscillations  de  l'ellip- 
soïde, en  supposant  que  le  plan  des  axes  2  A,  2  C  reste  ver- 
tical 5  et  que  l'on  ait  A  <^  C. 

Il  faudra  commencer  par  résoudre  l'équation  (i). 

On  reconnaît  immédiatement  qu'elle  n'a  qu'une  seule 
racine  positive  comprise  entre  o  et  2  A ,  et  c'est  celle  qui 
se  rapporte  à  la  question.  Cette  racine  étant  connue ,  a  le 
sera ,  ainsi  que  Taire  b  de  la  section  LM ,  et  son  moment 
d'inertie  è/t*,  qui  a  pour  valeur 


»7 
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Les  équations  du  mouyement  de  rellipsoïde  seropt  donc 

(PB         i5gp(C^  — A^)(2Ax  — jr^)^     _ 
dt''^  i6DA'(C»-f-A»)  ^^' 

Daus  le  cas  particulier  où  l'on  aurait  p=  sD^  il  en  réstil- 
terait  x=  A^  et  les  équations  du  mouvement  se  rédui- 
raient à 

€k*  ^  srA  ^         ' 

€^0        iSfffC»  — A») 
dt^^  8A(C»-|-A»)  ^ 

Dans  ce  cas,  le&  deux  mouvements  de  translation  et  de  ro^ 
tâtion  s'accompliraient  dans  la  même  période  de  temps  si 
l'on  avait  C  =  3A. 


Équilibre  dun  mélange  de  gaz  pesants, 

168«  Considérons  un  cylindre  vertical  indéfini  renfer- 
mant plusieurs  gaz  pesants,  et  fermé  à  sa  base  située  à  la 
surface  de  la  terre,  à  la  distance  r  de  son  centre.  Suppo- 
sons la  température  constante  dans  toute  l'étendue  du 
cylindre,  ^t  la  pesanteur  variable  en  raison  inverse  du 
carré  de  là  distance  au  centre  de  la  terre. 

L'expérience  a  montré  que ,  lorsque  plusieurs  gaz  sont 
placés  dans  une  même  enceinte  et  qu'ils  sont  sans  action 
chimique  les  uns  sur  les  autres,  ils  ne  se  superposent  pas, 
par  ordre  de  densité,  comme  les  liquides  ;  mais  chacun  d'eux 
se  dispose  comme  s'il  était  absolument  seul  dans  l'enceinte, 
et  la  pression  et  la  densité  en  cliaque  point  du  mélange 
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sont  les  sommes  de  celles  que  Ton  observerait  dans  l'équi- 
libre de  chacun  de  ces  gaz ,  considéré  isolément. 

Soient  p'  et  p^  là  pression  et  la  densité  de  Tun  des  gaz ^ 
pour  une  valeur  quelconque  de  ^  5  p\^  p\  leurs  valeurs 
pour  z  =  o^  g"  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre.  On 
aura^'  =  k' p\  k'  étant  constant,  puisque  la  température 
est  la  même  en  tous  les  points ,  et 

X  =  o,     Y=o,     Z  =  ^^-^,, 
et^parsuite^ 

d'où  5  en  remplaçant  p  par  j^i 

dp'  gr^        dz 


puis ,  en  intégrant  à  partir  de  2:  =  o,  et  réduisant. 


ou 


gr       z 


et,  par  suite, 


p'  =  ^,e      *'-^-S 


gr       s 


On  trouverait  de  même  pour  un  autre  gaz, 


p" 

=r 

p". 

e 

k" 

z 

p". 

e 

-¥' 

z 

p 

> 

et  ainsi  des  autres.  Si  donc  on  désigne  par;?  et  p  la  pression 
et  la  densité  qu'on  observerait  à  une  hauteur  quelconque 


262  COURS    DE    irÉGAllIQUE. 

daus  le  mélange  de  ces  divers  gaz ,  on  aura 


p 

p. 

e 

z 
r  -^s 

+  /. 

e 

k" 

5 

rH-5 

p 

_ 

t 
Pc 

e 

A' 

s 

+  p'. 

e 

z 
r'^z 

•  •  > 


•  •  • 


Il  est  bon  de  remarquer  que  les  dififéreiits  gaz  né  seront 
pas  mêlés  exactement  dans  les  mêmes  proportions  à  diffé- 
rentes hauteurs;  car  les  quantités  p',  p'^v  ^^  sont  pas 
respectivement  dans  les  mêmes  rapports  que  p\^  plw 
à  moins  que  les  coefficients  A',  h"^..,  ne  soient  égaux,  ce 
qui  n'a  pas  lieu  en  général.  Mais  ces  coefficients  étant  gé- 
néralement de  très-grands  nombres,  le  changement  de 
proportion  des  gaz  ne  se  ferait  sentir  qu'à  des  hauteurs 
considérables^ 

Mesure  des  hauteurs  par  les  observations  barométriques, 

\G9.  Supposons  l'atmosphère  en  équilibre ,  et  concevons 
quelle  soit  entièrement  solidifiée,  à  l'exception  d'un  cylin- 
dre vertical  partant  de  la  surface  de  la  terre  et  s'étendant 
indéfiniment  au-dessus;  la  constitution  de  Tair  dans  son 
intérieur  restera  la  même  qu'auparavant,  et  il  suffira  delà 
déterminer  pour  connaître  celle  qu'avait  d*abord  Tatmo- 
spiière.  Or,  si  nous  pouvons  calculer  la  pression  du  gaz 
dans  ce  cylindre  en  fonction  de  la  hauteur,  la  connaissance 
de  celte  pression  en  un  point  quelconque  conduira  à  celle 
delà  hauteur  de  ce  point;  et  d'ailleurs  la  pression  pourra 
être  déterminée  au  moyen  du  baromètre,  en  tenant  compte 
de  quelques  circonstances  accessoires.  Occupons-nous  donc 
de  chercher  la  formule  qui  lie  la  hauteur  à  la  pression  dans 
cp  cylindre  atmosphérique  en  équilibre. 

Supposons  (pc  la  pesanteur  varie  en  raison  inverse  du 
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carré  de  la  distauce  au  centre  de  la  terre,  et  ne  tenons  pas 
compte  du  changement  insensible  qu'opérerait  dans  cette 
loi  le  changement  de  la  force  centrifuge  dans  l'étendue 
verticale  où  sont  renfermés  les  points  que  nous  compare- 
rons. Soient  g  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la 
terre  au  lieu  que  l'on  considère,  r  la  distance  de  ce  point 
de  la  surface  au  centre  de  la  terre ,  et  g^'  sa  valeur  à  la  dis- 
tance r  -+-  z'^  on  aura 

^       (r  +  zy 

Soient  6  la  température  d'un  gaz ,  a  le  coefficient  de  dilata- 
tion des  gaz  pour  une  élévation  de  température  de  i  degré 
centigrade ,  et  ft  un  coefficient  constant  pour  un  même  gaz  ] 
on  aura  l'équation  suivante  : 

/?  =  /p  (i  -H  aO). 

Cette  même  formule  est  évidemment  applicable  à  un  mé-^ 
lange  de  plusieurs  gaz  ou  vapeurs  dans  des  proportions  in- 
variables, le  coefficient  fc  ayant  une  certaine  valeur  moyenne 
entre  celles  qui  se  rapporteraient  à  chacun  d'eux.  C'est  celle 
que  nous  adopterons  pour  l'air,  parce  que  l'expérience  a 
prouvé  que  la  proportion  des  gaz  qui  le  composent  est  la 
même  à  la  surface  de  la  terre  et  aux  plus  grandes  hauteurs 
où  l'on  s^est  élevé  dans  la  verticale.  Quant  à  la  vapeur  qui 
s'y  trouve  mêlée,  et  qui  est  en  assez  faible  quantité  à  des 
hauteurs  un  peu  considérables ,  il  faudra  aussi  admettre 
qu'elle  entre  dans  une  proportion  constante ,  qui  sera  une 
moyenne  entre  celles  qu'on  observerait  aux  deux  points  ex- 
trêmes dont  on  cherche  la  diflerence  de  hauteuk*. 

Le  coefficient  a  est  à  peu  près  le  même  pour  tous  les  gaz 
ainsi  que  pour  les  vapeurs  et  égal  à  o,oo366.  Mais,  comme 
la  quantité  de  vapeur  contenue  dans  l'air  augmente  avec 
la  température ,  et  que  la  vapeur  a  une  densité  moindre  que? 
l'air,  sous  une  même  pression,  il  s'ensuit  que,  quand  la 
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température  s'élève,  la  densité  de  Tair  doit  diminiier  un 
peu  plus  rapidement  que  ne  rindicperait  la  formule  précé- 
dente. On  aura  égard  à  cette  circonstance  en  augmentant  le 
coefficient  a ,  et  la  valeur  qu'on  lui  dcmne  ordinairement  à 

cet  effet  est  o,oo4- 

Cela  posé,  il  faudra  faire,  dans  Féquation  générale  de 
réquilibre  des  fluides , 

X  =  o,       Y  =  o,       Z  =  -gr'; 
on  aura 

ou,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  en  fonction  de  p, 

dp  gr^  dz 

7"^""X-(i-4-a0)'(rH-z)»' 

La  température  Q  varie  suivant  ime  loi  inconnue  avec  la 
hauteur,  et  l'on  s'écartera  peu  de  l'exactitude  en  lui  suppo- 
sant une  valeur  constante,  égale  à  la  moyenne  des  tempéra- 
tures des  deux  points  extrêmes  que  l'on  considère.  D'après 
cela,  l'équation  précédente  donne,  par  l'intégration  de  ses 
deux  membres, 

C  désignant  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera 
au  moyen  des  données  relatives  à  la  première  des  deux  sta- 
tions dont  on  demande  la  différence  de  hauteur. 

Soient  Zq  etpo  les  valeurs  de  z  et  de^  à  la  première  sta- 


tion ^  on  aura 


et,  en  soustrayant  les  deux  équations  l'une  de  l'aulrc, 


l.^  = 


^(l -+-a6)(r-hï,)    /• -l-  s 


DEUXIEME   PARTIE.    HYDROSTATIQUE.  ^  a65 

Si  Ton  désigne  par  Z  les  hauteurs  verticales  au-dessus  de 
la  première  station ,  c'est-à-dire  si  ron  pose  z  -^  z©  =  Z ,  et 
(p'on  fasse  r  +  z©  =  R,  réquation  précédente  devient 

^  ^  "^  ^R(H-aO)  R-+-Z' 
Soient  îq^  t  les  températures  de  Tair  aux  deux  stations ,  la 
valeur  de  9  sera ;  mais ,  pour  ne  pas  compliquer  l'é- 
quation ,  nous  continuerons  à  la  désigner  par  d.  Quant  au 
rapport —ï  il  peut  s'exprimer  au  moyen  des  hauteurs  ba- 
rométriques correspondantes  aux  pressions  p,  /?oî  pourvu 
qu'op  y  ramène  le  mercure  à  une  même  température,  et 
que ,  de  plus ,  on  ait  égard  à  la  variation  de  la  pesanteur  en 
passant  d'une  station  à  l'autre. 

En  effet,  en  désignant  par  D  la  densité  du  mercure  à 
o  degré ,  par  A©  ?  '*  les  hauteurs  barométriques  correspon- 
dantes aux  deux  stations  et  ramenées  à  la  même  tempéra- 
ture ,  par  exemple  à  o  degré ,  et  par  g^ ,  g'  les  valeurs  de  la 
pesanteur  à  ces  deux  stations ,  on  aura 

d'où  Ton  conclut 

Substituant  dans  l'équation  (i)  et  remplaçant  les  logarith- 
mes népériens  par  les  logarithmes  ordinaires ,  divisés  par  le 
module  M  dont  la  valeur  est  0,434^945 ,  on  obtient 

1 70.  La  correction  qu'il  faut  faire  aux  indications  du  ba- 
romètre est  très-facile.  Soient  Tq,  T  les  températures  du 
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mercure  aux  deux  stations,  lesquelles  sont  indiquées  par 
des  thermomètres  adaptés  au  baromètre  ;  et  H^ ,  H  les  hau- 
teurs indiquées  par  le  baromètre. 

Le  mercure  se  dilatant  de  —^  de  son  volume  à  o  degré, 
pour  chaque  degré  du  thermomètre  centigrade ,  les  valeurs 
que  prend  sa  densité  aux  températures  o  et  To  sont  entre 

T  . 

elles  dans  le  rapport  de  i  4-  ^ff~  ^  l'unité.  Or,  la  pression 

de  l'air  est  mesurée  par  le  poids  d'une  colonne  de  mercure 
ayant  l'unité  pour  base,  et  pour  hauteur  celle  qu'indique 
le  baromètre  vertical  \  de  sorte  que ,  pour  une  même  pres- 
sion, cette  hauteur'^sera  en  raison  inverse  de  la:  densité  du 
mercure.  Donc  entre  H^  et  Ji^^ ,  on  aura  la  i^elation 


on  aura  de  même 


^•=*'('+5&)5 


d'où  l'on  tire 


T 
ho Ho  555o 

^  555o 

ou ,  en  négligeant  les  puissances  de   ^^v    5  supérieures  à  la 
première , 

//o  Ho 


h       „  /        To  —  T 


H     i-h 


555o 


) 


On  voit  donc  qu'il  suffira  de  prendre  h^  =  H^  et  de  rempla- 
cer h  par 

Nous  laisserons,  pour  plus  de  simplicité,   dans  la  loi- 
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mule  (2) ,  les  quantités  h^^  et  h  qui  sont  maintenant  déter- 
minées, d'après  les  observations  faites  aux  deux  stations. 

Il  y  a  encore  une  autre  correction  à  faire  à  la  formule  (2), 
et  qui  est  relative  à  la  latitude  du  lieu  de  l'observation. 

Nous  avons  désigné  par  g  la  pesanteur  considérée  à  Pa- 
ris ,  et  sa  valeur  est 

5^  =  9,80896. 

La  formule  (2)  ne  se  rapporterait  donc  qu'à  des  observa- 
tions faites  à  Paris.  Pour  qu'elle  soit  applicable  dans  tous 
les  lieux ,  il  faut  y  substituer  à  g  l'expression  suivante  : 

I  —  o ,  0O2588  cos  2  \j/ 
1  —  o,  002688  cos  2  \j/,' 

^  désignant  la  latitude  du  lieu  de  l'observation,  et  ^1  celle 
de  Paris. 

En  faisant  cette  substitution  dans  l'équation  (2),  le  se- 
cond membre  aura  un  coefficient  purement  numérique,  que 
l'on  peut  calculer  directement,  ou  déduire  de  Féquation 
même ,  dans  laquelle  on  substituerait  à  Z  la  valeur  résultant 
de  mesures  trigonométriques.  Ces  deux  procédés  donnent 
sensiblement  le  même  résultat;  si ,  de  plus,  on  suppose  que 
la  première  station  ait  lieu  sensiblement  au  niveau  de  la 
mer,  auquel  cas  on  a 

2a  =  0,        R=:r,        Z=:z, 

la  formule  (  2  )  deviendra 

i8336"»(i+a0)     r,      ^0         1     /       «M/       A 

171.  Pour  calculer  la  valeur  de  z^  on  commencera  par 
substituer  à  0  et  t|/  les  valeurs  données  par  les  observations^ 
et  si ,  pour  abréger,  on  fait 

i8336(i  -4-aô)        ii  . 

—  A , 


I  —  O  ,002588  cos  2i|* 
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on  aura  ■'  ^ 

z = A  [log  ^  4- 2  log  (i+ j)  j  (i-h  ^y 

IN^igeant  d'abord  -  par  rapporta  i,  on  aura  unepre- 

mîère  valeur  approchée ,  que  nous  désignerons  par  jSi,  et 
qui  sera 

Al        '*• 

pour  avoir- une  seconde  valeur  plus  approchée  Zj ,  on  sub- 
stituera z^  k  z  dans  le  second  membre ,  et  Ton  aui'a 

»,  =  A[iog^  +  .iog(.-f-ii)](.+  ii). 

■V 

On  substituera  ensuite  cette  nouvelle  valeur  k  z^  dans  le 
second  membre  de  la  même  équation,  et  Ton  aura  encore 
une  autre  valeur  plus  approchée  pour;^.  On  pourrait  conti- 
nuer indéfiniment x;es  appro^mations  successives;  mai^,  le 
plus  ordinairement^  on  pourra  s'arrête^  kz%. 

Lorsque  -  est  très-petit ,  on  peut  le  négliger  entièrement 

dans  la  formule  ( 3)  ;  mais  alors  il  est  nécessaire  d^augmeo- 
ter  un  peu  le  coefficient  i8336.  M.  Ramond  a.  conclu  d'un 
grand  nombre  d'observations  faites  dan$  le  midi  de  la  France, 
qu'il  fallait  le  remplacer  par  18393^  comme  en  même 
temps  cos.2  ^  était  sensiblement  nul ,  i(l  employait  la  formule 
très-simple 

z  ±=  18393  (i  4-  aô)  log  T^« 
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HYDRODYNAMIQUE. 


17â.  L'Hydrodynamique  a  pour  objet  le  mouvement  des 
fluides. 

Pour  se  faire  une  idée  exacte  du  problème  considéré  de 
la  manière  la  plus  générale ,  il  faut  supposer  qu'à  un  instant 
déterminé,  que  Ton  prendra  par  exemple  pour  origine  des 
temps,  on  connaisse  la  position  de  toutes  les  molécules  qui 
composent  le  fluide ,  et  les  vitesses  dont  elles  sont  animées  ^ 
que ,  de  plus ,  on  donne  les  forces  extérieures  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  fluide,  les  pressions  et  les  autres  con* 
ditions  relatives  à  ses  limites  dans  tous  les  sens.  Cela  posé, 
il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  de  chaque  molécule 
en  particulier,  c'est-à-dire  de  trouver  l'expression  de  ses 
trois  coordonnées  en  fonction  du  temps,  et  de  connaître, 
de  plus ,  la  pression  et  la  densité  en  un  point  quelconque 
et  à  un  instant  qudcqnque. 

Les  coordonnées  oc^  y  ^  z  d'une  molécule  déterminée 
sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  t.  Mais  ces  fonc- 
tions changent  d'une  molécule  à  l'autre  et  dépendent,  par 
conséquent,  des  coordonnées  «,  i,  c  du  point  où  se  trou- 
vait la  molécule  que  l'on  considère,  à  l'origine  du  mouve- 
ment. On  doit  donc  regarder  x^y^  z  comme  des  fonctions 
des  quatre  variables  indépendantes  a,  ft,  e,  f^  et  si  l'on 
peut  trouver  l'expression  générale  de  ces  trois  fonctions, 
on  connaîtra  exactement  le  mouvement  de  telle  molécule 
que  l'on  voudra,  à  partir  de  sa  position  initiale. 
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173.  Si  le  problème  était  résolu,  et  que  l'on  counûl 
ces  trois  fonctions  de  a,  i,  c,  /,  on  en  pourrait  déduire  a, 
i,  c  en  fonction  de  a:,  r,  5? ,  ^,  et,  par  conséquent,  toute 
fonction  des  variables  indépendant eô  à,  i,  c,  f.peut  être 
considérée  comme  fonction  des  quatre  variables  indépen- 
dantes x^  y^  z^  t.  Ainsi,  par  exemple,  les  composantes 

dx     uY     dz 

de  la  vitesse  d'un  point  du  fluide,  —t  -^^  -7-  >  que  nous  re- 
présenterons respectivement  par  m,  i^,  tv,  étant  dépen- 
dantes de  a,  è,  c,  f,  pourront  être  regardées  comme  dépen- 
dantes die  Xj  y^  z^t\  et  c'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  conçoit 
à  priori  ;  car,  si  l'on  considère  un  point  quelconqiie  du 
fluide,  dont  les  coordonnées  x^y^  z  restent  constantes,  les 
quantités  tt  j  p',  iv  relatives  à  ce  point  changeront  avec  le 
tempis,  et  sont,  par  conséquent,  des  fonctions  de  U  De 
même,  si  on  laissey,  zext  constants  et  qu^on fasse  variera:, 
cest-à-^^ire  si  au  même  instant  on  considère  les  différents 
points  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x\  u,  1^,  w  varieront  en- 
core; elles  sont  donc  fonction  de  là  variaMe  indépen-^ 
dante  x^  et  ainsi  des  autres;  d'où  il  résulte  queu,  v^^\f 
sont  des  fonctions  des  (Juatre  variables  indépendantes  x.y^ 
z^  t.  On  en  dirait  autant  de  toute  fonction  de  a,  J,  c,  t. 

174.  Il  est  facile  de  voir  que  le  problème  que  l'on  se 
propose  serait  résolu  si  l'on  pouvait  déterminer  complète- 
ment w,  ^',  w  en  fonction  de  x,  j^  z^  t\  car,  pour  connaître 
le  mouvement  d'une  molécule  en  particulier,  il  suffirait  de 
considérer  Xj  y^z  comme  des  fonctions  de  t  seulement,  cl 
de  poser 

dx  dy  dz 

on  aurait  ainsi  trois  équations  différentielles  entre  x,  r^ 
z^  t\  après  que  Ton  aurait  remplacé  z/,  ^^,  i</  par  leur^  va- 
leurs; eu  les  intégrant,  on  connaîtrait  x ^  y^  z  en  fonction 
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de  f,  et  Ton  déterminerait  les  trois  constantes  que  cette  in- 
tégration introduirait  en  exprimant  que,  pout  t  =  OyX^ 
y^  z  prennent  les  valeurs  des  coordonnées  initiales  de  la 
molécule  que  l'on  considère. 

175.  Equations  du  mous^ement  des  fluides,  —  Soient 
ILdm^  Yû?m,  Idni  les  composantes  de  la  force  appliquée 
^  la  molécule  dont  la  masse  est  dm\  u^  i^^  w  les  compo- 
santes de  sa  vitesse,  et  m',  p»',  tv'  les  dérivées  par  rapport 
à  /  5  des  quantités  respectives  m  ,  ^' ,  w  considérées  comme 
relatives  au  lîiouvement  d'une  molécule  déterminée ,  et ,  par 
conséqueiit,  comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  t. 

TVT  '  j/  •    /  du    dif    d(v 

JMous  ne  pouvons  représenter  ces  dérivées  par  'j-'^  -fi  "j- 

parce  qu'on  les  confondrait  avec  les  dérivées  partielles  de  //, 
p',  'sv  par  rapport  à  t.  Soient  enfin  p  la  pression  et  (>  la  den- 
sité, qui  peuvent  varier  avec  x^  y^  z^  t.  On  formera  d'a- 
bord trois  équations  du  mouvement  du  fluide,  au  moyen  du 
principe  de  d'Alembert,  en  observant  que  le  fluide  serait 
en  équilibre  si  une  molécule  quelconque  dm  était  sollicitée 
par  la  force  ayant  pour  composantes 

(X  — «')^w,.       [Y^v')dm,        {Z^w')dm,       .     . 
d'où  résultent  les  trois  équations 

Pour  obtenir  les  expressions  de  u\  f',  iv',  il  faut  observer 
<jue  M,  K^i  w  doivent  être  diflerentiées  en  regardant  a:,  j^,  z 
comme  les  fonctions  de  t.  qui  se  rapportent  au  mouvement 
de  la  molécule  dm^  et  que,  par  conséquent,  les  accroisse- 
ments de  a:,y,  r,  correspondants  à  raccroissement  dt  du 
temps ,  ont  pour  valeurs 

dx  =  ude ,         flr  =  vdt ,         dz  z=.  wdt. 
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On  aura ,  d'après  cela , 

du  du  du  du 

dt  dx  dy  dz 

dv  dif  dv  dp 

dt  dx  dy  dz 

,       d(v  dw  dw  dw 

dt  dx  dy  dz 

et  les  trois  équations  précédentes  deviennent 


i  dp  du  du  du  , 


du 
^  dx  dt         "  dx        '  dy  dz 


j  l  dp        ^        dv  dif  dv  dp 

P  ^X  -       dt  dx  dy  dz 

^  ^P        7        ^^  ^^  ^^  '^^ 

^  dz  dt  dx  dy  dz 

Ces'  trois  équations  ne  suffisent  pas  pour  la  déterminatiou 
des  cinq  fonctions  /!?,  p,  u,  i^,  w.  Il  en  faut  deux  de  plus, 
à  moins  que  p  ne  soit  constant,  et,  dans  ce  cas,  il  n'en  res- 
terait qu'une  à  trouver.  Nous  allons  voir  comment  on  peut 
trouver  ces  équations  d'après  la  condition  que  le  fluide  reste 
continu. 

176.  Concevons  que  l'espace  occupé  par  le  fluide  soit 
partagé  en  parallélipipèdes  inflniment  petits  dx^  dy^  dz. 
Après  le  temps  dt^  ils  doivent  se  trouver  encore  remplis 
par  le  fluide ,  excepté  peut-être  ceux  qui  se  trouveraient  à 
la  surface  libre,  et,  par  conséquent,  Taccroissement  de  la 
densité  dans  chacun  d'eux  sera  égal  à  l'accroissement  de  la 
masse  qui  y  était  renfermée ,  divisée  par  le  volume.  Ponr 
exprimer  cette  condition,  il  faut  chercher  l'excès  delà 
masse  de  fluide  qui  est  entrée  dans  un  quelconque  d'entre 
eux ,  sur  la  masse  qui  en  est  sortie  pendant  le  temps  dt. 

Soient  x,  j',  z  {-fig*  12)  les  coordonnées  du  sommot  M 
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de  ce  parallélipipède  5  x  -\-  dxj  y  -h  dy^  z  +  dz  celles  du 
sommet  opposé  S;  m,  i^^  w  les  composantes  de  la  vite^e 
du  point  situé  en  M  après  le  temps  f ,  et  p  la  densité  en  ce 
point  au  même  instant. 

La  direction  de  la  vitesse  variant  d*une  manière  conti- 
nue, s'il  entre  du  fluide  par  une  face,  il  en  sortira  par  la 
face  opposée,  et  si  Ton  calcule  l'excès  de  la  masse  de  la  pre- 
tnière  quantité  sur  la  seconde  pour  les  trois  couples  de  faces 
parallèles,  leur  somme  sera  Taccroissement  de  la  masse 
renfermée  dans  le  parallélipipède. 

Considérons  d'abord  la  face  MPQR  et  sa  parallèle.  Si  p 
et  u  étaient  constants  dans  Tétendue  de  chacune  d'elles,  la 
masse  introduite  par  la  première  serait 

^udydzdl  ^ 

la  masse  sortie  par  la  seconde  serait  - 


I  pa  _j \î-l  dx     dydzdty 


et  l'excès  aurait  pour  expression 

d  (pu) 


dx 


dxdfdzdt. 


Or,  on  peut  admettre  qu'il  en  est  ainsi;  car,  si  l'on  consi- 
dère deux  points  T,  V  pris  respectivement  dans  les  deux 
faces  et  situés  sur  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  la  diflerence 
des  valeurs  de  pu  en  ces  deux  points  ne  surpasse  la  diffé- 
rence des  valeurs  de  pu  aux  points  M  et  N,  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle-même,  puis- 
qu'il suffirait  de  remplacer  dans  cette  dernière  les  coordon- 
nées de  M  par  celles  de  T  pour  obtenir  les  expressions  de 
la  première. 

De  même,  l'excès  de  la  quantité  de  masse  entrée  par  les 
deux  faces  dxdz ,  dxdy  sur  celle  qui  est  sortie  par  les  faces 
II.  ^  18 
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parallèles ,  est  exprimé  respectivement  par 

^f-i  doidrdzdt. ^f— ^  dxdydzdt, 

dy  dz 

Divisant  la  somme  des  trois  excès  par  le  volame  dxdjdz^ 
on  connaîtra  l'accroissement  de  1^  densité  du  liquide  con- 
tenu dans  le  parallélépipède,  ou  de  la  densité  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  x^  y,  z.  Ce  sera  donc  la  diffé- 
rentielle partielle  de  la  densité  par  rapport  au  temps,  et 
Ton  aura,  par  conséquent,  l'équation 

.    ,  dp       d,pu       d.ûv       d,ûw 

Examinons  maintenant  de  quelle  manière  elle  doit  être 
interprétée  dans  les  différents  cas  que  peuvent  présenter  les 
fluides. 

177.  S'il  s'agit  d'un  liquide,  c'est-à-dire  d'un  fluide  in- 
compressible, et  que  sa  densité  soit  la  même  en  tous  les 
poii^ts,  et  indépendante  du  temps,  Féquation  (2)  se  ré- 
duit à 

du        dç        dw 

^    ^  dx        dy       dz  ' 

Dans  ce  cas,  il  n'y  a  que  quatre  fonctions  inconnues  p,  «, 
1^,  w,  puisque  p  est  donné.  Les  équations  (i)  et  (3)  suffisent 
dotic  pour  leur  détermination. 

178.  Si  l'on  considère  maintenant  un  liquide  hétéro- 
gène, la  densité  de  chaque  molécule  est  invariable;  mais 
p  n'en  est  pas  moins  une  fonction  de  a?,  j^,  z,  t.  Pour  ex- 
primer que  cette  fonction  reste  constante  pour  une  même 
molécule ,  il  faut  chercher  sa  différentielle  totale  en  ex- 
primant que  dx^  dj^  dz  ont  les  valeurs  correspondantes 
au  mouvement  de  cette  molécule,  et  l'égaler  à  zéro.  Onob- 
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lient  ainsi 

(4)  3^  +  «  3^  +  ^  :r  +  ^  3^  =  o» 

^^^  dt  dx  dy     .       dz 

ce  qui  réduit  l'équation  (2)  à 

du        dv        dw 
^    ''  dx        dy       dz 

Dans  ce  cas,  il  y  a  cinq  fonctions  à  déterminer,  savoir,  p, 
p,  u ,  P»,  w,  et  un  même  nombre  d  équations  (i) ,  (4) ,  (5)* 

179.  S'il  s'agit  d'un  fluide  compressible  dont  la  tempé- 
rature est  constante^  on  a  entre  p  et  p  la  relation 

qui,  jointe  aux  équations  (i)   et  (2),  détermine  les  cinq 
fonctions  inconnues. 

180.  Conditions  relatives  à  la  surface. —  Les  équations 
que  nous  avons  obtenues  jusqu'ici  is' appliquent  à  tous  les 
points  de  l'intérieur  du  fluide 5  et  s'il  est  indéfini,  il  ne 
reste  à  y  joindre  que  les  conditions  relatives  à  l'état  initial. 
Mais  si  le  fluide  est  terminé,  il  existe  des  équations  parti- 
culières pour  les  points  qui  se  trouvent  à  sa  surface.  On 
suppose  ordinairement  que  les  points  qui  étaient  d'abord 
en  contact  avec  une  paroi  mobile  ou  immobile,  y  restent  in- 
définiment, et  que  les  points  qui  appartenaient  primitive- 
ment à  la  surfjace  libre  ne  cessent  jamais  d'en  faire  partie. 
Ces  hypothèses  restreignent  les  déplacements  \  et ,  malgré 
cela,  il  est  encore  bien  peu  de  caç  où  les  calculs  puissent 
d'efiectuer  cx)mplétement. 

Soit  F  (jc,  j^  z^  /)  =  o  l'équation  d'une  surface  sur 
laquelle  im  point  du  fluide  doit  constamment  se  trouver. 
Supposons  que  j  pour  une  certaine  valeur  de  t^  ses  coor- 
données y  satisfassent,  et  que  t  croisse  de  dt\  ces  coordon^ 

18 
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nées  croîtront  de 

udt^     if  fil,     wfit, 

et  ces  accroissements  devront  satisfaire  à  l'équation  diffé- 
rentielle de  la  surface ,  quand  on  les  substitue  à  dx^  dy^  dz , 
ce  qui  donne  la  condition 

d}^  d¥         d¥  ([F_ 

dt  dx  dy  dz 

d¥ 
Si  la  paroi  est  fixe ,  le  terme  —  disparait.  - 

Cette  équation  devra  avoir  lieu  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  pour  les  points  qui  se  trouvaient  primitive- 
ment en  contact  avec  la  paroi  dont  il  s'agit  5  et  il  en  existera 
de  semblables  pour  toutes  les  parties  de  la  surface  qui  ne 
•ont  pas  libres. 

181 .  Les  points  de  la  surface  libre  sont  soumis  à  raction 
d'une  pression  connue ,  qui  est  ordinairement  la  même  en 
tous  ces  points,  mais  qui  peut  varier  avec  le  temps.  Si  on  la 
désigne  par  P,  l'équation  de  cette  surface  sera 

/7-P=0, 

d'où  l'on  conclut  la  condition  suivante,  pour  les  points  qui 
s'y  trouvent  : 

dp  dp         dp  dp       dV 

dt  dx         dy  dz        dt 

Ces  différentes  équations  relatives  aux  limites  du  fluide 
concourent,  avec  l'état  initial ,  à  la  détermination  des  fonc- 
tions arbitraires  introduites  par  l'intégration  des  équations 
diflijrenti elles  partielles. 

182.  Lorsque  m,  p»,  w  sont  les  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  jc ,  j*,  z  d'une  fonction  ^  de  a: ,  j^,  z ,  t  ^  on  peut  ré- 
duire les  équations  (i)  à  une  seule,  et  la  solution  de  la 
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question  est  ramenée  à  la  détermination  de  (p,  puisqu'on  en 
déduira  //,  i^,  w  par  des  diflerentiations. 

En  ne  considérant  que  les  variables  x^  y^  z  dans  y,  on 
aura ,  d'après  l'hypothèse , 

udx  -h  i>djr  -f-  wdz  ■=  d(f. 

Supposons,  de  plus,  que  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  par- 
tielles d'une  fonction  V,  de  sorte  que  l'on  ait 

Xda:-{-Ydx-hZdz  =  d\, 

"Cela  posé,  les  équations  (i)  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

I  dp       dW        d^  tf         dtf    d^tf         drf   d^<f         d<f   d^  ff 
p' cLc       dx        dxdt       dx    dx^         dy  dxdy       dz  dx dz 

•I  dp       dW         d^ff        d(f  d^(f         d(f    d^(f         drf    d^tf 


p  djr       dy        dy  dt       dxdxdy       dy    dy'^  dz  dy'dz 

'  i  dp       dS ■        d^(f        d(f   d^tf         d<f    rf'y         d^d^rf 
p  dz         dz        dz  dt       dx  dx  dz        dy  dy  dz       dz    dz^  ^ 

Si  l'on  multiplierespéctivcmeniceséquationspar<i'ar,  dy^dz^ 
et  qu'on  les  ajoute,  on  obtient 

<«)  ¥— 4-J4(â)'-(J)'-(Sy} 

toutes  les  différentielles  étant  prises  par  rapport  kx^y^  z^ 
en  considérant  t  comme  constant. 

Les  deux  "membres  de  cette  équation  pourront  s'intégrer 
par  rapport  kx^y^  z  toutes  les  fois  que  p  sera  une  fonction 
connue  de  ;?,  ou  aura  une  valeur  constante. 

183.  Dans  ce  dernier  cas ,  qui  est  celui  d'un  liquide 
homogène,  on  obtient 


P 

P 


^  - 'j  -  mh  (^h  i^)']' 
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il  faudrait  ajouter  une  fonction  arbitraire  du  temps  au 
second  membre ,  mais  on  peut  la  regarder  comme  renfermée 
dans  la  fonction  ^ ,  et  il  est  inutile  de  Técrire. 

L  équation  de  continuité  se  réduit,  dans  ce  cas,  à 

du       dv        dty 

dx       dy        dz  ' 


ou 


r/x?         tfy'  dz" 

Cette  équation  fera  connaître  y  en  fonction  de  x^  y^  z\ 
et  quand  les  fonctions  arbitraires  auront  été  déterminées , 
on  connaîtra  iz,  Vy  w  par  la  différentiation  de  la  fonc- 
tion (p. 

184.  Dans  le  cas  d'un  fluide  aériforme  dont  la  tem- 
pérature  est  constante ,  on  a  /?  =  /rjO ,  et  le  premier  mem- 

dp 

bre  de  l'équation  (6)  devient  A —•  On  obtient  donc,  en 
intégrant , 

d*GÙ  l'on  peut  tirer  p  en  fonction  de  ^. 

L'équation  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dt  dx  dy  dz  ^ 

et,  en  y  remettant  la  valeur  de  p  tirée  de  ta  précédente, 
on  aura  une  équation  qui  déterminera  ç  et,  par  suite, 
u\  (^,  w.  Dans  le  cas  où  les  mouvements  des  points  du 
fluide  seraient  assez  rapides  pour  que  la  température  s'éle- 
vât et  s'abaissât  successivement  en  chaque  point ,  la  force 
élastique  ne  serait  plus  simplement  proportionnelle  a  p, 
elle  dépendrait  de  racçroissement  de  température,  qui  peut 
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être  regardé  comme  proportionnel  à  raccroissement  de  IV 
densité  ;  p  dépendrait  donc  encore  de  p,  et  réciprocpiement.  \ 
Le  premier  membre  de  Téquation  (6)  pourrait  encore  être     \^ 
intégré ,  et  l'on  agirait  comme  dans  le  cas  précédent. 

18^.  Si  les  fonctions  u^  ^^  w  sont  les  dérivées  partielles 
d'une  fonction  de  a:,  y,  z  pour  une  valeur  quelconque  de  f, 
il  faut  qu'elles  le  soient  d'abord  pour  ^  =  o;  ce  que  l'on 
reconnaîtra  facilement,  puisque  leurs  valeurs  initiales  sont 
données  en  fonction  de  a:,  y^  z.  Or,  Lagrange  a  fait  voir 
que,  quand  ces  conditions  sont  remplies  à  une  certaine 
époque,  elles  le  sont  à  un  instant  quelconque  du  mouve-  * 
ment^  d'où  il  résulte  que,  si  l'on  reconnaît  qu'elles- le  sont 
dans  Tétat  initial,  elles  le  seront  indéfiniment,  et  les  calculs 
précédents  seront  applicables. 

Nous  allons  démontrer  cette  importante  proposition. 

Pour  cela ,  nous  partagerons  le  temps  en  intervalles  infi- 
niment petits,  et  nous  calculerons  de  combien  augmente 
l'expression  udx  -h  i^dy  -i-wdz  dans  un  de  ces  intervalles, 
en  déterminant  les  accroissements  que  prennent  m,  y^  w 
dans  le  même  temps,  d'après  les  équations  générales  du  mou- 
vement des  fluides.  Or,  il  est  clair  que  si  udx -h  i^dy-i-wdz 
est  à  chaque  instant  la  difiérentielle  d'une  fonction  de 
x^  y,  z^  il  est  nécessaire  que  la  quantité  dont  elle  aug- 
mente soit  toujours  elle-même  une  différentielle  exacte  5  et 
réciproquement,  si  à  une  certaine  époque  cette  expression 
est  une  difierentielle  eitacte  et  que  tous  ses  accroissements 
infiniment  petits  successifs  soient  eux-mêmes  des  différen- 
tielles exactes ,  il  en  sera  de  même  de  leur  somme  et ,  par 
conséquent,  de  l'expression  udx -h  i^dy -h'^'i^dz  à  une 
époque  quelconque. 

Soient  donc  i/i ,  t^i ,  ivj  les  valeurs  de  m  ,  ^^ ,  w  à  une 
certaine  époque  pour  laquelle  t  ==  if^ ,  et  admettons  que 

l'on  ait      . 

Ui  dx  +  <^  (Ijr  -\-  w,  dz  ==:  dtf^y 
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g>,  étant  une  fonction  des  trois  variables  indépendantes 
X,  y  y  z.  En  considérant  Uj  i^^  w  comme  des  fomctions  de 
x.^  y^  z^t^  les  valeurs  qu'elles  auront  pour  £=f|  +  8 
pourront  être  développées  par  rapport  aux  puissances  de  e, 
et  si  Ton  suppose  cet  accroissement  infiniment  petit,  on 
devra  se  borner  aux  deux  premiers  termes,  et  Ton  aura 

tt  m  w,  -4-  «'  6  ,      p  =  p,  4-  p'  8 ,      w  =  (V,  -H  iv'  e , 

u\  v\  w'  étant  des  fonctions  de  a: ,  j^,  ^ ,  qui  seront  les  dé- 
rivées partielles  de  u,  ^,  -w  par  rapport  à  €  et  relatives 
à  t  =  «1 . 

On  déduit  de  là  • 

* 

Donc,  si  u^dx  -h^^dy  -^  w' dz  est  une  différentielle  exacte, 
il  en  sera  de  même  de  udx  -f-  i^dy  -^wdzk  l'époque  pour 
laquelle  i  =  f, 4-e.  Or,  les  équations  (i),  considérées  i 
Tépoque  où  1  =  1^^  deviennent 

p  dx 
p  dy 

P  dz  dx  dxdz        dy  dydz         dz     d7? 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  dx^  dy,  dz^ 
et  ajoutons-les.  Le  premier  membre  —  sera  une  différen- 
tielle exacte,  soit  dans  le  cas  des  liquides  homogènes ,  parce 
que  p  est  alors  constant  \  soit  dans  le  cas  des  gaz,  parce  que  f 
est  une  fonction  de  p,  la  température  étant  supposée  inva- 

riable.  On  peut  donc  remplacer  —  par  r/P,  P  étant  une  cer- 

P 


^fl 

d'ffx 

fl?(p,    d^fi 

dfi 

J>, 

dx 

dx^ 

dy  dxdy 

dz 

dxdz 

dfsfx 

d'fft 

dffx   d^ffi 

dffi 

rf'?. 

dx 

dxdy 

dy    dy^ 

dz 

dydz 

dfi 

rf»(p, 

d (fi   <^'<pi 

rf«p, 

^*?. 
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taine  fonction  de  a:,  j,  z  ;  et,  en  supposant  d'ailleurs  que 
les  forces  extérieures  soient  telles,  que  lLdx-+-Y dX'{-Zjdz 
soit  la  différentielle  d'une  certaine  fonction  V  de  x^  y^  Zy 
on  obtiendra 

d'où  l'on  tirera 

u' dx -{- v' df -^  w' dz 

Ainsi  u' dx  •+■  Vf' dy '\'  w'dz  est  la  différentielle  d'une  cer- 
taine fonction  des  trois  variables  indépendantes  x,y  jr^  z. 
Donc ,  si  udx  H-  v^dy  -\-wdz  en  est  une ,  à  une  Certaine  épo- 
que, elle  le  sera  encore  après  que  le  mouvement  du  fluide  se 
sera  t)péré  en  vertu  de  toutes  les  actions  et  toutes  les  cir- 
constances, pendant  un  temps  infiniment  petit.  Partant 
de  Tétat  du  fluide  à  cette  nouvelle  époque,  comme  de  la 
précédente,  on  prouvera  de  même  que  udx  -^  i^dy  +  wdz 
sera  encore  une  différentielle  exacte  après  un  nouvel  inter- 
valle de  temps  inflnîmcnt  petit,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. 

U  suit  de  là  que,  si  cette  condition  est  remplie  dans  l'état 
initial ,  ce  que  l'on  pourra  toujours  vérifier  immédiate- 
ment, on  peut  être  assuré  qu'elle  le  sera  à  toute  époque  du 
mouvement.  Si  elle  ne  Tétait  pas  dans  l'état  initial,  il  est 
clair  qu'elle  ne  pourrait  l'être  à  toute  époque. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  condition  dont  il  s'agit 
sera  remplie  toutes  les  fois  que  les  vitesses  seront  nulles  en 
tous  les  points  dans  l'état  initial  ^  car  alors  on  a 

udx  -^  vdy  -\-  ivdz  =  o, 
ce  qui  est  une  différentielle  exacte. 
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186.  Dans  le  mouvement  très-simple  d'un  liquide  qui 
tourne  uniformément  autour  d^un  axe  fixe,  sans  que  ses 
points  changent  de  position  relative,  ùdx -\rudy +  wdz 
n'est  pas  une  dîfTérentielle  exacte;  car,  en  désignant  para) 
la  vitesse  angulaire  constante,  et  prenant  Taxe  de  rotation 
pour  axe  des  z ,  on  aura 

et,  par  suite, 

udx  4-  ffdjr  -h  wdz  =  ta  {xdy  —  ydx) , 

«expression  qui,  n'est  pas  une  différentielle  exacte.  Le  cas 
dont  )1  s'agit  ne  peut  donc  être  traité  par  le  procédé  parti- 
culier que  nous  avons  exposé,  et  il  faut  recourir  aux  équa-' 
tions  générales. 
On  a,  dans  ce  cas, 

da  dv  dw 

rfr=°'  *=°'  •^=*''  ^  =  °' 

et  les  équations  (i)  deviennent 

'-/  =  X4-«'a;,     - -il  =  Y  4- w'7>     -:r-  =  Z, 
^  dx  ^  dy  '^.        p  dz 

d'où  Ton  déduit 

dp    ' 

-^^Xdx-hYdy  -h  Z dz -^. ta^ {x dx  -\-jdy)^ 

r 

équation  qui  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
dans  l'Hydrostatique,  n^  141. 

Mouvement  d un  liquide  dans  une  hypothèse  parti- 

culière, 

187.  Lorsqu'un  liquide  homogène,  renfermé  dans  un 
vase,  s'écoule  par  un  orifice  pratiqué  dans  la  base  hori- 
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zdntale,  et  très-petit  par  rapport  aux  sections  horizontales 
du  vase,  l'expérience  montre  que  les  molécules  situées  dans 
Tine  même  tranche  horizontale,  à  un  certain  instant,  y  res- 
tent constamment,  tant  qu'elles  ne  sont  pas  très-voisines  de 
l'orifice.  On  peut  négliger  les  vitesses  horizontales,  lorsque 
les  sections  varient  peu  dans  toute  la  hauteur  du  vase ,  et 
ont  des  dimensions  très-petites  par  rapport  à  cette  hauteur  5 
il  n'y  a  plus  alors  que  deux  inconnues,  la  vitesse  verticale 
et  la  pression.  Ces  suppositions,  connues  sons  le  nom  H hy- 
pothèse du  parallélisme  des  tranches  ^  sont  celles  que  nous 
admettons  dans  la  question  que  nous  allons  traiier.  Pre- 
nons Taxe  des  x  dans  la  direction  de  la  pesanteur,  nous 
aurons 

Y=:o,     Z==o,     X  =  ê^, 

et  les  équations  (i)  se  réduisent,  les  deux  dernières  à. 

dp  dp 

dy  '       flfe  =  o, 

ce  qui  indique-  que  la  pression  est  la  même  pour  tou$  I 
points  d'une  même  tranche  horizontale ,  et  la  premiècp 

,     .  dp  l  du     .     du\ 

L'équation  de  continuité  (3)  ne  saurait  être  employée 
dans  le  cas  actuel,  parce  qu'elle  renferme  les  dérivées  de 
u,  t',  IV  5  et  quoique  j^  et  îv  soient  très-petits  par  rapport  à 
M ,  on  ne  peut  dire  que  leurs  dérivées  puissent  être  négli- 
gées par  rapport  à  celle  de  u.  Mais  on  exprimera  bien  sim- 
plement la  continuité,  en  égalant  la  quantité  de  liquide 
qui  passe  par  une  tranche  quelconque  à  celle  qui  sort  par 
l'orifice  pendant  un  même  temps  infiniment  petit.  En  effet, 
désignons  par  w  l'aire  de  la  section  fait&dans  le  vase,  à  une 
distance  x  de  l'origine  5  par  12  Taire  de  l'orifice  ,  et  par  U  la 


es 

« 
a 
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vitesse  avec  laquelle  le  liquide  y  passe  ]  les  quantités  de  li- 
quide qui  passent  par  les  sections  co  et  îl  pendant  le  même 
intervalle  dt  sont  respectivement  tùudt  et  IlU^t;  d'où 
résulte  la  condition 

6)  U  =  ilU, 

OU 


1 
&> 


les  valeurs  de  u  et  U  se  rapportant  à  la  même  valeur  de  f, 
U  est  une  fonction  de  t  seulement ,  co  est  une  fonction  de  x 
donnée  par  la  forme  du  vase ,  et  u  est  une  fonction  de  x  et 
de  ^.  Si  l'on  y  fait  varier  t  seulement ,  on  a  les  valeurs  suc- 
cessives de  la  vitesse  de  différentes  couches ,  au  moment  où 
elles  viennent  de  passer  par  une  même  section.  Si  x  seul 
varie  dans  u,  on  a  les  vitesses  de  différentes  couchés  au 
même  instant,  et  si  Ton  y  fait  varier  à  la  fois  :r  et  ^  sans 
établir  de  dépendance  entre  eux ,  on  a  la  vitesse  de  la  tran- 
che qui  passe  à  cette  autre  époque  par  une  autre  section. 
Enfin,  si  Ton  veut  connaître  la  vitesse  qu'aura,  après  le 
temps  dt^  la  tranche  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  tet 
de  or,  a  une  vitesse  w,  il  faudra  faire  varier  t  àe  dt^  et  x 
de  dx ,  en  supposant  dx  ==  u  dt. 

Au  moyen  de  l'équation  (b)  on  peut  éliminer  u  de  l'équa- 
tion (a)  et  y  introduire  U,  qui  offre  de  Tavantage,  en  ce 
qu'elle  n'est  fonction  que  d'une  seule  variable  t. 

On  obtient  ainsi 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dx ,  et 
les  intégrant  par  rapport  à  x,  à  partir  de  la  surface  supé- 
rieure, on  obtient- 

dV  r^jp      pa'U'      ^ 
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—  peut  être  supposée  effectuée  dans  chaque 

cas  particulier,  puisque  w  est  une  fonction  donnée  de  x  ; 
C  est  une  quantité  arbitraire  indépendante  de  Xj  et  qui  peut 
dépendre  de  f . 

Cela  posé ,  il  y  a  à  considérer  deux  cas  très-différents  : 
celui  où  le  niveau  du  liquide  serait  maintenu  à  la  même 
hauteur,  et  celui  où  il  s'abaisserait  par  l'écoulemei^t  du  li- 
quide qui  ne  serait  pas  renouvelé  ^  nous  allons  les  examiner 
successivement. 

188.  Soient  P  la  pression  constante  exercée  sur  la  sur- 
face supérieure  du  liquide,  P' la  pression  exercée  sur  le 
liquide  qui  sort  du  vase  5  on  aura  sensiblement  P'=P 
lorsque  tout  l'appareil  sefa^  compris  dans  un  même  milieu 
gazeux.  Soient  h  la  distance  du  niveau  à  l'origine  des  ::p, 
et  /  sa  distance  à  l'orifice. 

Déterminons  la  constante  de  Téquation  précédente  de 
manière  que  l'on  ait  ;?  =  P  pour  x  =  A,  nous  trouverons, 
en  prenant  l'intégrale  à  partir  de  A , 

O  désignant  la  valeur  de  co  au  niveau  du  liquide. 
Il  en  résultera 

si  nous  faisons 

X    ZH     h     ^ly 

il  en  résultera 

/?  =  P',     w=r  a; 
si  nous  posons 


X 


6t> 
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nous  obtiendrons 

posant 

i-^  =  «^      et     7.g[l-^è)=k\ 

a  sera  une  quantité  très-peu  différente  de  l'unité,  et  l'équa- 
tion précédente  donne,  en  la  résolvant  par  rapport  à  dt^ 

T^mCidl] 

intégrant  les  deux  membres ,  il  vient 


mH  ,       I  (h  H-aU\ 


C  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera  d'a- 
près la  valeur  initiale  de  U.  En  supposant  les  vitesses  nulles 
lorsque  f=o,  onaC  =  i,  et  l'équation  résolue  par  rap- 
port h  U  devient 


a 


koCt  ' 


I  -I-  <? 

U  étant  déterminé,  on  connaîtra  u  par  l'équation  u  =  — , 

et  p  par  l'équation  (c). 

La  valeur  de  U  montre  qu'après  un  certain  temps ,  d'au- 
tant plus  court  que  il  sera  plus  petit,  les  exponentielles 
sont  sensiblement  nulles ,  et  que  par  conséquent  la  valeur 

de  U  converge  vers  la  limite  .   /-^ -^  et  m  et  p  vers 

des  limites  correspondantes. 
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Si  l'on  néglige  lé  carré  de  -9  la  limite  de  la  vitesse  à  l'ori- 


fice  sera  slig  (/-+-  d). 

Et  enfin ,  si  cJ  =  o,  c'est-à-dire  si  la  pression  extérieure 
est  la  même  à  l'orifice  et  au  niveau  du  liquide ,  la  vitesse  à 

l'orifice  devient  y/ag/;  Elle  est  donc  la  même  que  celle 
q a! acquerrait  un  corps  pesant^  en  tombant  dans  le  vide 
d'une  hauteur  égale  à  celle  du  liquide  dans  le  vase. 

dTJ 
La  vitesse  U  étant  devenue  constante,  on  -a  — r  =0,  et 

'  dt         ' 

l'équation  (c)  se  réduit  à 

Or,  dans  l'état  d'équilibre ,  la  pression  serait  égale  à 

p  +  Pé'Cx  — ^). 

Elle  est  donc  moindre  dans  l'état  de  mouvement  pour  les 
sections  telles,  que  l'on  ait  w  <^  O,  c'est-à-dire  pour  celles 
qui  ont  des  aires  moindres  que  celle  de  la  surface  libre  du 
liquide;  elle  est,  au  contraire,  plus  grande  que  dans  l'état 
d'çquilibre  pour  celles  dont  les  aires  sont  plus  grandes 
queO. 

Si  l'on  veut  connaître  le  volume  de  liquide  qui  est  sorti 
du  vase  au  bout  du  temps  ty  il  suffira  d'intégrer  [IVdt 
entre  o  et  t.  Si  l'on  désigne  ce  volume  par  V,  on  trouve 
facilement 

kat  koLt 

ImSl  im£L 

„  2/71      ,      e         -\-e 

V  = loff — - — ", 

11°  2 


ù}      0 


3 


Au  bout  d'un  certain  temps ,  on  pourra  négliger  la  seconde 
exponentielle,  et  l'on  aura   sensiblement,  en  remettant 
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pour  Â  sa  valeur  \jig  (/+  d) , 

V  —  .  •  *  — ~    — — —        • 

Le  premier  terme  est  le  volume  qui  serait  sorti  si  la  vitesse 
avait  été ,  dès  l'origine ,  égale  à  sa  limite 


I        n» 

189.  Passons  maintenant  au  cas  où  le  liquide  n'étaDt 
pas  renouvelé,  le  niveau  s^abaisse,  et  h  est  une  fonction 
inconnue  de  t. 

Les  équations  (a),  (&),  (c),  (J)  ont  toujours  lieu;  mais 
fn  et  O  sont  maintenant  des  fonctions  connues  de  A ,  et  / 
dépend  de  h  par  l'équation 

a  désignant  la  distance  constante  de  l'orifice  à  l'origiDe 
des  X,  Il  faudra  à  ces  équations  en  ajouter  une  qui  exprime 
que  la  quantité  de  liquide  écoulé  pendant  un  intervalle 
quelconque  dt  est  égale  au  volume  compris  entre  les  deux 
niveaux  correspondants  au  commencement  et  à  la  fin  de  cet 
intervalle.  Cette  équation  est 

dh        £l\^ 
^   ^  dt  O 

L'équation  (/i)  devient,  en  remplaçant  /  par  a  —  A, 

Il  reste  donc  à  intégrer  le  système  des  deux  équations  si- 
multanées (e)  et  (/). 
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Si  l'on  élimine  entre  elles  dt^ow  obtient 

OU,  en  posant  U*=  ag'-z:, 

équation  linéaire  du  premier  ordre  par  rapport  à  z,  et  que 
Fon  pourra  toujours  intégrer  dans  chaque  cas ,  puisque  O 
et  m  seront  des  fonctions  connues  de  A.  , 

Lorsque  z  sera  connu  en  fonction  de  A,  on  connaîtra  U, 
et  par  suite/  d'après  l'équation  [e)\  et  réciproquement  h 
et  U  seront  connus  en  fonction  de  t.  La  valeur  de  m  sera 
donnée  par  l'équation  (i),  et  celle  de  p  par  l'équation  (c). 
La  quantité  de  liquide  écoulé  se  déterminera  en  calculant 
le  volume  du  vase ,  compris  entre  le  niveau  initial  et  le  ni- 
veau variable,  et  la  durée  de  l'écoulement  total  s'obtiendra 
en  faisant  h=za  dans  la  valeur  de  t. 

190.  Si  l'on  suppose  fl  extrêmement  petit  par  rapport 
aux  sections  horizontales  du  vase,  l'équation  [d)  se  simpli- 
fie beaucoup.  En  effet,  on  peut  négliger  --  et  wfî,  taut 
dans  l'hypothèse  d'un  niveau  variable  que  d'un  niveau 
constant,  à  moins  toutefois  que  —  ne  soit  très-grand,  ce 

qui  a  lieu  au  commencemetit  du  mouvement.  On  obtient 
ainsi 

ce  qui  donne  pour  U  la  vitesse  limite  que  nous  avions  trou- 
vée pour  t  infini ,  dans  le  premier  cas. 

Dans  la  même  hypothèse  d'un  orifice  très-petit,  les 
résultats  sont  sensiblement  les  mêmes,  quelle  que  soit  la 
direction  de  son  plan . 

n.  19 
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Mais,  daQs  tous  les  cas,  la  vitesse  donnée  par  Fexpé- 
rienee,  et  que  Ton  calcule  d'après  l'aire  de  Torificeetla 
quantité  d'eau  écoulée,  est  moindre  que  celle  que  donne 
cette  théorie  dans  le  rapport  de  0,62  à  Funité.  Ce  rapport 
étant  sensiblement  constant,  les  vitesses  réelles  sont  ton- 
jours  entre  elles  comme  les  racines  carrées  des  hauteurs  de 
pression. 

Du  mouvement  permanent  dun  liquide. 

i91.  Lorsque  l'on  entretient  le  niveau  d'un  liquide  a 
une  hauteur  constante ,  on  obtient,  au  bout  d'un  certiiiii 
temps,  un  état  permanent  dans  lequel  toutes  lès  circon- 
stances restent  les  mêmes  au  même  point ,  et  ne  varient  que 
d'un  point  à  un  autre.  Ainsi ,  en  un  point  quelconque,  la 
vitesse  du  liquide  sera  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, et  par  conséquent  deux  molécules  qui  à  des  époques 
différentes  auront  occupé  une  même  position ,  parcourront 
la  même  trajectoire  et  d'une  manière  identique. 

En  prenant  Taxe  des  x  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  les 
équations  fournies  par  le  principe  de  d'Alembert  seront 

u\  f^',  iv'  étant  les  dérivées ,  par  rapport  au  temps ,  des  com- 
posantes de  la  vitesse  d'une  molécule  en  un  point  quel- 
conque. Désignons  par  dx^  dy,  dz  les  accroissements  qu  ont 
pris,  après  le  temps  dt^  les  coordonnées  de  la  molécule  qui 
était  située  en  ce  point;  multiplions  respectivement  les 
équations  précédentes  par  r/r,  dy^  dz^  et  ajoutons-les.  nous 
obtiendrons 

dp=i  gpdx  —  p  [u' dx '\- v' djr -\- w' dz)  j 

ou,  en  désignant  par  V  la  vitesse  de  ceitc  molécule  en  un 


•  >» 
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point  quelconque  de  sa  trajectoire , 

intégrant  entre  deux  points  quelconques  de  cette  trajec- 
toire, correspondants  aux  abscisses  Xo,  x,  il  vient 

Po  9  Vo  étant  les  valeurs  de  p,  V,  au  premier  de  ces  deux 
points.  Cette  équation  va  nous  conduire  à  un  résultat  re- 
marquable, déjà  obtenu  dans  la  discussion  de  la  question 
précédente  où  l'on  admettait  des  hypothèses  plus  particu- 
lières que  celles  que  nous  admettons  ici.  En  effet,  suppo- 
sons que  la  surface  libre  du  liquide  soit  rigoureusement 
plane  et  soumise  en  tous  ses  points  à  une  pression  égale  et 
constante  P,  et  comptons  les  x  k  partir  de  ce  plan.  Si  dans 
Féquation  (a)  nous  faisons 

le  premier  des  deux  points  que  Ton  considérait  sur  la  tra- 
jectoire sera  pris  à  la  surface  supérieure  du  liquide  ;  on  aura 
alors 

Or,  si  le  vase  est  percé  d'un  très-petit  orifice  à  la  partie 
inférieure,  à  une  distance  h  au-dessous  du  niveau  supé- 
rieur, on  pourra  admettre  que  dans  toute  l'étendue  de  cet 
orifice  la  vitesse  de  tous  les  points  est  la  même;  de  sorte 
que  pour  x  =  hi\  n'y  ait  qu'une  seule  valeur  pour  V.  Si , 
de  plus ,  on  regarde  la  pression  extérieure  comme  moindre 
qu'à  la  partie  supérieure  d'une  quantité  gpâ^  l'équation 
précédente  devient,  en  y  faisant  x  =  hj 


-gp5.=^P«-£(v--vj), 


9' 
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OU 

Soit  h  le  rapport  de  l'aire  de  l'orifice  à  l'aire  de  la  section 
du  vase  par  le  plan  du  niveau  supérieur  \  ou  aura 

Vo=:A:V,     et,  par  suite,     V'(i  —  ^')  =  2^(A -h  ^), 
d'où 


v  =  ^î^i-l, 


si  h  est  très-petit,  Ar'  pourra  être  négligé ,  et  l'on  aura  sim- 
plement 

et  si  la  pression  est  sensiblement  la  même  à  la  partie  supé- 
rieure du  liquide  et  à  l'orifice,  on  pourra  négliger  J,  et  Ion 
aura 

On  retombe  ainsi  sur  les  résultats  obtenus  précédemment. 

»  ■■ 

Ecoulement  et  un  fluide  élastique. 

192.  Nous  admettrons  encore  l'hypothèse  du  parallé- 
lisme des  tranches ,  et  la  question  sera  à  peu  près  semblable 
à  la  précédente  5  seulement  il  sera  permis  de  faire  abstrac- 
tion de  la  pesanteur,  qui  n'influe  pas  sensiblement  sur  les 
pressions. 

L'équation  (a)  se  trouvera  par  là  réduite  à 

dp  du  du 

Pour  obtenir  l'équation  de  continuité,  on  considérera  deux 
sections  horizontales  correspondantes  à  x  et  a: -f- «te,  et 
l'on  cherchera  la  masse  de  fluide  qui  s'y  introduit  pendant 
le  temps  dt  par  la  face  supérieure  ^  et  celle  qui  en  sort  dans 
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le  même  temps  par  la  face  inférieure  5  l'excès  de  la  première 
quantité  sur  la  seconde ,  divisé  par  le  volume  (ùdz^  donnera 
l'accroissement  partiel  de  la  densité  par  rapport  au  temps 
On  trouvera  ainsi 

Enfin,  en  supposant  la  température  constante,  on  aura 

k  étant  une  constante  donnée. 

Ces  trois  équations  déterminent  /? ,  p  et  u  en  fonction  de 
t  cl  X. 

Si  l'on  élimine  p ,  on  aura 

h  dp        du  du  dp       d.pt^u 

^ -| \- a  —  =  o,      tù— — h — =  Oi 

p  dx        dt  dx  dt  dx 

Ces  équations  aux  diflTérentielles  partielles  ne  sont  pas 
intégrables  sous  forme  finie.  Mais  ce  quJil  est  surtout  im- 
portant de  connaître,  c'est  la  vitesse  de  l'écoulement,  lors- 
que la  pression  et  la  vitesse  sont  devenues  constantes  en 
chaque  point  ;  ce  qui  arrive  assez  promptemént ,  en  suppo- 
sant que  le  vase  communique  avec  un  réservoir  qui  renou- 
velle le  gaz  et  détermine  à  la  partie  supérieure  une  pression 
constante. 

On  a  alors  —  =  o ,  ^  =  o ,  et  les  équations  précédentes 

deviennent 

kdp  du  d,p(ùu 

pdx  dx  '       dx 

Les  intégrales  <le  ces  deux  équations  sont 

p(ùu=zc^     ^log^H —  =  c'i 
c  et  c'  désignant  des  constantes  arbitraires. 
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Soient  P,  U,  O  la  pression 5  la  vitesse  et  Taire  de  la  sec- 
tion, relatives  à  la  partie  supérieure  du  vase^  P',  U',  O' 
leurs  valeurs  à  Torifice ,  on  aura 

P'U'O'  =  c ,     2  iH<^  P'  +  U'»=r  2  c'. 

Ces  quatre  équations  détermineront  les  constantes  c,  </,  ainsi 
que  les  vitesses  du  fluide  à  Torifice  et  au  sommet. 
En  éliminant  c  et  c',  on  obtient 

et  ëliminant  U',  ou  trouve 


/ailog- 
V      P'»0'*      ' 


p/lQ/ 

L'orifice  O'  étant  plus  petit  que  O ,  et  la  pression  P'  étant 
aussi  moindre  que  P,  sans  quoi  Técoulement  n^aurait  pas 
lieu,  les  deux  termes  de  la  fraction  sous  le  radical  sont 
positifs,  et  U  est  nécessairement  réel.  La  valeur  de  U'se 
déduit  de  celle  de  U,  et  l'on  trouve 


V     ^      p»o» 


Les  valeurs  de  c,  c'  s'en  déduisent  facilement,  et  par  con- 
séquent les  valeurs  de  p  et  u  seront  déterminées  en  fonction 
de  w  et,  par  suite,  de  x. 

Si  Ton  suppose—  très -petit,  on  aura  U  très -petit,  et 


U' =  i/2Alogjr7.  Telle  est  la  vitesse  d'écoulement  d' 


un 


DEUXIEME  PARTIE.  —  HYDRODYNAMIQUE.  SgS 

gaz  par  un  petit  orifice,  lorsque  les  pressions  P,  P',  à  la 
partie  supérieure  et  à  l'orifice,  sont  constantes. 

Notions  sur  la  résistance  des  fluides. 

193.  Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  dans  un  fluide,  il. 
éprouve  une  résistance  qui  dépend  de  sa  forme ,  de  sa  vi- 
tesse et  de  la  nature  du  fluide.  Les  pressions  exercées  sur 
les  diflérents  points  de  la  surface  sont  très-différentes  de  ce 
qu  elles  seraient  dans  l'état  d'équilibre ,  et  le  calcul  n'a  pu 
encore  y  être  appliqué  avec  succès.  Les  expériences  n'ont 
même  pas  donné  de  lois  empiriques  assez  générales  pour 
être  susceptibles  d'applications  utiles  dans  le  cas  de  corps 
de  forme  quelconque.  On  a  cependapt  quelques  résultats 
assez  généraux  relativement  à  la  résistance  des  liquides  en 
mouvement  contre  des  plans  qui  se  meuvent  parallèle- 
ment à  eux-mêmes.  Ces  résultats  et  les  expériences  d'où  on 
les  a  déduits  se  rapportant  au  Cours  de  machines ,  nous  ne 
nousepL  occuperons  pas  ici,  et  nous  nous  bornerons  à  un 
cas  qui  peut  être  traité  par  le  calcul ,  et  qui  a  pour  objet  la 
pression  exercée  par  une  veine  liquide  contre  un  plan. 

194.  Pression  d'une  veine  liquide  sur  un  plan.  —  Sup- 
posons un  liquide  dont  la  densité  soit  p ,  qui  s'écoule  par 
un  orifice  dont  l'aire  soit  «,  de  telle  sorte  que  les  vitesses 
de  toutes  les  molécules  qui  passent  par  l'orifice  soient  égales, 
parallèles  et  indépendantes  du  temps,  et  faisons  abstraction 
de  la  pesainteur,  pour  ne  considérer  que  l'effet  dû  à  la  vi- 
tesse du  liquide.  Le  mouvement  de  cette  veine  est  modifié 
par  un  plan  fixe,  ou  mobile  en  restant  parallèle  à  lui-même  5 
et  l'on  suppose  que  le  liquide  s'écoule  le  long  du  plan ,  et 
que  celui-ci  soit  assez  prolongé  pour  que  toutes  les  molé- 
cules aient  acquis ,  avant  de  le  quitter,  des  vitesses  paral- 
lèles à  ce  plan.  On  demande  quel  effort  sera  nécessaire  pour 
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maintenir  le  plan  en  repos ,  ou  dans  un  état  donné  de  mou- 
vement unitorme. 

Considérons  d'abord  le'  cas  où  le  plan  serait  en  repos  et 
perpendiculaire  à  la  direction  de  la  veine  fluide,  et,  pour 
nous  représenter  plus  commodément  le  système  des  points 
en  mouvement ,  supposons  que  la  veine  fluide  ait  une  lon- 
gueur indéfinie  jet  une  vitesse  constante  (^.  Les  choses  se 
passent  comme  sHl  en  était  ainsi ,.  et  nous  pourrons  plus  far 
cilement  appliquer  les  principes  généraux  du  mouvement. 
Les  molécules  du  liquide ,  tant  avant  qu'après  la  rencontre 
du  plan,  forment  un  système  de  points  libres,  soumis  à 
leurs  actions  mutuelles  et  aux  forces  normales  exercées  sur 
une  partie  d'entre  elles  par  le  plan. 

On  aura  donc ,  en  supposant  Taxe  des  x  positifs  dans  le 
sens  du  mouvement  du  liquide , 

en  désignant  parX  la  force  produite  par  l'élément  d\  delà 
surface  du  plan,  et  qui  est  égale  et  contraire  à  la  pression 
que  le  fluide  exerce  sur  lui.  Désignant  par  R  la  somme  de 
toutes  ces  pressions  élémentaires,  ou  la  résistance  totale  du 
plan ,  on  aura 

^  d'^x 

R=  2/»  -- — 

dt' 

L'état  du  système  étant  devenu  invariable,  intégrons  les 
deux  membres  de  cette  équation  par  t*apport  au  temps, 
entre  deux  époques  éloignées  l'une  de  l'autre  d'une  unité  de 
temps,  nous  obtiendrons 

dx  l  dx\ 

dt  \dt  /o 

le  second  membre  étant  la  différence  entre  les  composantes, 
perpendiculaires  au  plan,  des  quantités  de  mouvement  de 
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tous  les  points  du  liquide  à  ces  deux  époques.  Or,  tous  les 
points  ou  les  vitesses  perpendiculaires  au:plàn  sont  varia*, 
blés ,  formant  à  chaque  instant  un  système  identité ,  il 
s'ensuil;  que  la  valeur  de  ce  second  membre  n'est  auÇre 
cbose  que  la  différence  entre  les  composantes  des  quantités- 
de  mouvemeiitde  la  partie  du  liquide  x[ui  a  quitté  le  plan  et 
de  celle  dont  la  veine  indéfinie  a  été  diminuée.  Or  la  pre- 
mière quantité  est  nulle  ^  puisque  le  liquida  quitte  le  plan 
avec  une  vitesse  dont  la  composante  normale  au  plan  est 
nulle  ^  il  ne  reste  donc  que  la  seconde  quantité ,  dont  la  va«- 
leur  est  le  jJroduit  de  la  (quantité  de  liquide  écoulée  dans 
l'unité  de  temps ^  ou  ptùi^  par  la  vitesse  p»  qu'elle  avait,  ce 
qui  donne  pwp'*. 

L'équation  précédente  devient  ainsi  . 

La  pression  égale  et  contraire  qu'éprouve  le  plan  est  donc 

195.  Supposons  maintenant  que  le  plan  se  transporte 
parallèlement  à  lui-même,  et  qu'il  ne  produise  en  chaque 
point  que  des  forces  normales ,  il  sera  inutile  d'avoir  égard 
à  la  composante  de  sa  vitesse  dans  le  sens  du  plan  même, 
et  l'on  se  bornera  à  considérer  la  vitesse  normale  u ,  que 
l'on  regardera  comme  positive  quand  elle  sera  dans  le  mèm^ 
sens  que  p»,  et  comme  négative  dans  le  cas  contraire.  Or, 
on  ne  changera  rien  aux  pressions  en  donnant  un  mouve* 
ment  commun  à  tous  les  points  du  système ,  et ,  par  consé- 
quent ,  on  pourra  réduire  la  plan  au  repos ,  ce  qui  ramènera 
au  cas  précédent.  Il  suffira  pour  cela  d'ajouter  —  u  à  la  vi- 
tesse de  chaque  point ,  et  l'on  se  trouve  dans  le  même  cas 
que  si ,  le  plan  étant  en  repos ,  la  vitesse  du  liquide  à  l'ori- 
fice était  (f^  —  m);  on  aura  donc,  pour  l'expression  de  la 
résistance  opposée  au  plan ,  poi  (f^  —  m)*. 
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196.  Supposons  enfin  que  le  plan  fasse  avec  la  direcdc» 
de  la  veine  un  angle  quelconque  0,  et  se  Ineuve  parallàle- 
ment  à  lui-même.  Décompoëons  sa  vitesse  eu  deux  autres: 
l'une  dans  le  sens  même  de  ce  plan ,  et  que  Ton  peut  n^li- 
ger  ;  Fautre  parallèle  à  la  direction  de  la  veine.  Désignons 
cette  dernière  par  u  et  donnons  au  système  entier  une  vi- 
tesse égale  et  contraire.  Le  plan  deviendra  immobile ,  et  la 
vitesse  du  liquide  sera  réduite  k{u  —  u). 

Cela  posé,  si  nous  prenons  l'axe  des  x  perpendiculaire 
au  plan  fixe ,  nous  aurons  toujours  l'équation 


eix  { dx\ 

2Xrf>=  2iw- 2/iî  I  -7-)  ! 


et  l'état  du  liquide  étant  devenu  invariable,  le  second  mem- 
bre se  réduira  encore  à  la  masse  écoulée  pendant  l'unité 
de  temps,  ou  jocd  ((^  —  u),  multipliée  par  la  composante 
de  la  vitesse  ((^  —  u)  perpendiculairement  au  plan,  ou 
(p*  —  u)  sin  0.  La  pression  exercée  sur  le  plan  mobile  est 
donc  p(ù  (if  —  u)'  sin  Q.  On  peut  donner  une  .autre  forme  a 
cette  expression  en  désignant  par  a  la  vitesse  du  plan  esti- 
mée suivant  la  normale.  On  a  alors  u  =  -; — ri  et  la  pres- 

sm  0  * 

sion  devient  alors  ptù .      .       ;  si  le  plan  est  en  repos, 

on  a  â  =  o,  et  la  pression  se  réduit  k  ptùif*  sin  0. 

Ces  formules  sont  démontrées ,  par  d'autres  considéra- 
tions, dans  le  Mémoire  de  M.  Coriolis  ('*')  sur  le  principe 
des  forces  vwes  dans  les  tnow^ements  relatifs  des  ma- 
chines. 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  xxi*  cahier. 
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CALCUL   DES   PETITS    MOUVEMENTS   DES    FLUIDES 

ÉLASTIQUES. 

i97.  Lorsque  tous  les  points  d'un  fluide  n'ont  que  des 
mouvements  extrêmement  petits,  leâ  ëquations  générales 
se  simplifient  beaucoup,  et  conduisent  à  quelques  lois 
simples  que  nous  allons  exposer. 

Nous  supposerons  que  l'expression  néx-î-  vdy-^wdz 
soit  à  chaque  instant  la  difTérentielle  d'une  fonctiqn  f  de 
x^  y^  z^  t^  prise  seulement  par  rapport  aux  variables 
x^  y,  z.  Nous  savons  qu'il  suffit  pour  cela  que,  dans  Fétat 
initial,  les  composantes  connues  u,  f^,  tv  de  la  vitesse  d'un 
point  quelconque  soient  les  dérivées  partielles ,  par  rapport 
k  3ç^  y^  z^  d'une  tïième  fonction  dé  ces  trois  variables  con- 
sidérées comme  indépendantes*,  ce  qui  aura  lieu  en  parti- 
culier si  les  vitesses  initiales  sont  nulles.  Nous  devrons 
donc,  dans  les  questions  que  nous  allons  étudier,  faire 
usage  de  l'équation  (6)  du  n^  (8â;  et  nous  allons  d'abord 
y  opérer  les  simplifications  qui  résultent  dé  l'hypothèse  que 
les  mouvements  restent  très-petits. 

Soient  D  la  densité  du  gaz  dans  son  état  naturel  d'équi- 
libre, A  celle  du  mercure,  p^  la  force  élastique  de  ce  gaz, 
h  la  hapteùr  de  mer^re  qui  la  mesure,  et  g  la  gravité^  on 
aura  ^ 

Désignons  par  p  la  densité  variable  du  gaz,  par  y  sa  con- 
densation positive  ou  négative,  et  par  p  sa  force  élastique , 

on  aura 

p  =  D(i-f-7), 

et,  en  supposant  la  température  égale  à  celle  de  l'état 
initial, 

Mais  la  condensation  développe  une  certaine  quantité  de 
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chaleur  qui  lui  est  proportionnelle,  si  elle  est  très-petite, 
comme  nous  le  supposons.  Cette  chaleur  n'a  pas  le  temps  de 
se  répandre  si  les  alternatives  de  dilatation  et  de  condensa- 
tion se  succèdent  rapidement,  comme  cela  aura  lieu  dans 
les  questions  que  nous  examinerons  ^  on  doit  donc  la  con- 
sidérer comme  ayant  pour  efiet  d'élever  la  température  des 
points  où  elle  est  dégagée  d'une  quantité  de  même,  signe 
que  la  condensation,  et  proportionnelle  à  sa  grandeur. 
Dans  le  cas  où  la  chaleur  aurait  le  temps  de  se  dissiper 
dans  le  milieu,  on  n'en  tiendrait  pas  compte  dans  le  calcul. 
Si  Ton  représente  par  0  le  nombre  positif  ou  négatif  de  de- 
grés centésimaux  dont  s'élève  la  température  primitive  v 
du  gaz,  pour  une  condensation  y;  par  c  et  c'  les  chaleurs 
spécifiques  du  gaz  à  pression  constante  et  à  volume  con- 
stant, et  par  a  le  coefficient  de  dilatation  de  ce  gaz,  on 
démontre  en  physique  que  ces  quantités  ont  entre  elles  la 
relation  suivante  : 


a«=.),(i-,); 


on  aura ,  de  plus ,  la  proportion 

/?:/?o::D(H-7)[i  +  a(c-4-Ô)]:D(i  -4-ap), 

d'où  Ton  tire ,  en  remplaçant  po  p^i^^  et  négligeant  les 
puissances  de  a  supérieures  à  la  première ,  et  le  produit  des 
quantités  très-petites  y,  ô, 

ou,  en  remplaçant  a 6  par  sa  valeur  en  fonction  de  y, 


d'où 


dp       ghcà     é/y 
p  De'    H-7 
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L'équation  (6)  donne  ainsi 

'#M.-,)=-ij-i[(S)v(^)v(^y].. 

Or,  en  supposant  que  les  condensations  et  vitesses  ini- 
tiales soient  des  quantités  extrêmement  petites  du  même 
ordre,  et  qu'il  en  soit  de  même  à  une  époque  quelconque, 

on  pourra  négliger  les  carrés  des  composantes  ^7  7^'  w 

par  rapport  à  /  (i  -+-  y)?  qui  peut  être  remplacé  par  y,  et  la 
dernière  équation  se  réduit  à 

ghc  A  d(f 

ghe^  , 

ou,  en  posant  ^r-7-  =  ar^ 

L'équatîon  de  continuité 

dp       d,pu       d,pp       d,^w 
dt  dx  dy  dz 

devient  d'abord 

.,   ''•'-^')^   ^-'-^^t^   "-c-^^)^ 

dt  dx  dy  dz 

pu,  en  négligeant  les  termes  très-petits  par  rapport  à  ceux 
qui  subsistent  dans  l'équation, 

.    .  d'i       d^  ff       d^(D       d*  o 

^    '  dt        dx^^  dy^^  dt^ 

Les  équations  (i)  et  (2)  déterminent  y^et  9. 
Si  l'on  élimine  entre  elles  7,  on  obtient 

^'?  ,  là''^       ri'9       dU\ 
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On  est  donc  ramené  à  Tintëgration  d'une  équation  diffé- 
rentielle partielle  du  second  ordre,  linéaire  et  à  coefficients 
constants.  Les  fonctions  arbitraires  se  détermineront  par 

les  Taleurs  initiales  de  f  et  ^9  et  il  n'y  aura  pas  d'antres 

conditions  si  le  fluide  est  indéfini  dans  tous  les  sens.  Dans 
le  cas  contraire,  il  7  a,  comme  nous  le  savons,  des  équa- 
tions particulières  aux  limites,  qui  aiigmeiitent  beaucoup 
les  difficultés  du  calcul. 

La  valeur  initiale  de  -^  est  connue  par  celle  de  y  <{iii 

est  une  donnée  nécessaire.  Quant  à  celle  de  9,  elle  ré- 
sulte des  valeurs  initiales  des  composantes  de  la  vitesse, 

-~>  T^j  -~?  qui  sont  nécessaireiùent  données.  Ces  trois 
dx     dy      dz      *- 

fonctions  de  x,  ^,  z  déterminent,  à  une  constante  près,  la 
fonction  (p  ^  et  comme  cette  constante  ne  peut  avoir  aucune 
influence  sur  les  quantités  chercbées,  qui  s^obtiennent 
toutes  par  la  diflerentiation  de  la  fonction  f ,  on  n'en  doit 
tenir  aucun  compte,  et  l'on  peut  considérer  la  fonction 
générale  y  comme  connue  lorsqu'on  y  fait  f  =  o. 

Le  problème  de  mécanique  est  donc  ramené  à  une  ques- 
tion de  calcul  intégral  dont  les  données  sont  complètes. 
Nous  nous  bornerons  à  la  traiter  dans  quelques  cas  parti- 
culiers. 

198.  Superposition  des  effets.  —  Si  dans  ce  fluide,  sup- 
posé indéfini  dans  tous  les  sens,  on  conçoit  divers  états 
initiaux  et  les  mouvements  partiels  qui  leur  correspon- 
draient, et  satisferaient  à  Féquatiou  (3),  il  est -facile  de 
reconnaître  que,  si  l'on  considère  un  nouvel  état  initial 
résultant  de  la  composition  des  premiers,  le  mouvement 
correspondant  pourra  être  ol)tenu  à  une  époque  quelcon- 
que par  la  composition  des  mouvements  partiels  relatifs  à 
la  même  époque^  cette  composition  étant  entendue  dans 
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le  sens  ordinaire  pour  les  vitesses ,  et  consistant  dans  une 
addition  algébrique  pour  les  condensations.  En  effet ,  soient 
?i  9  9f  9  ?S9  etc.,  les  valeurs  de  (f  correspondantes  aux  mou- 
yements  partiels,  et  qui  ^satisfont  séparément  à  Téqua- 
lipn  {3)5  posons 

La  fonction  (f  satisfera  elle*-mème  à  l'équation  (3),  et  re- 
présentera ,  par  conséquent ,  un  mouvement  particulier  du 
fluide.  Sa  dérivée  par  rapport  à  t  sera  la  somme  de  celles 
des  fonctions  91 ,  91 ,  etc.  En  les  considérant  toutes  pour  la 
valeur  t  =  o ,  on  en  conclura  d'abord  que  la  condensation 
initiale  du  fluide  dans  le  mouvement  représenté  par  9  est 
la  somme  des  condensations  initiales  relatives  aux  divers 
mouvements  partiels;  et,  de  plus,  les  dérivées  de  (f  par 
rapport  k  Xy  y^z  seront  les  sommes  de  celles  des  fonctions 
?t  9  ?>  9  78  9  etc.  ;  et  si  l'on  y  fait  l^  =  o ,  on  en  conclut  que 
dans  le  mouvement  représenté  par  7 ,  les  vitesses  initiales 
de  chaque  molécule  s'obtiennent  en  composant 'celles  qui  se 
rapportent  à  la  même  molécule  dans  les  états  initiaux  par- 
tiels. Donc  Tétat  initial  du  fluide  dans  le  mouvement  repré- 
senté par  (f  est  identique  pour  les  condensations  et  pour  les 
vitesses  à  celui  que  nous  nous  proposions  de  déterminer; 
ces  deux  mouvements  sont  donc  identiques  à  une  époque 
quelconque.  $i  maintenant,  au  lieu  de  faire  t  =  o  dans  les 

fonctions  -r^?  -t^j  -7^»  -r»  on  attribue  à  cette  variable 
dt     dx     dy      dz 

une  valeur  quelconque ,  ces  fonctions  seront  toujours  les 

sonmics  de  celles  qui  correspondent  à  fi  ?  fs  9  fs  9  etc.  Donc 

enfin  les  condensations  et  les  composantes  de  la  vitesse  dans 

le  mouvement  cherché  seront  à  chaque  instant  les  sommes 

algébriques  de  celles  que  l'on  observerait  à  la  même  époque, 

et  respectivement  aux  mêmes  points ,  dans  les  mouvement» 

déterminés  par  les  états  initiaux  partiels. 
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Mouvement  d'un  gaz  dans  un  tujrau  cjrlindrique  indéfini 

199.  Supposons  un  cylindre  creux  indéfini ,  dont  la  sec- 
tion orthogonale  soit  une  courbe  quelconque ,  et  qui  soit 
rempli  d'un  gaz  homogène ,  par  exemple  d*air  atmosphé- 
rique. Dans  une  étendue  quelconque  de  ce  tuyau,  on  a  dé- 
placé les  molécules  de  telle  sorte  que  celles  qui  étaient  dans 
une  même  section  orthogonale  y  soient  restées ,  et  se  soient 
mues  parallèlement  aux  arêtes  du  cylindre;  puis  on  a  im- 
primé à  toutes  ces  molécules  des  yitesses  parallèles  à  ces 
arêtes  et  égales  pour  celles  qui  sont  dans  une  même  sec- 
tion :  et  ensuite  on  a  abandonné  le  fluide  à  lui-même,  sans 
introduire  aucune  force  extérieure!  11  s'agit  de. déterminer 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  qui  en  résultera. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  le  mouvement  de  toutes 
les  moléculeà  situées  dans  une  même  section  sera  le  même, 
et,  de  plus,  parallèle  aux  arêtes  du  cylindre.  Si  donc  on 
prend  cette  direction  pour  celle  de  l'axe  dés  x ,  la  conden- 
sation y  et  la  vitesse  w  ou  -j^  ne  dépendront  que  de  x  et  f. 

Les  équations  du  problème  seront  donc 

I  rf«p 

7  —  "-^  "5?' 


(0  '^  =  « 


et  si  Ton  suppose  que  les  vitesses  initiales  soient  exprimées 
par  la  fonction  ^  (a:) ,  et  les  condensations  initiales  par 
;^  (a:),  on  devra  avoir 

(^^         '^^^^'^^'     7^=  — «'XW»     pour     f  =  o. 
L'intégrale  de  l'équation  (i)  est 

(3)  ?  =  F,(ar4-rïO+y;(a?— /lO, 
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Fi-ètyi  désignant  des  fonctions  arbitraires,  dont  nous  re- 
présenterons les  fonctions  dérivées  par  F  et  f.  Les  équa- 
tions (2)  donneront,  pottr.  déterminer  ces  fonctions,  leâ 
deux  conditions  suivantes  : 

d'où  Ton  tire 

Si  maintenant  on  diiférentie  Téquatiou  (3)  par  rapporta  x 
et  à  f,  on  trouvera,  d'après  les  valeurs  qui  viennent  d'être 
déterminées  pour  les  fonctions/* et  F, 

\(;(a:-f-  at)  —  ûxl*^  -¥  at)       ^{x  —  at)  -^  a'^i-^  —  nt) 

il  r= f-  — — .-- , , 

2  2 

-^  {x  —  at)  4-  ^xi^  •"  ^^)       ^^  (^  "+■  ^0  —  ^ X  (^  +  ^^! 

'  2  2  * 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  conserverons  les  fonc- 
tions F  et  y,  et  nous  aurons  les  formules  suivantes  : 

(4)  u  =  ¥{x-hat)  ^/(x  —  at), 

(5)  ay  =  --F(x^'at)'^/{x  —  at). 

Les  fonctions  ^  et  ^  étant  données  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  entre  —  oo  et  -4-  00  ,  on  connaîtra  w  et  y 
pour  des  valeurs  qiielconques  de  a:  et  /. 

Si  Ton  veut  connaître  le  mouvement  des  molécules  com- 
prises dans  une  section  particulière,  qui  dans  Tétat  initial 
correspondait  à  Tabscisse  a,  il  faudra,  dans  Féquation  (4), 

fiX 

remplacera  par  —y  et  intégrer  celle  que  l'on  obtient  par 

là  entre  x  et  t.  On  connaîtra  ainsi,  en  fonction  du  temps, 

Fabscisse  des  molécules  en  question.  La  constante  que  celte 

II.  20 
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intégration  introduira  sera  dëtermiiidc|||^ar  la  condition 
que  pour  f  =  o  on  ait  jc  =  a.  U  sérjsninutile  de  s'occuper 
de  la  vitesse  initiale,  puisque  la  valeur  générale  de  u  satis- 
fait à  la  condition  des  vitesses  initiales  pour  tous  les  points 
du  fluide. 

200.  Examinons  le  cas  particulier  où  Fébranlement 
initial  est  limité ,  et  s'étend  par  exemple  depuis  x  =  o  jus- 
qu'à X  =  ly  ou  depuis  l'origine  A  jusqu'en  B  {fig>  i3). 

Alors  les  fonctions  données  par  ^  et  x^^m  nulles  pour  toute 
valeur  de  la  variable,  plus  petite  que  o  ou  plus  grande  que/*, 
et  il  en  est  de  même,  par  conséquent,  des  fonctions  F,/. 
Nous  partagerons  cette  discussion  en  trois  parties ,  corres-  • 
pondantes  aux  trois  régions  dans  lesquelles  Tébranlement 
initial  divise  l'axe  des  x. 

i^i  Considérons  d'abord  un  point  quelconque  M  en 
dehors  de  AB  et  du  côté  des  x  positifs,  c'est-à-dire  pour 
lequel  on  a  jc  ]>  /^  et  supposons  t^OyCe  qui  veut  dire  que 
nous  considérons  les  époques  postérieures  à  celle  qui  est 
prise  pour  origine  des  temps. 

Dans  ce  ca3 ,  on  a 

et ,  par  conséquent , 

F(ar  +  fl^)  =  o,    f  [x -{- at)  :=  o. 

Les  formules  (4)  et  (5)  se  réduisent  donc  aux  termes  où 
entre  x  —  af ,  et  l'on  a 

(6)  \      u==/i,r^nt)y 

{  ay  =/(.r  ^at), 

d'où  résidle,  entre  la  vitesse  et  la  condensation ,  la  relation 
remarquable 

u  =  ay. 
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Mais ,  pour  que  ces  valeurs  de  u  et  y  ne  soient  pas  nulles, 
il  faut  que  Ton  ait 

.r  —  nt  <^  l     et     x  —  «/  ^  o , 
OU 

Ainsi ,  le  point  M  reste  en  repos  jusqu'à  l'époque  pour  la- 
quelle on  a 

a  a   ^ 

il  est  en  mouvement  jusqu'à  celle  où  l'on  a 

_x_  AM 
a         a 

puis  il  retombe  au  repos  et  y  reste  indéfiniment.  Le  mou- 
vement se  propage  donc  dans  le  sens  BX  avec  une  vitesse 
égale  à  a,  et  subsiste  en  chaque  point  pendant  un  temps 

égal  à  -  ;  de  sorte  que  la  partie  ébranlée  a  une  longueur  /  et 

semble  se  mouvoir  avec  la  vitesse  a  en  présentant  constam- 
ment le  même  aspect,  puisque  la  variable  x  —  atj  a.  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  o  et  /.  Mais  ce  mouvement  n*est 
qu'une  simple  apparence  5  cette  onde  est  composée  de  mo- 
lécules qui  se  remplacent  à  chaque  instant,  et  Ton  peut  dire 
que  c'est  la  figure  géométrique  qui  se  meut  avec  la  vitesse  a, 
et  non  les  molécules  de  fluides  qui  y  sont  comprises. 

2**.  Considérons  n>ain tenant  un  point  M'  pour  lequel  on 
ait  x<Co^elk  plus  forte  raison  x  —  at<^o.  On  aura  alors 

et  les  formules  (4)  et  (5)  se  réduisent  aux  termes  où  entre 

20. 
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X  -h  at  ]  on  a  ainsi 

Ou  a  eucore,  au  sîguc  près,  le  même  rapport  constant 

eatre  la  vitesse  et  la  condensation  *,  il  est  exprimé  par  1  e- 

quation 

u  =z  —  «y. 

On  reconnaît  facilement  que  les  valeurs  de  li  et  y  ne  seront 
diiTérentes  de  zéro  que  si  l'on  a 

d*où 

a  a 

ou  encore 

^  AM'           ^BM' 
r> ,     r< : 

a    •  a 

il  résulte  de  là ,  comme  on  devait  s*y  attendre ,  que  le  mou- 
vement se  propage  dans  la  partie  AX'  comme  dans  la  par- 
tie BX,  avec  une  vitesse  a  \  que  tout  pofnt  se  meut  pendant 

le  temps  -?  et  que  la  partie  ébranlée  ou  l'onde  a  une  lon- 
gueur /,  est  toujours  constituée  de  la  même  manière  et  se 
déplace  uniformément  avec  la  vitesse  a  dans  le  sens  des  x 
négatifs. 

3^.  Considérons,  en  dernier  lieu,  un  point  M"  entre  A 
et  6,  on  aura 

de  sorte  que  x  —  at  qX.x-\-  at  resteront  pendant  un  certain 
temps  compris  Fun  et  l'autre  entre  o  et  /,  et  tous  les  termes 
des  formules  (4)  et  (5)  subsisteront.  Mais  x -^  al  devien- 
dra >  /  après  l'instant  pour  lequel  on  aura 


k 
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et ,  depuis  ce  raomenl,  les  fonctions  de  x -h  al  seront  nulles. 
De  même,  x  —  at  deviendra  négatif  après  Tépoque  pour 
laquelle  on  aura 

al  =  AM^ 

Ainsi,  on  considérera  les  termes  en  x  -{-at  qui  se  rappor- 
tent à  Tonde  qui  marche  vers  les  x  négatifs ,  jusqu'à  ce  qut» 
le  point  B  soit  arrivé  en  M"  en  se  mouvant  avec  la  vitesse  a  ; 
on  «considérera  les  termes  en  x  —  o^  qui  se  rapportent  s^ 
l'.onde  qui  marche  vers  les  x  positifs^  jusqu'à  ce  que  le 
point  A,  se  mouvant  avec  la  vitesse  a  ,  soit  arrivé  en  M". 
Et  par  conséquent,  si  l'on  considère  les  deux  parties  qui 
composent  les  formules  (4)  et  (5)  comme  exprimant  resr 
pectivement  les  vitesses  et  les  condensations  dans  deux 
ondes  distinctes,  et  que  l'on  suppose  que  chacune  de  ces 
ondes  se  déplace  avec  une  vitesse  a ,  l'une  dans  un  sens ,  et 
l'autre  dans  l'autre,  en  conservant  toujours  la  même  con- 
titution,  on  aura,  à  un  instant  quelconque ,  l'état  du  fluide, 
en  plaçant  ces  deux  ondes  dans  la  position  où  leur  mouve- 
ment les  aura  amenées  à  cette  époque,  et  superposant  les 
conden^tions  et  les  vitesses  dans  les  parties  où  elles  se 
pénétreront  si  elles  ne  sont  pas  encore  entièrement  sé- 
parées. 

On  aurait  les  états  antérieurs  à  l'époque  prise  pour  ori- 
gine des  temps,  en  faisant  marcher  respectivement  en  sens 
contraire  ces  mêmes  ondes,  avec  la  vitesse  a  j  pendant  un 
temps  égal  à  l'intervalle  qui  sépare  l'époque  en  question 
de  l'origine  des  temps.  , 

201.  Nous  venons  de  voir  qu'un  ébranlement  initial 
d'une  longueur  finie  donnait  naissance  à  deux  ondes  de 
même  longueur,  animées  de  vitesses  égales  et  de  sens  con- 
traire. Mais  il  est  possible  que  l'une  de  ces  ondes  n'existe 
pas.  La  première  par  exemple ,  qui  correspond  aux  for- 
Ai]i;les  (6),  disparaîtrait  31  l'on  avait  pour  toutes  les  valeurs 
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de  z  comprises  entre  o  et  Z, 

Il  n'existerait  alors  que  l'onde  qui  correspond  aux  for- 
mules (7).  Et  de  même  celle-rci  n'existerait  pas ,  et  la  pre- 
mière subsisterait  seule,  si  l'on  avait 

Ainsi ,  pour  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  onde ,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  le  rapport  det{;(5î)àx(2)  soit + a  ou  —  a  ; 
ou,  en  d'autres  termes,  que  dans  l'état  initial  le  rapport  de 
la  vitesse  à  la  condensation  en  un  point  quelconque  de  la 
partie  ébranlée  soit  -f-  «  ou  —  a. 

Mouvement  dun  gaz  dans  un  tuyau  limité  dans  un  sens. 

202.  Nous  venons  de  voir  quelle  est  la  loi  du  mouvement 
dans  un  tuyau  indéfini  dans  les  deux  sens.  Examinons  main- 
tenant la  modification  qu  elle  subit  lorsque  le  tuyau  est  li- 
mité dans  un  sens  et  terminé  par  un. plan  fixe,  ou  en  com- 
munication avec  un  immense  réservoir  de  gaz  soumis  à  une 
pression  constante,  par  exemple  ayec  l'amosphère.  Nous 
discuterons  séparément  ces  deux  cas. 

I**.  Cas  d'un  tuyau  fermé,  — Supposons  d'abord  le  tuyau 
terminé  par  un  plan  fixe,  et  comptons  les  x  positifs  à  partir 
de  ce  plan,  et  dans  le  sens  du  tuyau. 

Nous  avons  admis  généralement  que  les  molécules  pri- 
mitivement en  contact  avec  une  paroi  y  restent  constam- 
ment appliquées.  Ainsi ,  dans  le  cas  actuel ,  la  section  cor- 
respondante k  x=  o  aura  une  vitesse  nulle  à  chaque  in- 
stant 5  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

(i)  -yi  =  D       pour      a:=:o, 

ctx 

quel  que  soit  f.  Cette  nouvelle  condition  devra  cire  jointe 
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ik  celles  qui  résultent  de  l'état  initial  du  gaz  qui  est  donné 
dans  toute  l'étendue  du  tuyau,  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  x.  Nous  représenterons  toujours 
pari|;(x)  et  x(^)  la  vitesse  let  la  condensation  initiales; 
ces  fonctions  ne  seront  données  que  pour  les  valeurs  posi- 
tives delà  variable,  et  sont  entièrement  arbitraires  pour 
ses  valeurs  négatives.  C^est  cette  indétermination  qui  per- 
mettra de  satisfaire  ^  la  condition  relative  à  l'extrémité;  car 
nous  avons  vu  que,  lorsque  ces  fonctions  sont  données  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable.,  la  valeur  de  (f  est  complè- 
tement déterminée ,  et  on. ne  peut  plus  Tassujeltir  à  aucune 
condition  particulière. 

La  valeur  générale  de  (p  qui  satisfait  à  Féqu^tion  dififéreQ» 
tielle  sera  toujours 

La  condition  (1)  conduit  à  Téquation  suivante  : 

et  comme  elle  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  f,  en  grandeur 
et  en  signe,  si  l'on  remplace  at  par  z,  on  devra  avoir, 
quel  que  soit  z  , 

(3)  F(;j)+/(~3)  =  o,       . 

Au  moyen  de  cette  équation,  les  fonctions  F  eifj  qui  sont 
données  pour  les  valeurs  positives  de  la  variable,  seront 
connues  pour  ses  valeurs  négatives.  En  eflel ,  en  suppo- 
sant z  positif,  on  en  tirera 

ce  qui  fait  connaître  /* pour  toutes  les  valeurs  négatives  de 
la  variable. 

Et  si  Ton  change  z  eu  — z  dans  l'équation  (3)  et  que 
Ton  suppose  encore  z  positif,  on  trouvera 

¥{-z)=-/{z). 
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équation  qui  fera  connaître  F  pour  toutes  les  valeurs  négar 
lîves  de  la  variable. 

Ces  conditions  peuvent  se  représenter  géométriquement 
d'une  manière  très-simple.  Si  l'on  conçoit,  dans  toute  i'cr 
tendue  de  Taxe  des  x^  les  courbes  ayant  pour  équations 

r  =  F(i),      r=/(x), 

• 

le  lieu  géométrique  composé  de  la  partie  de  Tune  quelconque 
des  deux  qui  est  située  du  côté  des  x  positifs ,  et  de  la  partie 
de  l'autre  qui  est  située  du  côté  des  x  n^atifs ,  a  pour 
centre  l'origine.  Et,  du  reste,  les  branches  de  l'une  et  de 
l'autre,  situées  du  côté  des  x  positifs,  sont  déterminées, 
comme  nous  Favons  déjà  vu,  par  les  fonctions  ^  ^^  X  qui 
sont  données  dans  chaque  cas  particulier. 

Cette  construction ,  qui  n'est  que  la  représentation  de& 
conditions  analytiques,  pourra  toujours  les  remplacer,  et 
facilitera  quelquefois  les  discussions. 

On  voit  ainsi  comment  la  condition  (i)  ,  qui  exprime 
Timmobilité  d^une  tranche  du  gaz ,  conduit  à  la  connais- 
sance complète  des  fonctions  F  et  y*,  et  par  conséquent  à  la 
solution  de  la  question  proposée. 

La  valeur  de  -^  ou  de  la  vitesse  u,  et  la  condensation  y, 

pu ;  ~3  seront  exprimées  de  la   mfanière    suivante, 

d'après  l'équation  {2)  ; 

(4)  ■  uz=Y{x-^at)  -f-/(x—  at), 

(5)  «7=  —  Y{x'^at)-\-f{x  —  at). 

Ces  formules  conduisent  d'abord  à  cette  conséquence  re- 
marquable, qu'à  une  époque  quelconque,  en  deux  poinls 
situés  de  part  et  d'autre  du  plan  fixe  et  à  égale  dista^ce,  la 
vitesse  est  la  même  au  signe  près,  et  la  condensation  est  la 
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même.  En  effet,  si  dans  u  on  change  x  en  -^.x  et  qu'on 
désigne  par  Mj  sa  nouvelle  valeur,  on  a 

//,  =:  F(— jF-hrt/)  H-/(— X— fl/)=:  — /(x — at)  —  F(i-f-ar)=— w, 

et  de  même,  en  changeant  j:  en  —  x  dans  a  y,  on  trouye 

rt  7 ,  =  F  (—  07  -H  û^ )  H-/(  —^  —  at)  =f\x^at )  —  F  {x-^-at  )  =  a  y . 

Cette  propriété ,  qui  subsiste  quel  que  soit  t ,  existe  pour 
ï  =  o ,  c'est-à-dire  dans  l'état  initial,  et  nous  insisterons 
particulièrement  ici  sur  la  manière  dont  on  exprime  dans 
le  calcul  les  conditions  relatives  aux  limites  des  systèmes. 
L'équation  différentielle  partielle  serait  satisfaite  dans  le 
mouvement  du  gaz  homogène  qui  serait  renfermé  dans  le 
tuyau  prolongé  indéfiniment.  Or,  on  peut  disposer  arbitrai- 
rement de  l'état  initial  de  tout  l'espace  dans  lequel  on  a 
prolongé  le  système  5  et  toute  la  difficulté  est  de  trouver 
comment  il  faut  le  choisir  pour  qu'en  abandonnant  ensuite 
le  sytème  total  à  lui-même,  sans  tenir  compte  des  condi- 
tions physiques  qui  existaient  aux  limites ,  ces  conditions  se 
trouvent  remplies  d'elles-mêmes  à  chaque  instant.  Si  l'on 
peut  y  parvenir,  la  question  du  système  limité  rentre  dans 
la  question ,  toujours  plus  facile ,  du  système  indéfini  dans 
lequel  l'étal  initial  est  connu. 

Dans  le  cas  actuel ,  il  est  facile  de  prévoir  ce  que  le  calcul 
nous  a  annoncé  relativement  à  l'état  initial  qu'il  fallait 
donner  au  fluide  dans  le  prolongement  du  tube  du  côté 
des  X  négatifs.  En  effet,  en  donnant  aux  molécules  situées 
dans  des  sections  équidistantes  de  l'origine,  des  vitesses 
égales  et  de  signes  contraires,  et  y  supposant  des  condensa- 
tions identiques ,  tout  est  symétrique  par  rapport  à  l'ori- 
gine, et,  en  supprimant  le  plan  fixe ,  les  molécules  qui  le 
remplaceront,  étant  à  chaque  instant  sollicitées  par  des 
forces  égalcvS  et  contraires  ,  resteront  perpétuellement  en 
repos. 
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203.  Examinons  en  particulier  le  <;as  on  rébranlement 
initial  ne  s'étend  qu'entre  les  abscisses  d  et  d-^L  Alors 
les  fonctions  F  et  y  sont  nulles  pour  toutes  les  valeurs  po- 
sitives de  la  variable,  qui  ne  sont  pas  comprises  entre  det 
d-^l^  et,  d'après  Téquation  (3)-,  pour  toutes  les  valeurs 
négatives  non  comprises  entre  —  d  et  —  d  —  /.  C'est  ce 
que  représente  IsLjfig.  i4v^^^^  laquelle 

AB  =  AB'  =  rf,     et    BC  =:  B'C  =  /. 

La  partie  BC  de  l'ébranlement  va  donner  naissance  à 
deux  ondes  animées,  l'une,  de  la  vitesse  •+•  a,  rautre,de 
la  vitesse  —  a.  La  partie  B'C  donnera  naissance  à  deux 
ondes  qui  seront  constamment  symétriques  des  deux  autres 
par  rapport  au  point  A.  Lorsqu'elles  seront  arrivées  Tune 
et  l'autre  en  A ,  elles  continueront  leur  marche  et  se  péné- 
treront eti  se  superposant*,  d'après  le  principe  démontré 
généralement. 

D'où  l'on  voit  que  l'effet  dans  le  tuyau  fermé  AX  est  le 
même  que  si  Tonde  qui  marche  de  BC  vers  le  plan  fixe  A, 
en  arrivant  à  ce  plan,  se  repliait  sur  elle-même,  de  telle 
sorte  que  ses  diverses  parties ,  conservant  la  même  conden- 
sation et  la  même  vitesse  en  sens  contraire,  se  superposas- 
sent toujours  avec  les  parties  correspondantes  à  la  même 
abscisse  et  qui  marchent  encore  vers  le  plan  fixe.  Et 
lorçque  la  seconde  extrémité  de  l'onde  partie  de  BC  est  ar- 
rivée en  A,  l'onde  entière  se  trouve  tournée  en  sens  in- 
verse, et  marche  indéfiniment  du  côté  des  x  positifs.  C'est 
en  cela  que  consiste  la  réflexion  d'une  onde  plane  contre  un 
plan  qui  lui  est  parallèle.  Cet  effet  se  produit,  quelle  que 
soit  la  longueur  de  la  partie  ébranlée  BC^  elle  peut  s'é- 
tendre indéfiniment  depuis  le  plan  A  jusqu'à  x  =  oc  -^  elle 
peut  avoir  une  longueur  infiniment  petite.  Et  si  l'on  trouve 
avantageux,  dans  certains  cas,  de  partager  l'ébranlement 
çn  portions  infiniment  petites,  il  suffira  toujours  de  super- 
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poser  les  effets  correspondants  à  chacun  de  ces  éléments, 
après  un  temps  quelconque,  pour  avoir  l'effet  qui  corres- 
pondrait à  Fébranlement  proposé,  après  ce  même  temps. 

2^.  Cas  du  Utyau  ouuert.  —  Supposons  maintenant  que 
le  tuyau  soit  ouvert  en  A  et  en  communication  avec  un  ré- 
servoir de  gaz ,  indéfini  en  tous  sens ,  comme  par  exemple 
Tatmosphère  ;  nous  avons  admis- généralement  que  la  pres- 
sion qui  a  lieu  à  la  surface  de  communication  est  toujours 
la  même  que  celle  qui  a  lieu  dans  le  réservoir,  et  que  nous 
supposerons  constante.  C'est  cette  pression  qu'on  observe- 
rait dans  le  gaz  du  tuyau  en  équilibre  5  et  y  exprime  l'aug- 
mentation de  la  densité.,  à  partir  de  celle  qui  correspond  à 
cet  état  d'équilibre. 

Cela  posé ,  on  aura ,  pour  tous  les  points  du  tuyau , 


?  2  «    î 


df  dx" 


(0 

et 

d(o     ' 

(2)  — ï- =r  G     pour     x=^o,     quel  qiie  soit  f. 

Nous  représenterons  eiicore  par  ^(x)^  X  {^)  '^  vitesse  et 
]a  condensation  initiales.  Ce  sont  des  fonctions  données 
entre  a:  ==  o,  x  =  go  ,  et  complètement  arbitraires  entre 
X  =  Of  X  =  —-00  .  C'est  encore  cette  indétermination  qui 
permettra  de  satisfaire  à  la  condition  relative  à  l'extrémité. 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est  encore 

«p  =  F,  (x  +  at)  -f-/,  (x  — é/r), 

et  la  condition  (2)  conduit  à  l'équation  suivante,  dans  la- 
quelle z  est  tout  à  fait  indéterminé  en  grandeur  et  en  signe, 
et  F,  f  sont  encore  les  dérivées  des  fonctions  Fi ,  /i , 

(3)  F(z)  =  /i-z). 

De  sorte  que  si  l'on  considère  les  courbes  ayant  pour  équa- 
tions 
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le  lica  géométrique  composé  de  la  partie  de  l'une  quel- 
conque des  deux  qui  est  située  du  côté  des  x  positifs ,  ei 
de  la  partie  de  Fautre  située  du  c.ôté  des  x  négatifs ,  sera 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  y.  Ainsi ,  au  moyen  de 
Téquation  (3),  les  fonctions  F,/*,  qui  n'étaient  données,  d'a- 
près ^  et  ^,  que  pour  les  valeurs  positives  de  la  variable, 
sont  déterminées  pour  ses  valeurs  négatives.  Et  Ton  peut 
encore  remarquer,  dans  ce  cas  comme  dans  le  précédent, 
que  la  question  est  la  même  que  si  l'on  supposait  le  tuyau 
indéfiniment  prolongé  vers  les  x  négatifs ,  pourvu  qu'on 
donnât  au  gaz,  dans  ce  prolongement,  un  état  initial  re- 
présenté par  les  valeurs  de  F  et  /  que  nous  venons  de  dé- 
terminer pour  les  valeurs  négatives  de  la  variable. 

Les  valeurs  de  u  et  y  seront  représentées  par  les  formules 
suivantes  : 

(4)  uz=zY[x-\' at)-^f{x  —  at)y 

(5)  «7  r=  —  F  (a;  4-  at)-^f[x  —  at). 

Si  Ton  change  x  en  —  x  dans  les  équations  (4)  et  (5),  on 
trouve,  en  ayant  égard  à  réqualîoii  (3)  et  représentant  par 
71  j ,  yi  les  nouvelles  valeurs  de  u  et  y, 

«,=:F(— jrH-tf/)  -^ /(-- X r- at)= f  [x  —  at)  -^Y (x  -{^ iu)-:=i H , 

/ï7,=  —  F(—  x-f-  fl^)  -h/(— J?  —  at)  =  — f(x  —  at) 

4-  F  (x  -h  at)  =  —  ay. 

Ainsi,  en  deux  points  quelconques  situés  de  part  et  d'auln* 
et  à  égale  distance  de  l'origine,  les  vitesses  sont  égales  et  de 
mcnie  sens,  et  les  condensations  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

Cette  disposition,  qui  a  lieu  à  chaque  instant,  a  lieu 
aussi  dans  l'état  initial.  Ainsi ,  dans  lé  cas  d'un  tuyau  ou- 
vert, le  moyeu  de  ramener  la  question  à  celui  d'un  tuyau 
ifidcfini  consiste  à  supposer  le  tuyau  prolonge  et  rcnij'li 
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tVan  gaz  ideniîque  au  premier,  ei  disposé  au  commence- 
ment du  mouTement,  de  manière  que  deux  points  égale- 
ment distants  de  l'origine  et  de  côtés  différents  aient  des  vi- 
tesses égales  et  de  même  sens ,  et  des  condensations  égales  et 
désignes  contraires. 

204.  Examinons  le  cas  particulier  où  l'ébranlement  ini* 
tial  donné  a  une  étendue  finie  BC  '(Jig»  i5)  comprise 
entre  les  abscisses  d  et  d  -{-  l.  Alors  les  fonctions  F,  y 
sont  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  qui  ne 
sont  pas  comprises  entre  r/etrf+Z,  et,  d'après  l'équa- 
tion *(3),  pour  toutes  les  valeurs  négatives  non  comprises 
entre  — d  et  — d — /.  Elles  sont  représentées  par.  les 
courbes  tracées  sur  la  figure.  Or,  d'après  le  principe  de  su- 
perposition ,  les  ondes  correspondantes  à  chacun  des  ébran- 
lements BC,  C'B'  se  propageront  avec  une  vitesse  co^- 
stante  a.  Les  deux  qui  vont  en  s'éloignant  de  Â  ne  donnent 
lieu  à  aucune  remarque  particulière.  Quant  aux  deux  au- 
tres ,  elles  arriveront  ensemble  au  point  A  et  continueront 
leur  marche  e;n  se -superposant  dans  les  points  communs. 
Lorsque  la  seconde  extrémité  de  chacune  sera  arrivée  en  A, 
ces  deux  ondes  seront  entièrement  séparées,  et  celle  qui 
est  venue  de  G'B'  vers  A  continuera  son  mouvement  vers 
les  X  positifs  jusqu'à  l'infini.  De  sorte  que  dans  le  tuyau 
réel,  ouvert  en  A,  la  réflexion.qui  se  fait  en  ce  point  a 
précisément  pour  effet  de  produire  cette  dernière  onde. 

Le  rapport  entre  l'onde  réfléchie  et  l'onde  incidente  ré- 
sulte de  la  remarque  faite  précédemment ,  relativement  aux 
points  qui  ont  des  abscisses  égales  et  de  signes  contraires. 
En  effet,  l'onde  incidente  continuant  sans  altération  son 
mouvement  du  côté  des  x  négatifs,  il  suit  de  la  remarque 
que  nous  rappelons,  que,  pour  avoir  Tonde  réfléchie,  il 
faut  concevoir  que  chacun  des  éléments  de  Tonde  inci- 
dente, aiu*ivant  en  A,  se  replie  sur  lui-même  avec  la  vi- 
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tcssc  a,  mais  de  telle  sorte  que  la  vitesse  absolue  des  mo- 
lécules y  reste  la  même  en  grandeur  et  en  signe,  tandis 
que  la  condensation  a  changé  de  signe  san»^  changer  de 
grandeur. 

On  peut  remarquer  que  si  cette  onde  réfléchie  allait  de 
nouveau  rencontrer  une  ouverture  communiquant  avec  un 
réservoir  indéâni,  elle  subirait  une  nouvelle  réflexion 
suivant  les  mêmes  lois  et  redeviendrait  identique  avec  la 
première  onde  incidente.  Et  cet  effet  se  reproduirait  indé- 
finiment. 

Mouvement  d'un  gaz  dans  un  tujrau  limité  dans  les  deux 

sens. 

205.  Lorsqu'un  tuyau  est  limité  dans  les  deux  sens,  il 
se  passe  à  ses  deux  extrémités,  ouvertes  ou  fermées,  des  ef- 
fets semblables  à  ceux  que  nous  venons  de  considérer. 
Chaque  élément  de  Tébranlemetit  donne  naissance  à  deui 
ondes  qui  marchent  en  sens  inverse  et  vont  successivement 
se  réfléchir  aux  deux  extrémités  suivant  les  lois  que  nous 
venons  d'établir.  On  peut  reconnaître  ainsi  la  périodicité 
de  ce  mouvement  et  la  durée  de  la  période. 

Considérons,  par  exemple,  un  tuyau  fermé  à  ses  deux 
extrémités.  Un  élément  infiniment  petit  de  l'ébranlement 
initial  donnera  lieu  à  d^x  ondes  élémentaires.  Suivons 
la  marche  de  l'une  des  deux.  Parvenue  à  Textrémité,  elle 
sera  réfléchie  de  manière  que  la  condensation  soit  restée  la 
même,  et  la  vitesse  la  même  au  signe  près  -,  arrivée  à  la  se- 
conde extrémité,  elle  est  de  nouveau  réfléchie,  en  con- 
servant la  même  condensation  et  la  même  vitesse  au  signe 
près;  elle  est  donc  revenue  au  même  état  qu'au  moment 
du  départ.  Or,  elle  reprendra  sa  position*  initiale  après 
avoir  parcouru ,  avec  la  vitesse  « ,  un  espace  égal  à  deux 
fois  la  longueur  du  tuyau;  et  il  en  sera  de  même  de  tous 
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les  éléments  de  rébranlemenl  primitif;  et,  par  conséquent, 
à  ce  même  moment,  l'état  du  gaz  dans  le  tuyau  entier  sera 
identique  avec  l'état  initial.  Les  états  subséquents  seront 
donc  les  mêmes  que  ceux  qui  ont  déjà  eu  lieu,  et  ce 
mouvement  se  reproduira  périodiquement.  Si  Ton  désigne 
par  /  la   longueur   du    tuyau,   la    durée    de   la   période 

2.1  , 

sera — •  Un  raisonnement  analogue  montrerait  que,  dans 

le  tuyau  ouvert  aux  deux  extrémités ,  l'état  du  gaz  rede- 
vient encore  le  même  lorsque  l'onde  élémentaire  a  parcouru 
l'espace  2/. 

Mais  si  le  tuyau  est  fermé  d'un  côté  et  ouvert  de  l'autre, 
les  choses  ne  se  passent  plus  tout  à  fait  de  la  même  ma- 
nière 5  comme  il  faut,  pour-que  l'état  du  gaz  soit  redevenu 
le  même,  que  l'onde  élémentaire  ait  subi  deux  fois  la  même 
espèce  de  réflexion,  et  que  les  deux  extrémités  en  produi- 
sent d'espèces  différentes,  il  sera  nécessaire  que  cette  onde 
ait  parcouru  quatre  fois  la  longueur  du  tuyau,  et,  par 

conséquent,  la  durée  de  la  période  sera  — • 

On  désigne  sous  le  nom  de  ^vibration  un  petit  mouvement 
qui  se  reproduit  périodiquement  5  et  l'on  reconnaît ,  en  phy- 
sique ,  que  le  son  qui  en  résulte  est  d'autant  plus  aigu  que  le 
nombre  de  vibrations  faites  dans  un  même  temps  est  plus 
grand.  Il  suit  de  la  discussion  précédente  que  le  son  rendu 
par  un  tuyau  ouvert  à  une  extrfoiité,  et  fermé  à  l'autre, 
est  à  l'octave  au-dessous  de  celui  que  rendrait  un  tuyau  de 
même  longueur,  ouvert  ou  fermé  à  ses  deux  extrémités. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  durée  que  nous  avons 
reconnue  pour  la  période  est  une  limite  supérieure»^ Nous 
avons  prouvé  qu'après  cet  intervalle  on  retombe  identique- 
ment sur  le  même  état  du  gaz,  et  généralement  on  n'y  re- 
tombera pas  auparavant.  Mais  il  est  possible  que  1  elat 
initial  soit  tel  qu'il  se  reproduise  identiquement  avant  que 
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cet  intervalle  ne  soit  achevé  5  cette  période ,  plus  petite,  né 
pourra  évidemment  être  qu  un  sous-multiple  de  la  pre- 
mière. Nous  ne  faisons  qu^ndiquer  ce  résultat  que  nous 
retrouverons  toiit  à  l'heure  dans  la  discussion  directe  et 
complète  des  trois  cas  que  nous  venons  d'examiner  rapi- 
dement. 

I**.  Cas  d'un  ti^au  fermé  à  ses  deux  extrémités,  — 
En  désignant  par  /  la  longueur  du  tuyau  ÂB  (fig*  17)  et 
conservant  toujours  les  mêmes  notations,  nous  aurons  à 
satisfaire  aux  équations  suivantes  : 


'_  — —  »»* L 


fO  -:i7.'  =  - 


dt^  dx^ 


> 


(aj  —i  =  o     pour     a:  =0     et  pour     x  =  /*, 

(3)  ''2c^^^''^'     ^=— «'X(-^)     pour     f  =  o. 

J /intégrale  générale  de  Féquation  (i)  est 

y  =  F,  (xH-flr^)  -4-/,  (x  — ^r). 

La  condition  (2),  relative  à  a:  =  o ,  conduit  à  réquatiou 
suivante,  dans  laquelle  z  désigne  une  quantité  arbitraire: 

(4)  F  (2) -+-/(- 3)  ^o. 

La  même  condition  (2) ,  considérée  pour  x  =  /,  donnera 

(5)  F(/4-z)+/(/-zJ=o. 

Les  fonctions  P  et/,  qui  se  déduisent,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  voir,  des  fonctions  données  cp,  ;f ,  ne  sont  déter- 
minées ,  comme  ces  dernières ,  que  pour  les  valeurs  de  la 
variable  qui  sont  comprises  entre  o  et  /.  Les  équations  (4) 
et  (5)  vont  les  déterminer  complètement,  et  Ton  saura 
alors  quel  devrait  être  l'état  initial  du  gaz  dans  un  tuyau 
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indéfini  dans  les  deux  sens,  pour  présenter  eulre  o  et  / 
tous  les  mûmes  elVets  qui  vont  se  produire  dans  le  tuyau  eu 
question. 

L'équation  (4)  exprime,  comme  nous  avons  déjà  eu  oc- 
casion, de  le  remarquer,  que  si  l'on  considère  les  courbes 
ayant  pour  équations 

depuis  x  =  —  ao  jusqu'à  .r  =  +  oo  ,  le  lieu  formé  de  la 
partie- de  Tune  située  d'un  côté  de  A,  et  de  la  partie 
de  l'autre  située  de  l'autre  côté ,  a  le  point  A  pour 
centre. 

L'équation  (5)  exprime  qu'il  en  est  de  même  relative- 
mient  au  point  B.  Ce  lieu  ayant  deux  centres  A ,  B ,  en  a  une 
infinité  d'autres,  distants  les  uns  des  autres  de  cette  même 
quantité  /,  et  situés  à  droite  et  à  gauche  de  l'origine  A, 
comme  l'indique  la  figure.  Il  en  résulte  que  chacune  des 
fonctions  F  et  y  est  périodique  par  rapport  à  la  variable, 
et  conserve  la  même  valeur  quand  cette  variable  augmente 
ou  diminue  de  2  /. 

Cette  propriété  iniportanle  peut  d'ailleurs  facilement  être 
déduite  des  équations  (4)  et  (5).  En  eflet,  si  dans  la  der- 
nière on  change  z  en  «  4-  /,  elle  devient 

F  (2  /  H- z) -+-/(— 3)=  o, 

résultat  qui ,  combiné  avec  l'équation  (4)  >  donne,  quel  que 
soit  z^ 

F(z)  =  F(2/H-z); 

d'où  il  résulte  que  la  fonction  F  est  périodique,  et  que  la 
période  se  rapporte  à  l'étendue  2  /de  la  variable.  On  prou- 
verait semblablement  la  périodicité  dd  la  fonction  f.  On 
changerait  z  en  z —  /  dans  l'équation  (5),  ce  qui  don- 

.  II.  21 
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nerail 

F(3)-h/(2/-z)=0, 

et,  en  v^rlu  de  réquatiou  (4) , 

Cette  équation  ayant  lieu ,  quel  que  soit  z ,  en  grandeur  et 
en  signe,  prouve  que  la  fonction  y  est  périodique,  et  que, 
de  même  que  pour  la  fonction  F,  la  période  se  rapporte  à 
l'étendue  a  Z  de  la  variable. 

Cela  posé,  on  déduira,  comme  précédemment,  delà  va- 
leur de  9, 

a  =  F  (a?  H-  «^)  -\-f{x  —  at) , 

ar  7  =  —  F  (a?  4-  aO  "^/[^  —  ^^)- 

Or,  il  suit  de  la  périodicité  des  fonctions  F  et  y,  que  la  vi- 
tesse et  la  condensation  redeviennent  l^s  mêmes  en  un  même 
point  quelconque,  à  des  époques  distantes  lès  unes  desautre» 
d'un  intervalle  T,  tel  que  l'on  ait 

«  T  =  2  /. 

L'état  du  tuyau  est  donc  périodique  et  se  reproduit  indé- 
finiment à  des  époques  distantes  les  unes  des  autres  de  Tin- 

2  / 
tervalle  — 5  comme  nous  l'avions  déjà  trouvé. 

2°.  Cas  d'un  tuyau  ouuert  à  ses  deux  extrémités.  — 
Dans  ce  cas ,  la  condensation  devant  être  nulle  à  chaque 
instant  aux  deux  extrémités,  on  devra  avoir,  quel  que 
soit  ï, 

dm 

— 1  =  G ,     pour     x  =  o     et  pour     x  =z  t^ 

ce  qui  exige  que  Ton  ait ,  quel  que  soit  z , 

(l)  F(3)=/(-2), 

(a)  F(t+z)=/{l-z)i 
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changeant  z  eu  z  -^  l dans  l'équation  (a) ,  on  obtient 

F(2/-f-2)=/(-3), 

et,  d'après  Téquation  (i) , 

¥{2l-i-z)=F{z); 

donc  encore  la  fonction  F  est  périodique ,  et  sa  période  ré- 
pond à  rétendue  2  /  de  la  variable. 

On  arrive  à  la  même  conséquence  pour  la  fonction /j  en 
changeant  z  en  z  —  /  dans  Féquation  (2)  ^  ce  qui  donne 

F(z)=/{2l--z), 
et,  d'après  l'équation  (i), 

L'état  du  tuyau  est  donc  encore  périodique,  et  est  le  même 
à  deux  époques  quelconques  séparées  Tune  de  l'autre  par 

2.1 
un  intervalle  écal  à  — 

°  a 

3".  Cas  d'un  tuyau  fermé  d'un  côté  et  ou^eit  de  Vautre, 
—  Supposons  qu'à  l'extrémité  prise  pour  origine ,  le  tuyau 
soit  fermé,  et  qu'il  soit  ouvert  à  l'autre,  on  devra  avoir, 
quel  que  soit  f , 

(i)  --i.=:o      pour      j?  =  o, 

(2)  -j- =  o      pour      X  z=z  l. 

Ces  deux  conditions  conduisent  aux  suivantes  : 

(3)  F(*)+/(-*)  =  o, 

(4)  F(/+3)=/(/-z). 

En  changeant  z  en  z  +  /dans  l'équation  (4) ,  on  obtient 

Y(ïl-\-z)=f{-z), 

11. 


324  COURS   DE    M^GANIQUE^ 

et,  d'après  Téquation  (3) , 

F(2/  +  z)  =  — F(z). 

La  fouction  F  ne  reprend  donc  pas  la  même  valeur  quand 
la  variable  augmente  de  2I.  Maïs  ces  deux  valeurs  ne  diffè- 
rent que  par  le  signe.  Donc ,  si  l'on  augmente  de  nouveau 
la  variable  de  2/^  la  fonction  reprend  identiquement  sa 
première  valeur.  Elle  est  donc  encore  périodique,  mais  la 
période  répond  à  l'intervalle  4'  de  la  variable. 

On  reconnaîtrait  la  même  propriété  pour  la  fonction/, 
en  changeant  z  en  z  —  /  dans  Téquation  (4)-  U  suit  de  là 
que,  dans  le  cas  actuel,  F  état  du  tuyau  est  encore  pério- 
dique, mais  que  généralement  il  ne  redevient  le  même  qu'a- 
près un  intervalle  égal  à  —  >  comme  nous  l'avions  déjà  dé- 
montré  d'une  autre  manière. 

Solution  des  questions  précédentes  au  moyen  de  séries 

trigonométriques . 

206.  Nous  allons  maintenant  traiter  la  question  du  mou- 
vement de  l'air,  ou  d'un  gaz  quelconque,  dans  un  tuyau 
fini,  au  moyen  d'une  méthode  très-féconde,  et  beaucoup  plus 
commode  dans  la  plupart  des  cas.  Elle  consiste  à  déterminer 
d'abord ,  non  pas  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dif- 
férentielles partielles ,  mais  un  nombre  infini  d'intégrales 
particulières,  que  l'on  assujettit  à  satisfaire  chacune  aux 
conditions  relatives  aux  limites  du  système.  Si  Ton  a  eu 
soin  de  préparer  les  équations  de  manière  à  ce  qu'elles  ne 
renferment  pas  de  termes  indépendants  de  la  fonction  ou 
de  ses  dérivées ,  une  somme  d'intégrales  particulières ,  mul* 
tipliées  respectivement  par  des  constantes  arbitraires,  est 
encore  une  intégrale  de  l'équation  indéfinie,  et  elle  satis- 
fait encore  aux  équations  aux  limites  si  chacune  des  pre- 
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mièrcs  y  satisfait.  11  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer 
les  constantes  en  nombre  infini ,  que  renferme  cette  inté- 
grale, de  manière  qu'en  faisant  t=o  on  obtienne  Fétat 
initial  proposé.  Nous  allons  reprendre,  en  suivant  cette 
marche,  la  résolution  des  derniers  problèmes. 

1**,  Mom»cmcnt  d'un  gaz  dans  un  cylindre  fermé  des 
deux  côtés.  —  En  employant  les  mêmes  notations  que  pré- 
cédemment, il  faudra  satisfaire  aux  conditions 

/    \  d(D 

\2}  —  =  o     pour     X  =  o     et  pour     x  =  /, 

(3)  ^^^(^a:)     pour     f^o, 

(4)  cU  ^ '^^' ^^^"i      P^""^      t=:0. 

On  reconnaît  immédiatement  qu'on  satisfait  à  Téquation  (i) 
en  prenant 

(p  =  (M  cos/wjc-f-N  sinmx)  (A  sin amt~\-  B  cos amt), 

M,  N,  A,  B,  m  étant  des  constantes  arbitraires.  Pour  sa- 
tisfaire à  la  condition  (2) ,  quel  que  soit  t^  il  faut  que  la 
dérivée  du  facteur 

M  cos MX  H-  N  sin mx ,     ou     —  m  {M.  sin  mx  —  N  cos mx ) , 

soit  nulle  pour  j:  =  o  et  pour  x  =  /,  ce  qui  donne  les  deux 
équations 

N=o,      sm/n/  =  o,     d  ou     /?f  =  — , 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  positif  ou  néga- 
tif. Mais  on  peut  se  borner  aux  valeurs  positives ,  parce  que 
les  valeurs  de  (f  correspondantes  aux  valeurs  négatives  de  n 
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ne  difliéreraient  pas  des  premières,  vu  F  indétermination  des 
coefficients. 

Désignons  par  £  une  somme  relative  à  toutes  les  valem^ 
entières  et  positives  de  n;  supposons  que  A  et  B  changent 
arbitrairement  avec  n ,  et  supprimons  le  £sicteur  M  qui  est 
inutile  ;  nous  aurons  une  intégrale  plus  générale  de  Fëqua- 
tion  (i),  satisfaisant  aux  conditions  relatives  aux  extré- 
mités du  tuyau.  Cette  intégrale  est 

nitx   i       .    anttt       ^         amzt\ 
y  =  2  cos  — - —  (  A  sin  — h  B  ces  — - —  )  • 

Si  nous  diflérentions  celte  expression  par  rapport  à  x  et  ( 
pour  en  déduire  u  et  y  qui  donnent  la  solution  de  la  ques- 
tion ,  et  que  nous  remplacions  par  A  et  6  les  constantes 

arbitraires  A— ?  1^-7-'  nous  aurons 

itv                        ^    .    ^"^^  /a     •     o.m:t  anntX 

(5)         «  =  —  2  sm  — —  I  A  sin  — h  B  cos  — —  j  9 

//?x                        ^         nii.x  l            anizt       ^    .     amzt\ 
(0)       07  =  —  Icos— - — lAcos — B  sin U 

Si  nous  faisons  ^  =  0  dans  ces  expressions,  les  équations  (3) 
et  (4)  donneront,  pour  déterminer  A  et  Bj  les  conditions 
suivantes  : 

(7)  ïBsin— p-  =  — 4/(jr), 


nitx 


(8)  2Acos— —  =  —  ax{^)* 

Pour  (léierminer  les  coefficients  B,  nous  développerons  la 
fonction  i|/  [x) ,  qui  est  donnée  dex=o  k  x  =  l  seule- 
ment, en  série  procédant  suivant  les  sinus  des  multiples 
de  X,  C'est  supposer  que  Ton  ait 


m 
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et  (-elle  condition  peut  être  admise,  puisque  ^  (x)  est  en- 
tièrement arbitraire  en  dehors  des  limites  o  et  /.  On  fera 
usage,  à  cet  effet,  de  la  formule  suivante  (Cours  d^A- 
naljrse)  : 


?( 


^)  =  7  >      Sin /i -—    I      (p(aj  sin/i-— r/a, 


ot  Ton  voit  qu'on  satisfera  à  la  condition  (7)  en  prenant 

B  =  —  -    1      i|;(a)  sin/2  — ^a. 
*  Jo  * 

Pour  satisfaire  à  Tëquation  (8),  il  faudra  faire  usage  d'une 
formule  de  développement  où  n'entrent  que  les  cosinus  des 
multiples  de  x  ]  c«Ia  suppose  que  Von  ait 

et  l'on  peut  s'assujettir  à  cette  condition,  puisque  la  fonc- 
tion y^  est  arbitraire  en  dehors  des  limites  o  et  /.  On  emr- 
ploiera,  à  cet  effet,  la  formule  suivante  (Cours  d'Analyse)  : 

(p(j?)  =  -  I  ?(«)"«  -f-7>  cos/i—  I  <p(a)  cos«  — -rta. 
Or,  dans  le  cas  actuel  on  a 

car  la  condensation  moyenne  dans  le  gaz  du  tuyau  est  nulle, 
puisque  les  tranches  extrêmes  sont  restées  immobiles.  On 
satisfera  donc  à  la  condition  (8)  en  prenant,  pour  toute 
valeur  entière  de  w,  autre  que  zéro, 

A  =  — --  f     x(«;cos/?  — f/a. 
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l.cs  formules  (5)  et  (6)  deviennent  ainsi 


TTX 


(9)    u  =  -jl9mn- 


nx 


(  I  o  )  7  =  -  i  cos  /i  — 


-f-cos— —    I     4'l«)sin— T^«« 
—  J     x(«)cos-y-^/a 


an 
cos 


-sin~y-    I     4,(a)-sin-j-rfa  \ 


sin 


On  reconnaît  immédiatement  que  si  pour  une  même  valeur 
de  t  on  considère  des  valeurs  de  x,  différant  les  unes  des 
autres  de  la  quantité  2/,  les  valeurs  de  u  et  y  qui  leur  cor- 
respondent seront  les  mêmes.  Ces  fonctions  sont  donc  pério- 
diques relativement  à  x,  et  la  période  répond  à  l'étendue  2/ 
sur  Taxe  des  x.  Si ,  de  même ,  on  laisse  x  constant ,  et  que 

l'on  fasse  varier  f  de  —  »  w  et  y  conservent  encore  les  mêmes 

a  ' 

valeurs;  le  mouvement  de  chaque  point  est  donc  pério- 

dique,  et  la  durée  de  la  période  est  —  • 

Ces  formules  (9)  et  (10)  sont  celles  que  Fou  obtiendrait 
pour  un  tuyau  indéfini,  en  partant  de  l'état  initial  que  l'on 
trouverait  en  faisant  «  ==  o.  Cet  état  initial  indéfini,  et  qui 
serait  évidemment  périodique,  tiendrait  lieu  des  conditions 
des  extrémités. 

207.  Si  l'on  considère  en  particulier  Tétat  initial  pour 
lequel  la  série  se  réduirait  à  un  seul  terme ,  correspondant 
à  une  valeur  quelconque  n ,  on  aura  ce  que  l'on  appelle  un 
mouvement  simple  du  système.  Un  état  variable  simple, 
dans  toute  théorie,  est  celui  où  le  changement,  quel  qu'il 
soit,  se  fait  en  tous  les  points,  proportionnelleineul  à  une 
môme  fonction  du  temps.  Les  rapports  sont  alors  les  mômos 
à  tout  instant. 
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Dans  les  questions  que  nous  traitons,  ces  états  ne  peuvent 
être  que  de  la  forme  que  nous  avons  choisie,  vu  que  les  ex- 
ponentielles qui  constitueraient  la  seconde  forme  possible, 
ne  satisferaient  pas  aux  conditions  des  extrémités.  Ce  mou- 
vement sera  représenté  par  des  équations  de  la  forme  sui- 
vante : 

.    njtx  l ^   .    anizt        ^         anirt\ 
u  =  sm  — j—  (  P  siii  — h  Q  ces  — —  j  •> 

nitx  I ^        arn^t       ^   .    amtt\ 
fl  -y  =  cos  —j-  I  P  ces  — Q  sin  — —  j  • 

La  durée  de  la  vibration  est,  dans  ce  cas,  —  au  lieu  de  — 

'  na  a 

Les  valeurs  de  u  sont  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 

satisfont  à  Téquation 

.    nizx 
sm  — r-  =  G  , 

et  sont  renfermées  dans  la  formule 

kl 
n 

k  étant  un  nombre  entier. 

Les  points  où  le  gaz  est  immobile  dans  le  tuyau,  ou  les 
nœuds f  sont  donc  tous  ses  points  de  division  en  n  parties 
égales. 

Les  points  où  la  condensation  est  nulle,  et  qu'on  appelle 
ventres  y  seront  donnés  par  Féquation 

nna:                      ,                (2X-  -f-  i)/ 
cos  — —  =  o ,      d  ou     jc  ==  ^ ■—  ; 

/  2/î 

ils  sont  donc  situés  aux  milieux  des  intervalles  successifs 
des  nœuds. 

208.  2^.  Cas  où  le  tuyau  est  ouifert  à  ses  deux  extré- 
mités. —  I^rs  équations  relatives  aux  extrémités  sont,  dans 
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ce  cas , 

dfa 

--i  =  o     pour     j:  =r  o      et  pour     x=z  i. 

Les  autres  équations  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précé- 
dent, et  Ton  aura  une  valeur  de  (f  satisfaisant  à  tout, 
excepté  à  l'état  initial ,  en  prenant 

n-KX  I  ^    .    anift       ^-      amzt\ 
y  =  Z  sin  — -  (  A  sin  — h  B  cos  — - —  J  » 

la  somme  £  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  de  «  5  et  A,  B  étant  des  constantes  arbitraires,  va- 
riant avec  /i. 

On  déduit  de  celte  valeur  de  (p  les  expressions  suivaules 
de  u  et  y,  qui  sont  les  seules  dont  on  ait  besoin  et  dans  les- 
quelles les  indéterminées  Â  et  B  diffèrent  par  le  facteur  -r- 
de  celles  qui  entrent  dans  (f  : 

nnx  /  ^    .    anirt        ^         anirt\ 
u  =  l  cos  -— -  I  A  sin  — - —  -f-  B  cos  — - —  j  •> 

.    nnx  /           annt        „   .    amrl\ 
ay  =  —  S  sin — --  (  A  cos  — Bsm  — —  ]  • 

Pour  que  ces  valeurs  satisfassent  à  l'état  initial ,  il  faudra 
que  Ton  ait,  entre  les  limites  a:  =  o  et  x  =  /,  les  deux 
identités  suivantes  : 

2B  cos  — —  =  -^  (.r) , 

.    rnzx  . 

SAsm  -J-  =--rtx(^)» 

fie  qui  montre  d'abord  que  les  fonctions  J^  et  ;^  doivent  iiw 
périodiques  par  rapport  à  a:,  et  que  Tétendue  de  la  période 
est  il\  que,  de  plus,  la  fonction  ^  coiiserve  la  même  valeur 
quand  on  change  x  en  — .r,  tandis  que  la  fonction  ;(  prend 
une  valeur  égale  el  de  signe  contraire,  par  ce  même  chan- 
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geinent.  Or,  toules  ces  conditions  peuvent  <^tre  admises, 
puisque  ces  fonctions  sont  arbitraires  en  dehors  des  limites 
a:  =  o,  X  =  L 

Les  deux  équations  précédentes  donnent,  pour  une  valeur 
quelconque  de  /i , 

A      ^^  r''  f  \  •  ^^^  ^ 


B  =  -    I      ;p(a)  CCS— -—  aa. 
^  Jo  ^ 


La  valeur  de  B,  relative  à  /i  =  o,  donnerait  dans  u  le  terme 
constant 


7/      ^'(a)^»» 


qui  n'est  autre  chose  que  la  valeur  moyenne  de^p(a:)  ou 
de  M,  ou  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  du  gaz  ren- 
fermé dans  le  tuyau.  Si  donc  on  suppose  que  ce  gaz  et  le 
tuyau  fini -qui  doit  toujours  le  renfermer  n'aient  pas  un 
mouvement  uniforme  de  translation  dans  l'espace,  ce 
terme  est  nul ,  et  il  suffira  de  considérer  les  valeurs  de  n 
depuis  I  jusqu'à  l'infini  ;  la  solution  du  problème  sera  donc 
donnée  par  les  formules  suivantes  : 

l-»flsin— — -    I     ;;^(a)sin— -^a 


2 
«  =  -:  2  eos 


/  / 


an 
cos 


an 

4-  cos 


2       .     niz  X 


y  =  -  2sin 


/  / 


I    .     an 
-  sin 
a 


—  J     ^(«)cos— Ja 

—  /      X(«)sin— .r/a 

—  I      ^(a)cos-^r/a 


On  reconnaît  immédiatement  qu'à  une  même  époque  quel- 
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conque  Tctat  du  gaz  est  le  même  en  des  points  dont  la  dis- 
tance est  2/.  On  voit,  de  plus,  qu'en  un  même  point  quel- 

2/ 
conque  Tétat  redevient  le  même  après  un  temps  égal  à  —  ; 

que,  par  conséquent,  les  vibrations  sont  périodiques  en 

2/ 
chaque  point ,  et  que  la  durée  de  la  période  est  —  9  comme 

dans  le  cas  où  les  deux  extrémités  sont  fermées. 

S09.  Si  l'on  considère  l'un  quelconque  des  mouvements 
simples  qui  peuvent  avoir  lieu ,  il  sera  représenté  par  les 
équations  suivantes ,  où  n  désigne  un  nombre  entier  quel- 
conque ,  et  A ,  B  des  constantes  arbitraires  : 


rntx  I  ,    .    annt       ^        an 
u  =  ces  (  A  sm  — ; h  B  ces 


n-KX  l ^    .    anizt        .         aniitX 
a  7  =  sm  — r—  I  B  siD  — ' A  ces  — r —  I 


annt 


Comme  il  n'y  a  qu'un  seul  arc,  — —9  les  valeurs  de  ù  et  y 

redeviendront  les  mêmes  après  un  temps  égal  à  — 
Les  ventres  seront  donnés  par  l'équation 

,     nnx  j,   ,  A^/ 

sm  — ; —  =  o ,     d  où     j:  =  —  5 
/  n 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Ces  points  par- 
tagent donc  le  tuyau  en  n  parties  égales.  Les  nœuds  seront 
donnés  par  l'équation 

ces =  o,      d  ou     X  z=z  il  k -^  i) — • 

l  2/2 

Ces  points  sont  donc  situés  aux  niilieux  entre  les  ventres 
successifs. 

210.  Z"",  Cas  d'un  tuyau  oui^evl  d'un  côté  etjermédc 


DEUXIÈME  PARTIE.  —  HYDRODYNAMIQUE.  333 

Vautre,  —  Supposons,  en  dernier  lieu,  que  le  tuyau  soit 
ouvert  à  rextrémité  située  à  l'origine,  et  fermé  à  Tautre. 
On  devra  avoir  alors 


d 


y  — 


-^  =  o     pour     j:  =  o , 

dm 

■y^  =  o     pour     0?  =  /, 

dx 

et  Ton  satisfera  à  toutes  les  conditions ,  excepté  à  celles  de 
l'état  initial,  en  prenant 

<p  =  2  sm  ^ r —  {  A  sm  ^ -^ h  B  cos  ^ ^ 

^  2/  (  2/  2/ 

A  et  B  désignant  des  constantes  arbitraires,  variant  avec  /*, 
et  la  somme  Z  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  de  n.  On  déduit  de  là  pour  m  et  y  les  valeurs 
suivantes,  dans  lesquelles  A  et  B  désignent  de  nouvelles 
indéterminées,  qui  diffèrent  des  précédentes  par  le  fac- 

(2/1  4-  l)  Tf  . 


teur 


2/ 


f2/i-h  i)  TTxl       .    (2«+i)7rar      ^        (2/i-+-l)7r«f 

«==2008^ -^--^ <Asin^ — -^ hBcos^ / — 

2/  I  2/  2/ 

«7  =  — îsin ~ — <Acos^ r Bsin^ ~ >. 

'  2/        I  2/  2/         j 

Pour  que  ces  expressions  satisfassent  à  Tétat  initial ,  il  fau- 
dra que  Ton  ait,  entre  les  limites  x  =  Oy  o:  =  /,  les  deux 
identités  sui  van  tels  : 

iBcos' ^ =  n^)> 

2  A  sm  ^ j^ =  —  ax(^)' 

Ces  équations  exigent  que  les  fonctions  ^  (x),  y^  (x),  con- 
sidérées dans  l'étendue  indéfinie  de  Taxe  des  x^  soient 
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telles  que ,  lorsqu'on  y  change  x  en  —  x ,  la  première  resté 
la  même ,  et  la  seconde  la  même  au  signe  près  *,  que  les  va- 
leurs /-ha  et  /  —  a ,  prises  pour  x ,  donnent  pour  ^ (x) 
des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires ,  et  pour  "/^  (x)  des 
valeurs  égales  et  de  même  signe;  et  qu'enfin  ces  fonctions 
soient  périodiques  par  rapport  à  x ,  Tétendue  de  la  période 
étant  4 1*  Ces  conditions  peuvent  être  admises ,  puisque  ces 
fonctions  ne  sont  données  qu'entre  x  =  o^  a:  =  /,  et  cet 
état  initial  assurerait  les  conditions  des  extrémités  en  sup- 
posant le  tuyau  indéfini  dans  les  deux  sens  Bt  le  gaz  entière- 
ment libre. 

Les  valeurs  générales  de  A  et  B,  propres  à  satisfaire  aux 
équations  précédentes,  sont 

B==-    i     x|;(a)cos^ ^ da 

*  Jo 


2/ 


.    (2/1  H-  i.)7ra 

xM^^^' — ^ — '^''' 


La  solution  de  la  question  sera  donc  donnée  par  les  for- 
mules suivantes  : 

(             .    (in  -i-  i)nae  C^    /    \   •     i^n -^-i)icx 
i^asin' --1 /    x(«)sin^ -f—d: 


2               f  2  «  -h  I  ) 
U  =^1  CCS 

/  il 


(2«-hl)7rflr    r\  (2«4-l)7ra 

eos  ^ r^ /    4^  (  a  )  ces  ^ Y —  fl^ 


^'X'm.) 


(in -\- i) t: at    f* 


2       .     (in  -\-  i)nx 
«p  =  --  2  sm  i — ; — -^ — 

^  /  2/ 


l)T:at    r'  .    {in  +i)'f3t 

^,^.^[2.+  0..t  r\^^^,,,{-n-^^)j^,^ 

a  11  Jo-  2' 


les  sommes  2  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  positives  et 
entières  de  n  depuis  o  jusqu'à  Pirifini. 

Ces  expressions  sont  périodiques  par  rapport  à  x  et /, 
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/ 1 
dans  un  intervalle  1 1  pour  jc,  el  —  pour  t,  La  durée  de  la 

période  est  donc  double ,  dans  ce  cas ,  de  ce  qu'elle  était  dans 
les  deux  cas  précédents,  et  le  sou  fondamental  rendu  par 
ce  tuyau  est  d'une  octave  au-dessous  de  celui  que  rendrait 
un  tuyau  de  méinç  longueur,  ouvert  ou  fermé  des  deux 
côtés. 

211.  Si  Ton  considère  le  mouvement  simple  correspon- 
dant à  une  valeur  unique  quelconque  de  /i,  la  durée  delà 

période  sera  >   ■     — : — 

*  (2/1  -H  i)  a 

Les  nœuds  seront  donnés  par  les  racines  de  l'équation 

(  2«  -h  l)  tzX 
ces    -T- =  O  , 

qui  sont  représentées  par  la  formule 

(a^  +  i)/ 

X  =   5 

2/1 


k  désignant  un  nombre  entier.  Les  distances  des  nœuds  à 
l'origine  sont  donc  respectivement 

/  3/  5/ 


2/1  -h  I         2«  -H  I  2«  4-  I 


ils  soiit  distants  les  uns  des  autres  de ?  el,  par  con- 

2«  +  1        '  ^ 

séquent,  à  partir  du  premier,  on  a  comme  une  suite  de 

2/ 
tuyaux  d'une  longueur  égale  à ?  et  dont  les  deux  ex- 


trémités seraient  immobiles  et  pourraient,  par  conséquent, 
être  considérées  comme  fermées. 

Les  ventres  ont  pour  abscisses  les  racines  de  Téquation 

.       (  2  «  -f-  I  )  TT  JC 

^n  ^ ^ =  o  ; 
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ces  racines  sont  représentées  par  la  formule  suivanie,  dans 
laquelle  h  désigne  un  nombre  entier  indéterminé  : 


X  = 


2/1  H-i 


Les  distances  des  ventres  à  Torigine ,  dans  toute  l'étendue 
du  tuyau ,  sont  donc  respectivement 

O,  ; î  -^    •    •    •    9 


2/1-1-1  2/l-f-I  2/1  -hl 

Ce  sont  encore  les  points  milieux  entre  les  nœuds  succes- 

2  / 
sifs  ;  ils  sont  distants  les  uns  des  autres  de = — ,  et  le  gaz 

'  2/1 -h  I  ° 

compris  entre  deux  ventres  consécutifs  est  dans  le  même 
cas  que  s'il  se  trouvait  dans  un  tuyau  ouvert  aux  deux 

2  / 

bouts ,  qui  aurait  pour  longueur  — 


Du  mouvement  dans  un  gaz  indéfini  dans  tous  les  sens. 

21  â.  Considérons  maintenant  les  petits  mouvements  des 
molécules  d'un  gaz  homogène  indéfini  dans  tous  les  sens; 
nous  aurons  Téquation  précédemment  démontrée 

^   ^  <y/»  \  dx'  djr'  dz' 

Il  n'y  aura,  dans  ce  cas,  aucune  condition  aux  limites, 
puisque  le  fluide  s'étend  à  Tinfini  dans  tous  les  sens  ;  mais 
il  faudra  toujours  satisfaire  à  l'état  initial^  ce  qui  exige  que 

-i^>  -r  '  "T^  et  ~  deviennent  des  fonctions  données  arbi- 
dx     dy     dz  dt 

trairement  des  variables  x,  y^  z,  lorsqu'on  y  fait  f  =  o, 

Or,  les  trois  dérivées  partielles  d'une  fonction  x^  y^  z  étant 

données,  la  fonction  elle-mênie  est  connue  à  une  constante 

près  dont  il  est  inutile  de  tenir  compte  dans  la  question  ao- 
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tuelle;  d'où  il  suit  que  l'éiat  initiai  étant  donné,  on  connaît 

les  valeurs  de  (j)  et  -^  pour  ^  =  o.  Ainsi ,  en  désignant  par 

F  et/* des  fonctions  arbitraires  de  x,  j^,  z,  les  conditions 
de  l'état  initial  seront  exprimées  par  les  équations 

(2)       y=/(a:,  j-,  z),      -l==F(a;,  j,  z),      pour     f=o; 

la  question  se  réduit  donc  à  satisfaire  aux  équations  (i) 
et  (2).  C'est  ce  que  l'on  fera  au  moyen  de  la  formule  sui- 
vante, qui  a  été  donnée  par  Poisson  : 


x-^at  cosô,  y-^atûn  9  cos\p,\ 


o    */o  ^a-|-û^sin0  sinxp 

7-—  /       I       /sm0flfÔr/>^/( 


:M-«^  sin  0  sio  ^^ 

Les  intégrations,  parrapport  à  0,  sont  faites  entre  les  limites 
o  et  îT,  et  celles  par  rapport  à  ^ ,  entre  o  et  27r.  Cette  valeur 
de  (p  peut  encore  être  écrite  comme  il  suit  : 

7~  "T  S  fdtù/ix-h  at  ces  a,  y^-\-at  ces  6,  ^a  4-  «^cos  7  ), 

dfo)  désignant  un  élément  infiniment  petit  de  la  surface 
sphérique  décrite  de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon 
^al  à  l'unité  -,  a ,  6  ,  y  désignant  les  .angles  formés  par  le 
rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  un  point  de  cet  élément , 
et  les  sommes  S  se  rapportant  à  tous  les  éléments  de  la 
surface  de  la  sphère. 

Cette  importante  formule  est  d'une  application  très-com- 
mode lorsque  les  fonctions  F  et  /  sont  données ,  comme 
dans  le  cas  actuel-,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  varia- 
bles T,  j-,  z\  mais  si  le  fluide  était  limité,  les  conditions 
II.  22 
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particulières  gui  en  résultçraîenl  deviendraiient  très-diffi* 
rilês  à  exprimer,  et  Ton  serait  obligé  de  prendre  d'autres 
formes  pour  l'intégrale  de  l'équation  (i).  Nous  ne  nous  oc- 
cuperons pas  de  ce  dernier  cas.  La  formule  (3)  donne  la 
solution  complète  de  la  question ,  puisqu'elle  donne  la  fono 
tion  (f ,  et  par  conséquent  la  condensation  et  les  composantes 
de  la  vitesse  en  un  point  quelconque  et  à  une  époque  quel^ 
conque.  Nous  nous  bornerons  à  en  déduire  la  vitesse  avec 
laquelle  un  ébranlement  quelconque  se  propage  dans  le 
fluide,  et,  pour  que  les  résultats  soient  d'une  interprétadon 
plus  facile  et  plus  claire ,  nous  supposerons  que  cet  ébran- 
lement n'ait  lieu  que  dans  une  portion  infiniment  petite 
dans  tous;les  sens^  dans  l'intérieur  de  laquelle  on  ait  pris 
l'origine  des  coordonnées. 

Dans  ce  cas,  les  fonctions /"(ar,  y,  if) ,  F  (x^y,  z)  seront 
nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  a:,  j^,  z  qui  nc^ seront  pas 
les  coordonnées  de  l'un  des  points  de.  la  partie  ébranlée, 
coordonnées  qui  seront  toutes  infiniment  petites.  Si  donc 
nous  posons 

(5)     x-hat  cosoLr=  x',     f  '\'atcos^=±  x'y      z  4- a/ 0087=2', 

la  valeur  de  (f  ne  sera  différente  de  zéro  pour  le  point  M 
qui  a  pour  cooixlonnées  a:,  y,  z,  que  lorsque  la  valeur  de  t 
sera  telle,  que  x'^y'^  z*  puissent  être,  pour  des  valeurs  con- 
venables de  « ,  6 ,  y ,  les  coordonnées  de  points  situés  dans 
la  partie  primitivement  ébranlée^  et  ces  valeurs  de  «,  6,  y 
sont  les  seules  qu'il  y  ait  à  considérer  dans  les  intégrales 
définies  qui  entrent  dans  l'expression  de  f . 

D  est  facile  de  se  représenter  géométriquement  les  direc- 
tions correspondantes  à  ces  valeurs  de  «,  6,  y  ou  de  ô  et  ^p,  qui 
ne  donnent  pas  des  éléments  nuls  dans  les  intégrales.  En  eflet, 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  les  valeurs  de  Jt',  y',  z* 
données  par  les  équations  (5),  se  construit  en  portant,  à 
partir  de  M,  une  longueur  égale  à  al  sur  la  direction  corrrs- 
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pondante  ^eiux  angles  ^ ,  S ,  y .  Si  donc  on  décrit  une  sphère 
du  point  M  comme  centre  avec  at  pour  rayon ,  les  points  de 
sa  surface  qui  se  trouveront  compris  dans  Tébranlement 
primitif  seront  les  seuls  pour  lesquels  les  fonctions^  et.F  . 
ne  seront  pas  nulles  \  et  les  directions  des  rayons  vecteurs 
menés  du  point  M  à  ces  divers  points,  sont  les  seules  aux* 
quelles  il  soit  nécessaire  d'avoir  égard.  D'où  l'on  voit  que 
la  fonction  (f  sera  nulle  jusqu'à  ce  que  la  surface  de  la  sphère, 
qui  a  M  pour  centre,  et  pour  rayon  la  variable  aty  com- 
mence à  pénétrer  dans  Fébranlement  primitif;  et  qu'elle 
redeviendra  nulle  lorsquS  cette  surface,  dont  le  rayon  croit 
uniformément,  cessera  de  le  traverser*,  et  à  chacune  des  épo- 
ques intermédiaires ,  la  seule  partie  de  Tébranlement  qui 
détermine  la  valeur  de  y  est  celle  qui  se  trouve  sur  la  sphère 
de  rayon  at.  -  . 

La  conséquence  immédiate  de  cette  proposition  est  qu'un 
ébranlement  infiniment  petit  dans  tous  les  sens  se  propage 
dans  toutes  les  directions  avec  une  même  vitesse  égale  à  â , 
puisque,  au  bout  du  temps  f ,  les  points  situés  à  la  distance  at 
commencent  à  se  mettre  en  mouvement. 

La  durée  précise  de  l'ébranlement  en  un  point  quel- 
conque N  est  déterminée  par  les  deux  sphères  décrites  de 
ce  point  comme  centre,  et  qui  sont  telles,  que  la  partie 
ébranlée  soit  tout  entière  hors  de  la  première  et  tout  entière 
dans  la  seconde ,  en  ayant  un  point  commun  avec  la  surface 
de  l'un  et  de  l'autre. 

La  vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  un  gaz 
homogène,  indéfini  dans  tous  les  sens,  est  donc  la  même 
que  dans  un  tuyau  cylindrique. 


De  l'équilibre  et  des  mouvements  infiniment  petits 

dun  fil  élastique. 

213.  L'analogie  de  cette  question  avec  les  précédentes 

22. 
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nous  a  déterminé  à  la  placer  à  la  suite,  quoiqu'elle  ne  se 
rapporte  pas  au  mouvement  des  fluides. 
.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  les  fils  comme  ine'xtensî- 
Lles ,  ce  qui  est  purement  fictif;  nous  supposerons  main- 
tenant qu'ils  soient  susceptibles  de  s^ allonger  sous  l'in- 
fluence de  forces  qui  y  produisent  une  tension  quelconque, 
et  nous  resterons  dans  des  limites  telles,  que  le  fil  ne  se 
rompe  pas  et  reprenne  sa  première  longueur  quand  la  force 
cesse  d'agir.  Dans  ces  limites,  l'expérience  démontre  que  l'al- 
longement est  proportionnel  à  Faccroissement  de  la  tension. 
Nous  appellerons  état  naturel  du  fil  celui  dans  lequel  il 
se  trouve  quand  il  n'est  sollicité  par  aucune  force.  Consi- 
dérons, dans  cet  état,  une  longueur  d'un  fil  homogène, 
égale  à  l'unité ,  et  produisons  dans  ce  fil  une  tension  égale 
à  l'unité  de  force;  il  s'allongera  d'une  certaine  quantité  (î, 
qui  est  luie  donnée  nécessaire  dans  toutes  les  questions  aux- 
quelles il  peut  donner  lieu.  Si  une  tension  égale  à  l'unité 
était  en  dehors  des  limites  dont  nous  avons' parlé  ci-dessus, 
on  ne  la  produirait  pas  réellement  dans  le  fil; mais,  ponr 
l'uniformité  des  notations,  nous  supposerons  toujours  que 
l'on  donne  la  quantité  à  dont  s'allongerait  l'unité  de  lon- 
gueur du  fil,  soumise  à  une  tension  égale  à  l'unité,  en  sui- 
vant les  mêmes  lois  que  dans  les  limites  de  -son  élasticité. 
Seulement  on  devra  examiner,  dans  chaque  application  par- 
ticulière, si  l'on  ne  sort  pas  de  ces  limites,  auquel  cas  les 
résultats  de  l'expérience  ne  pourraient  s'accorder  avec  ceux 
qu'indiqueraient  nos  calculs. 

214.  Soit  AB  {fig'  i6)  un  fil  élastique  homogène,  dont 
les  extrémités  A  et  B  sont  fixes,  et  qui  éprouve  une  ten- 
sion r  lorsqu'il  n'est  soumis  à  aucune  action  extérieure,  et 
que,  par  conséquent,  tous  ses  points  sont  dans  la  droite  AB  : 
soit  e  la  masse  de  l'unité  de  longueur.  Prenons  le  point  A 
pour  origine  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires ,  et  don- 
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nous  à  Taxe  des  x  la  direction  AB.  Désignons  par  X ,  Y,  Z 
les  composantes  de  la  force  appliquée  à  tous  les  points  du 
fil  )  et  rapportée  à  Tunilé  de  masse  :  la  question  est  de  dé- 
terminer, pour  un  poînt  quelconque  du  fil ,  les  valeurs  de 
ses  trois  coordonnées,  qui  seront  constantes  dans  le  cas 
de  l'équilibre ,  et  fonctions  du  temps  t  dans  le  cas  du  mou- 
vement. 

Considérons  un  point  quelconque  P  du  fil,  dans  l'état 
primitif  où  il  ne  s'exerce  sur  lui  aucune  action  extérieure. 
Sous  l'influence  des  forces  X ,  Y,  Z  qui  agissent  sur  tous  ses  • 
points,  il  y  aura  un  déplacement  général  :  soit  M  la  posi- 
tion, à  un  instant  quelconque ,  du  point  matériel  situé  pri- 
mitivement en  P  ;  nous  allons  commencer  par  chercher 
l'expression  générale  de  la  tension  du  fil  à  ce  point  M.  Pour 
cela,  considérons  de  même  un  second  point  Q,  situé  dans 
l'état  primitif  à  une  distance  infiniment  petite  a  de  P,  et 
qui  se  trouve  en  N  à  Tintant  où  P  est  en  M^  Texcès  de  la 
longueur  MN  sur  PQ,  étant  divisé  par  PQ  ou  a,  donne^ra 
l'allongement,  rapporté  à  l'unité  de  longueur,  qu'a  subi  le 
fil  dans  le  voisinage  du  point  P  ;  et  il  sera  facile  d'en  déduire 
l'accroissement  de  la  tension. 

Désignons  par  x  l'abscisse  AP  du  point  P  dans  l'état  pri- 
mitif, et  par  j?  -h  m,  ^,  z  les  coordonnées  de  M^  les  trois 
quantités  infiniment  petites  u^  y^  z  seront  les  inconnues 
de  la  question  5  elles  seront  des  fonctions  de  x  dans  le  cas 
de  l'équilibre,  et  des  fonctions  de  a:  et  f  dans  le  cas  du  mou- 
vement 5  X  est  constant  dans  le  mouvement  du  même  point 
matériel ,  et  change,  quand  o'u  passe  d'une  molécule  à  une 
autre. 

La  diilërence  iVIjN  —  PQ  étant  très-petite  par  rapport  à 
PQ ,  on  ne  pourra  négliger  dans  son  expression  que  les 
quantités  très-petites  du  second  ordre  par  rapport  à  PQ.  Or, 
en  ne  considérant  que  les  cas  où  les  angles  des  divers  élé- 
ments du  fil  avec  l'axe  des  x  restent,  très-petits,  on  pourra 
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négliger  la  différence  entre  MN  et  sa  projeciion  sur  Taxe 
des  X-,  et,  par  conséquent,  si  Ton  désigne  par  u'  ce  que 
devient  u  au  point  Q ,  on  pourra  écrire 

MN  —  PQ  =  u'—  u. 

Mais  u'  n^étant  autre  chose  que  u  dans  lequel  onxemplacc 
X  par  X  -^  oc  ^  on  aura 

,  du 

ax 

en  négligeant  les  termes  infiniment  petits  par  rapport  au 
premier.  En  divisant  cet  accroissement  par  a,  on  aura, 
d'après  ce  qui  a  été  dit,  rallongement  positif  où  négatif, 
rapporté  k  l'unité  de  longueur,  qu'a  subi  le  fil  au  point  dont 
l'abscisse  est  x  dans  l'état  primitif  5  l'expression  de  cet  allon- 

gement  est  ^»  Or,  l'accroissement  de  longueur  étant  pro- 

portionnel  à  l'accroissement  de  tension,  ce  dernier  aura 

pour  valeur  t  ;i-î  et,  par  conséquent^  si  nous  désignons  par 

T  la  tension  qui  a  lieu  au  point  M  à  un  instant  quelconque, 

on  aura 

1  du 
ï  =  T  H • 

Connaissant  maintenant  l'expression  générale  de  la  tension, 
xm  suivra  la  même  marche  que  dans  le  cas  des  fils  non 
élastiques.  On  considérera  un  élément  infiniment  petit  MN, 
et  l'on  cherchera  d'abord  toutes  les  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  lui.  Ces  forces  sont  les  tensions  en  M  et  N,  di- 
rigées en  dehors  de  l'élément,  et  les  forces  X,  Y,  Z  dont 
la  valeur  n'a  pas  changé  sensiblement  par  le  déplacement 
infiniment  petit  des  points;  ces  dernières  donneront  pour 
l'élément  PQ,  et,  par  conséquent,  pour  MN,  les  trois  com- 
posantes 

«sX,      asY,     aeZ. 

Soient  maintenant  >,  w,  v  les  angles  que  fait  avec  les  axes 
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la  direclion  MS  de  la  tangente  ;  les  composantes  de  la  force 
qui  agît  en  M  sur  Télément  MN  seront 

—  T  ces  > ,     —  T  CCS  f* ,     —  T  cos  V , 

cl  les  composantes  de  celle  qui  agit  en  N  seront 

Tcos> -H  r/.Tcos\,    Tco8f*H- rf.Tcosf*,    Tcosv -f- r/.Tcosv. 

Or,  soît  que  Ton  considèi^e  l'élément  MN  comme  rigide  ou 
comme  variable,  le  mouvement  de  son  centre  de  gravite  sera 
toujours  le  même  que  si  toute  sa  masse  y  était  réunie,  et 
que  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent  y  fussent  appliquées. 
D'ailleurs,  le  mouvement  de  ce  centré  de  gravité  diffère  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  celui  du  point  M^  les  équations  du 
mouvement  de  ce  dernier  peuvent  donc  être  considérées 
comme  ne  différant  pas  des  suivantes  : 

rf.TcoSf*  4-  are  Y  =  a«  -779 
rt  .T  cos  V -4- as  Z  =  ae -—--• 

Si  l'on  divise  tou§  les  termes  de  ces  équations  par  ol  et 

qu'on  passe  à  la  limite,  les  premiers  termes  deviendront 

respectivement  les  dérivées,  par  rapport  à  x^  des  trois 

quantités 

TcosX,     T  cos  pi,     Tcosv. 

Or,  on  pourra  d'abord  remplacer  cos  X  par  i ,  en  négligeant 
les  quantités  très-petites  du  second  ordre  •,  ce  qui  donnera 

d,Tco%\       I  rf'M 

■■»■■■  ■  I   I        '*-    «»    ^«^*  • 

dx  S  dx^ 

Quant  à  cos  \k  et  cos  v ,  leurs  valeurs  sont  très-petites  du 
premier  ordre,  et  comme  il  en  est  de  même  de  li  et  -j-j  on 
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pourra  réduire  T  cos  jui ,  T  cos  v  à  t  cqs  jx  ,  r  co»  v.  Si  mainte- 
nant on  désigne  par  dy^  dz  les  différences  des  coordonnées 
y^  z  des  deux  points  infiniment  voisins  M,  N,  et  par  dx 
la  différence  PQ  de  leurs  x ,  oti  aura 

dy  dz 

cospi  =  ----?     cosv=^~---5 

et  comme  MN  ne  diffère  de  PQ  ou  dx  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  dx ,  on  pourra  poser 

dy  dz 

COSfA=---  5  COSV-— î 

tlx  dx 

d'où  il  résultera 

€/.Tcosa         d^Y         <i.Tcosv  d^z 

dx  dx"*  dx  dx^ 

çt  les  équations  du  mouvement  du  fil  seront 

d^u,  i    d^w 


(0  T?77-Y-f--    -^, 


6     ^j:' 


£     dx"^ 

Les  équations  d'équilibre  du  fil ,  sous  l'action  des  forces 
X ,  Y ,  Z ,  seront  donc 

1  d^u  _^ 
$g  dx^ 

-h-    —, —  =  O. 
6    dx^ 

Si  les  forces  X,  Y,  Z  sont  nulles,  ou  fonctions  de  t  eix 
seulement,  les  équations  (i)  montrent  que  les  fonctions  i/, 
y,  z  peuvent  être  calculées  indépendamment  les  unes  des 
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autres,.  Ainsi  le  mouvement  longitudinal,  déterminé  par  u, 
sera  indépendant  du  mouvement  transversal ,  déterminé 

par  j-  et  .z:.  ^ 

Si  les  forces  X,  Y,  Z  sont  nulles,  les  équations  (i)  se  ré- 
duisent à  -  ' 

d^u        I   d"^ u 

'dF'^Sê'dx^^ 

d'^jr        T  d^y 
d^z         T    d^z 


dt^         s    dx"" 

Elles  sont  toutes  les  trois  de  même  forme  que  celles  qui 
déterminent  le  mouvement  d'un  gaz  dans  un  tuyau  cylin- 
drique, et  elles  donneraient  lieu  à  des  questions  analogues 
à  celles  que  nous  avons  résolues  avec  détail  dans  la  théorie 
du  mouvement  des  gaz.  On  trouverait  ainsi  que  la  vitesse 

de  propagation  dans  le  sens  longitudinal  est  W  ^?  et  qu'elle 

est  l/-  dans  le  sens  perpendiculaire.  On  trouverait  encore 

que  la  durée  des  vibrations  longitudinales  du  fil  ayant  la 

longueur  /  est  2  /  v/cîe ,  et  Von  voit  qu  elle  est  indépendante 
de  la  tension  du.  fil  ;  la  durée  des  vibrations  transversales 

sera  2/  l/—  Elle  est  indépendante  de  ^.  * 

Vibrations  longitudinales  des  verges. 

215.  On  peut  remarquer  que  l'équation  qui  détermine 
u  a  été  obteiiue  sans  supposer  que  le  fil  fût  flexible  et  d'une 
petite  épaisseur  ..Elle  aurait  lieu ,  par  conséquent ,  pour  une 
verge  élastique  dans  laquelle  on  ne  considérerai-t  que  des 
mouvements  longitudinaux,  qui  seraient  les  mêmes  pour 
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tous  les  points  d'une  même  section  transversale.  L'allonge- 
ment d  que  subit  Tunité  de  longueur,  sous  raction  d'une 
force  égale  à  l'unité ,  variera  en  raison  inverse  de  Faire  de 
la  section  transversale;  mais  la  masse  e  de  l'unité  de  lon- 
gueur variera  proportionnellement  à  cette  même  aire  5  de 
sorte  que  le  produit  de  sera  indépendant  de  l'épaisseur  de 
la  verge. 

Lorsque  les  extrémités  de  la  verge  seront  fixes ,  la  durée 

des  vibrations  longitudinales  sera  toujours  al  \Jdz^  comme 
nous  l'avons  trouvée  tout  à  Theure  dans  le  cas  du  fil  élas- 
tique. Mais  on  peut  encore  se  proposer  de  déterminer  le 
mouvement  de  ces  difiérents  points  lorsque  ses  deux  extré- 
mités seront  libres,  ou  lorsque  l'une  sera  libre  et  l'autre 
fixe. 

La  tension  de  la  verge  sera  invariable  à  l'extréniité  libre, 

et  1  on  devra ,  par  conséquent ,  avoir  constaniment  ;7-  =  <> 

en  ce  point.  Ces  deux  nouvelles  questions  n'ofifriront  pas 
plus  de  difficulté  que  la  première ,  où  l'on  a  supposé  les 
deux  extrémités  fixes.  On  trouvera  que  si  les  deux  extré- 
mités sont  libres,  la  durée  des  vibrations  longitudinales  est 
la  même  que  si  elles  sont  toutes  deux  fixes  ^  mais  que,  si 
l'une  est  fixe  et  l'autre  libre ,  la  durée  des  vibrations  est 
double.  Il  y  a  donc  une  analogie  complète  entre  les  vibra- 
tions longitudinales  des  verges  et  celles  des  gaz  renfermés 
dans  des  tuyaux  cylindriques  ;  une  extrémité  fixe  de  la  verge 
correspondant  à  une  extrémité  fermée  dansle  tuyau ,  et  une 
extrémité  libre  à  une  extrémité  ouverte. 

Des  petits  mouvements  dCun  sjstèrtie  quelconque  de  points. 

216.  Considérons  un  système  quelconque  de  points  assu- 
jettis à  des  liaisons  exprimées  par  des  équations  entre  leurs 
coordonnées ,  et  dans  un  état  d'équilibre  stable ,  sous  Fia- 
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fluencé  de  forcés  qui  dépendent  d'une  manière  quelconque 
de  ces  mêmes  coordonnées.  Si  l'on  écarte  très-peu  ces  points 
de  leur  position  d'équilibre,  en  leur  imprimant  de  très- 
petites  vitesses ,  et  qu'on  les  abandonne  ensuite  à  l'action 
des  forces  données ,  les  accroissements  des  coordonnées  res- 
teront toujours  très-petits,  puisque  l'équilibre  était  stable. 
Nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  ces  accroissements 
en  fonction  du  temps ,  et  de  reconnaître  quelques  propriétés 
générales  dont  ils  jouissent. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  quelconque  des 
points  du  système  à  un  instant  quelconque  ^  a ,  J ,  c  leurs 
valeurs  dans  la  position  d'équilibre ,  et  m  la  masse  de  ce 
point  ;  posons 

OL^  &^  y  seront  des  quantités  très-petites,  variables  avec 
le  temps ,  et  dont  dépendra  à  chaque  instant  la  position  du 
point  m. 

Nous  aurons  de  même ,  ]pour  un  second  point  m', 

et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  autres. 

Soient  X ,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  appliquée  au 
point  m\  X',  Y',  Z'  celles  de  la  force  appliquée  à  m',  et 
ainsi  de  suite.  Enfin ,  soient 

(i)  L  =  o,     M  =  o,     N  =  o, . .  . 

les  équations  données  entre  les  coordoniiées  .r,  j^,  z, 
a:',j"'v-  On.  demande  les  équations  qui  détermineront  les 
quantités  très-petites  a,  6,  y,  a',  6',.*.,  en  fonction  du 
temps  t. 

Si  l'on  remplace  a: ,  j^, . . . ,  par  «-{-a,  ^4-6).. .7  dans 
les  équations  précédentes ,  on  pourra  se  borner  dans  les 
développements  aux  termes  qui  renferment  les  premières 
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puissances  Je  a,  ê ,  y^ . . . ,  Ea  observant  d'aîUeiirs  que  les 
coordonnées  a,  2»,  c, . . . ,  satisfont  à  ces  mêmes  équations, 

on  aura  ainsi ,  en  désignant  par  —  >  ;7t-v  •  •  5  les  dérivées  par 

rapport  à  Xy  j^,.,.  dans  lesquelles  on  remplace  or,  j^, .. 
par  à,  6,... , 

é/L  ^/L^        dL  dlu    , 


Désignons  par  A,  B,  C,  A',...  les  valeurs  des  fonctions 
X,  Y,  Z,  X',..«  dans  les  positions  d'équilibre  de  tous  les 
points  ^  on  aura ,  dans  une  position  voisine  quelconque , 


(3) 


X 

— 

A  4- 

/fX 
da""^ 

e/X, 

r/X 
dc-^ 

-f- 

e/X 
da' 

a  -|-,  .  . , 

Y 

== 

B  4- 

dX 
da""-^ 

dY 
.de  '^ 

-4- 

} 

Z 

=:= 

c  + 

dZ 
da^-^ 

dZ. 

•  •  •  * 

X' 

« 

•  • 

A'4- 

dis! 

da 

•    •    •    • 

»4- 
•  •  • 

•  •  •  r 

•    • 

•  •  •  ■ 

L'équation  générale  qui  détermine  le  mouvement  du  sys- 
tème sera ,  en  observant  que  l'on  a 


ri 


Px        d'^ot  dy         r/'6 


9  .  — ; —  5  *  "  •  ? 


r/^2  ^^2  ^/^2  ^i^ 
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les  quantités  âx^  ây^  âz^  dx\...  satisfaisant  aux  condi- 
tions 

dh  ^  dlj  -  dh  - 

lix  dy  dz 

dM  ^         dU  ^  dU  ^ 

(5)         .  (.7^^"  +  -;^^^+-^^^-^--  =  "' 

— -  ^JC  -h  -—  ^7  -h  -,  -  ^3  -f-  .  .  .  =r  O, 
dx  dy  dz 


Dans  ces  équations  (5),  les  coefficients  diffèrent  de  ceux  des 
équations  (2)  de  quantités  linéaires  en  a,  6,  y,.... 
Ainsi,  par  exemple,  on  a 

dL^dL       d'L  d'L 

dx         da         da^  dadb  '  •  •  ' 

et  de  même  des  autres.  Les  équations  (5)  déterminent  un 
certain  nombre  de  à  en  fonctions  linéaires  des  autres ,  qui' 
resteront  entièrement  arbitraires.  Les  coeflScients  qui  affec- 
teront ces  derniers  dans  ces  fonctions  pourront  se  décom- 
poser en  deux  parties  :  l'une  finie,  que  l'on  obtiendrait  en 
faisant  a  =  o,  6  =  o,  etc.,  et  l'autre  qui  renfermera  linéai- 
rement les  quantités  très-petites  a,  6,  7,....  En  se  bornant 
à  la  première  partie,  on  aurait  évidemment  l'expression 
des  à  relatifs  à  la  position  d'équilibre  du  système. 

Gela  posé,  si  l'on  substitue  dans  l'équation  (4)  les  ^  tirés 
des  équations  (5),  il  faudra  égaler  à  zéro  les  coefficients  de 
tous  ceux  qui  resteront  et  seront  entièrement  arbitraires. 
Mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  coefficients  pourront  tou- 
jours être  réduits  à  deux  parties  :  l'une  finie,  et  qui  sera  la 

même  que  si  les  forces  X,  Y,  Z,...,  et  les  fonctions  77— v 

dx 

avaient  les  valeurs  relatives  à  la  position  d'équilibre  -,  Tau- 
tre  renfermant  linéairement  a,  6,  7,..".,  -77' •••5  les  pro- 
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duits  de  ces  dernières  quantités  e^tre  elles  étant  toujours 
négligés.  Mais  la  première  partie  est  nulle  dans  chacune  de 
ces  équations  en  vertu  de  Téquilibre  ]  il  ne  reste  donc  que 

la  seconde,  dans  laquelle  les  quantités  a,  S,  y,."?  "TT' 

-7— 9***  entrent  linéairement  à  tous  les  termes. 

Les  équations  ainsi  obtenues  devront  être  jointes  aux 
équations  (2);  ces  dernières  déterminent  un  certain  nom- 
bre des  inconnues  a,  S,  y,  a',...  en  fonctions  linéaires  des 
autres  ;  et  si  l'on  suppose  qu'on  élimine  ainsi  cdles  dont  les 
indices  sont  les  plus  élevés,  et  qu'on  résolve  ensuite  les 
équations  restantes,  par  rapport  aux  dérivées  secondes, 
on  arrivera  déûniiivement  à  un  système  adéquations  de 
la  forme  suivante,  eu  même  nombre  que  les  inconnues 
a,  6,  y,  a'...  : 


=  /Il  a  -f-  w,  6  H-  /w,7  H-  m^ad-^- .  . .  , 


dO 

3 


dt 


=z  noL  -{-  71,6  -4-/Ij7  4-  /i^a'-f-.  .  .  , 


(6)  \  ^'7 

-— .=:m'a-H/7i,5-|-ffï,7-|-/7i3a'-h.  .  .  , 

217.  Il  sera  quelquefois  utile  d'exprimer  les  quantités 
a,  6,  y,  «',.-•  au  moyen  d'autres  variabjes  indépendantes 
w,  i^,  "^^t/,...,  très-petites  comme  les  premières,  et  il  est  fa- 
cile de  reconnaître  que  les  équations  en  u,  i^,  "W^vm  seront 
de  même  forme  que  les  équations  (6)  •,  car  les  expressions 
des  quantités  a ,  6 , . . .  au  moyen  de  u ,  v^j  iv, . . .  ne  renfer- 
meron  t  que  des  tenues  où  entreront  les  premières  puissances 
de  CCS  dernières  \  et  si  l'on  substitue  ces  expressions  et  leurs 
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dérivées  secondes  par  rapport  à  t  dans  les  équations  (6),  ou 
aura  de  nouvelles  équations  linéaires  qui  donneront  pour 

"TT'  "TT'***   ^^®  expressions  renfermant  linéairement  à 
tous  leurs  termes  les  quantités  w,  j^,  w,.... 

218.  Supei^position  des  mouv^ements .  —  La  forme  des 
équations  (6)  conduit  à  une  conséquence  très-importante. 

On  reconnaît  immédiatement  que  si  plusieurs  systèmes 
de  valeurs  de  a,  6,  y,.* •  Y  satisfont  séparément,  et  que 
l'on  ajoute  ensemble  toutes  les  valeurs  de  a  dans  ces  diffé- 
rents systèmes,  que  Ton  ajoute  de  même  entre  elles  toutes 
les  valeurs  de  S ,  et  ainsi  de  suite ,  on  formera  un  nouveau 
système  qui  satisfera  aux  mêmes  équations.  Quant  à  l'état 
initial  des  points  dans  le  mouvement  représenté  par  ce  der- 
nier système,  on  voit  qu'il  résulte  de  la  superposition  des 
états  initiaux  correspondants  aux  systèmes  partiels;  c'est-à- 
dire  que  les  composantes  des  déplacemeqts  et  des  vitesses 
parallèlement  aux  axes,  dans  ces  derniers,  s'ajoutent  algé- 
briquement pour  former  les  composantes  relatives  à  l'autre 
système.  Cette  addition  des  composantes  revient  à  la  com- 
position des  déplacements  et  des  vitesses  suivant  les  règles 
relatives  aux  forces,  ce  qui  ne  présentera  jamais  aucune 
difficulté,  quel  que  soit  le  système  des  coordonnées. 

Ainsi,  la  superposition  de  plusieurs  états  initiaux  déter- 
mine un  mouvement  tel ,  que  le  déplacement  des  points  à 
une  époque  quelconque  résulte  de  la  superposition  de  ceux 
qui,  à  la  même  époque,  s'observeraient  dans  les  mouve- 
ments correspondants  aux  états  initiaux  partiels* 

Et,  par  conséquent,  lorsqu'un  système  de  points,  assu- 
jettis à  des  liaisons  quelconques,  et  soumis  à  l'action  de 
forces  quelconques ,  est  écarté  infiniment  peu  d'une  posi- 
tion d'équilibre  stable,  puis  abandonné  à  lui-même,  les 
déplacements  de  ces  diflercnls  points  à  une  époque  quelcon- 
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que  pourront  toujours  être  considérés  comme  résultant  de 
la  composition  de  ceux  que  Ton  observerait  à  la  même  épo- 
que dans  d'autres  mouvements  du  même  système,  en  nom- 
bre quelconque,  et  assujettis  à  cette  seule  condition,  que  la 
composition  de  leurs  états  initiaux,  sous  le  rapport  des  dé- 
placements et  des  vitesses ,  donne  pour  résultat  l'état  initial 
proposé. 

219.  jipplication  au  pendule  conique.  —  Pour  faire 
comprendre  de  suite  l'utilité  de  ce  principe ,  nous  allons  en 
faire  l'application  à  un  cas  très-simple,  que  nous  avons  déjà 
traité  par  une  autre  méthode.    , 

Considérons  un  point  matériel  pesant ,  assujetti  à  rester 
à  une  distance. constante  d'un  point  fixe,  et  que  l'on  écarte 
infiniment  peu  de  la  verticale  menée  par  ce  point ,  en  lui 
imprimant  une  très-petite  vitesse  horizontale.  Ce  problème 
a  été  résolu  dans  les  n°*  319,  320  du  premier  volume  de 
cet  ouvrage  \  nous  emploierons  les  mêmes  notations  pour  la 
nouvelle  solution  que  nous  allons  en  donner. 

Nousprenonspouroriginelepoint  fixe  A  (fig.  i8),  pour 
axe  des  z  la  direction  de  la  pesanteur,  et  nous  ferons  passer 
le  plan  des  a:,  z  par  la  position  initiale  AB  du  pendule. 
Soient  M  la  position  du  point  matériel  à  une  époque  quel- 
conque, P  sa  projection  sur  XY,  C  celle  de  B.  Posons 

BAZ  —  a,     MAZ  =  Ô,      PAX  =  >p,      AM  =  «,      AP  =  r, 

et  désignons  par  k  la  vitesse  initiale. 

Nous  ramènerons  la  question  à  deux  autres  plus  simples 
en  décomposant  Fétat  initial  dans  les  deux  suivants.  Dans 
le  premier,  nous  supposerons  le  point  matériel  placé  en  B 
sans  vitesse;  et,  dans  le  second,  nous  le  supposerons  dans 
la  verticale  AZ,  et  animé  de  la  vitesse  initiale  donnée.  La 
composition  des  déplacements  à  une  époque  quelconque, 
dans  ces  deux  mouvements  indépendants  l'un  de  raulrc. 
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fera  connaître  le  déplacement  cherché  du  point  M  pour  la 
même  époque. 

Si,  dans  le  premiet  mouvement)  nous  désignons  par ^ 
Tangle  variable  formé  par  le  pendulfe  avec  AZj  nous  au- 
rons (n®  308,  tome  P") ,  au  degré  d'approximation  àUquel 
tious  noUs  arrêtons^ 

Ddns  le  second  mouvement  ^  soit  (O  l'angle  fortné  par  le  peu«- 
dule  avec  AZ^  et  supposons  que  la  direction  de  Taxe  des  y 
ait  été  choisie  de  telle  sorte  que  la  vitesse  initiale  X:  porte  le 
pendule  dahsTangleZAY,  correspohdaut  anxk  valeurs  posi- 
tives de  (ù  *,  nou^  aurons  alors 

(b)  w==— rsin./i/|^  =  6siniri/^* 

en  posant -^=  6'* 

Les  équations  (a)  et  [b)^  faisant  connaître  la  position  du 
point  à  chaque  instant  ^  déterminent  toutes  les  circonstances 
de  son  mouvement. 

220.  Si  l'on  veut  connaître  les  coordonnées  rectangu- 
laires du  point  M,  il  faudra  calculer  son  x  au  moyen  de 
l'équation  (a),  et  sonj^  par  Téquation  (i).  La  troisième 
coordonnée  ne  diffère  de  l  que  d'une  quantité  du  second 
ordre.  On  la  déduirait  des  deux  premières  au  moyen  de  l'é- 
quation de  la  sphère;  mais  il  esl  inutile  de  s'en  occuper. 

Or,  on  a 

a:  =  /  sin  f ,       j^  =r  /  sîn  w , 

ou,  en  négligeant  les  quantités  très-^petites  du  troisième 
ordre, 

II.  ii3 


3S4  COITBS    1^.    MKCAlirQUlC. 

On  aura  donc  d'aboixt 


(0 


=  loL  cos.r  y^j     y  =  l^  %m.t  i/^. 


et,  ^OInmf^tang^  =  -i  il  en  résultera 


lang^=  -tang./  t/^. 


a- 


La  valeur  de  r,  ou  AP,  se  déduit  des  équations  (c),,  en  ob- 
servant que  /•*  =  x'  4-j^';  il  en  résulte 

On  en  déduira  la  valeur  de  Tangle  6  dont  le  sinus  est  -;  o» 
obtiendra  ainsi 

^  =  a'  cos» .  t  i/^  +  n^  sin'.  i  i/^* 

Enfin ,  si  l'on  veut  connaître  la  projection  de  la  trajectoire 
sur  te  planx,^,  il  faudra  éliminer  t  entre  les  équations  (f)< 
et  Ton  trouvera 

3J-J»-|-   ^'jt'=Z   /»«'&% 

ellipse  dont  les  demi-axes  sont  /a ,  /o. 

Tous  ces  résultats  coïncident  avec  ceux  qui  avaient  été 
obtenus  dans  les  numéros  déjà  cités  du  premier  volume.  IF 
serait  très-facile  de  généraliser  cette  question  sous  plusieurs 
rapports. 

Ainsi,  d'abord,  on  pourrait  supposer  la  vitesse  initiale 
dans  une  direction  quelconque  sur  la  surface  de  la  sphère. 
On  la  décomposerait  alors  en  deux  autres ,  l'une  horizon-* 
taie,  Tautre  dans  le  plan  vertical  passant  par  la  position^ 
initiale.  On  aurait  alors  à  eon^dérei*  deux  mouvement» 
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«kaples  qui  ne  différeraient  des  précédents  qu'en  ce  que 
dans  Tétat  ipilial  de  Tun  d'eux  il  y  aurail  à  la  fois  déplace- 
ment et  vitesse. 

Si  le  point  pesant ,  au  lieu  d'être  situé  sur  une  splière, 
était  sur  un  ellipsoïde  ayanît  un  de  ses  axes  principaux  sur<^ 
vant  la  verticale,  on  décomposerait  le  déplacement  initial 
«n  deux  autres,  parallèles  aux  deux  axes  horizontaux ,  et  la 
i^ilesse  initiale  en  deux  autres,  parallèles  aux  plans  prînci^ 
paux.  On  chercherait  alors  le  mouvement  résultant  du  dé-f 
placement  et  de  h,  composante  de  la  vitesse,  parallèlement  à 
Tun  des  plans  ^  ce  qui  ramènerait  à  un  mouvement  sur  le 
cercle  osculateur  de  cette  ellipse  principale.  On  chercherait 
ensuite  le  mouvement  sur  le  cercle  osculateur  de  la  seconde 
section ,  d'après  le  déplacement  et  la  composante  de  la  vi- 
tesse parallèlement  au  sfMcond  plan.  On  serait  ainsi  ramené 
à  deux  mouvements  simples,  que  l'on  composerait  comme 
-dans  le  cas  précédent. 

Enfin,  si  le  point  pesant  était  situé  sur  une  surface  quel- 
conque ,  et  irès-pieu  écarté  du  point  où  le  plan  tangent  est 
horizontal,  on  remplacerait  cette  surface  par  un  ellipsoïde 
passant  par  ce  point  ^t  ay|int  ses  sections  priocipales  de 
même  courbure  et  de  même  direction  que  celles  de  la  sur- 
face en  ce  même  point  ^  et  le  problème  serait  le  même  que 
le  précédent. 

221.  Dti  cas  oà  ton  inlro/hiit  de  nom^elLes  Jprces:  r- 
Nous  avons  obtenu  les  équations  (6)  en  suppoisu^nt  siçuj|ement 
que  les  points  du  système  aient  été  dériangés  de  leur  position 
d'équilibre,  et  qu'on  leur  ait  communiqué  ce|*taines  vi- 
tesses initiales.  Mais  on  généraliser-ait  la  qu^estion  en  intror 
duisant  de  nouvelles  forces,  susceptibles  de  ne  produire 
que  des  déplacements  très-petits.  C'est  ce  que  nous  allons 
faire  maintenant,  en  supposant  toutefois  que  ces  forces 
soient  indépendantes  du  temps  ainsi  que  des  quantités 

23. 
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a,  6^  y»....  On  arrive,  dans  ce  cas,  à  des  résultats  géné- 
raux qui  méritent  d'être  remarqués. 

Il  est  facile  de  voir  d^ abord  que  les  équations  difTéren- 
tielles  de  ce  nouveau  mouven^ent  ne  différeront  des  équa- 
tions (6)  que  par  Taddition  de  termes  constants*  En  effet, 
il  faudra  dans  l'équation  (4)  augmenter  X,  Y,  Z, . . . ,  des 
composantes  respectives  des  nouvelles  forces,  et,  en  con- 
tinuant le  calcul  comn^e  précédeniment,  on  voit  que  les 
seconds  n^en^bres  desi  éqiaations  (6)  se  trouveront  seulement 
augmentés  de  termes  qui  renfermeront  chacun  une  de  ces 
composantes  au  premier  d^ré, 

Les  équi^tious  diflëren  licites  de  la  question  actuelle  se^ 
ront  donc 


(7)  \  d'y  _ 

fit 


^=L  -h  pcf,  "f-/?,  €4-..., 


Ces  équ£|tions  ferojit  connaître  «,  6,  y, ...  en  fonction  de  ^ 
^t  les  constantes  arbitraires  seront  déterminées  par  Tétat 
initial.  Elles  peuvent  aussi  faire  connaître  le  nouvel  état 
4'équilihre  du  système ,  après  l'introduction  des  nouvelles 
forces.  En  effet,  il  suiQt  de  supposer  a,  S,  y,.  • .  constants 
dans  les  équations  (7)  5  leurs  seconds  membres  se  trouvent 
alors  égaux  à  zéro ,  et  donneront  les  valeurs  cherchées  des 
déplacements  de  tous  les  points ,  qui  conviennent  au  nou- 
vel équilibre. 

222.  Les  équations  (  7  )  peuvent  être  ramenées  à  I9  même 
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forme  que  les  équations  (6),  en  posant 

(8)a  =  a, -h?,     ê  =  S,  H-u,     7=7,4-5,     a' =  a, -f- Ç', . . .-, 

«n  61,  7i,...  étant  des  constantes  déterminées  par  les 
équations  suivantes  : 

H  4-  wa,  4-  /«,6,  -f-  //|j7,  4-.  .  .=  o, 

{9)  \  K4-  /«ai  4-  «,6,  4-  «27i  4-.  .  .  =  0, 


Les  équations  (7)  deviennent  alors,  par  la  substitution  des 
valeurs  de  a,  6,. . .  données  par  les  équations  (8), 

--— c=  wÇ4-  Wi>î4-/W2Ç4- W3Ç'-*-.  .  ., 

(10)  (    a/' 

—  =  /?Ç  -h  />,yj  -h/>2Ç  4-.  .  ., 


Ces  équations  ne  diffèrent  des  équations  (6)  qi*e  par  le 
changement  de  a,  6,  7, ...  en  |,  y,,  ^, ... ,  On  remarquera, 
en  outre,  que  les  valeurs  de  «i,  61,  yi,. . .,  que  donneront 
les  équations  (9),  sont  précisément  celles  qui  se  rapportent 
à  Téquilibre  du  système  après  l'introduction  des  nouvelles 
forces,  et  que,  par  conséquent,  $,  vî,  ^, .  • .  sont  les  dépla->- 
céments  des  points  par  rapport  à  cette  position  d'équilibre. 
Enfin  les  équations  (8)  font  voir  que  les  valeurs  ini- 
tiales de  -r-ï    -r'i    -T-5**  •  *ont  les  mêmes  que  celles  de 

dt       dt       dt  ^ 

-T->  -7-)  -T-'*'*9  tandis  que  Içs  valeurs  initiales  de  Ç,  >?, 

^,.«»  sont  égales  à  celles  de  a,  6,  7,...  respectivement  dimi- 
nuées de  «1,  6,,  7,,.... 
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D^  là  se  déduit  ce  iliéorème  remarquable  et  simple  : 
Lorsqu'un  système  quelconque  de  points  est  très-peu 
dérangé  d*une  position  d^ équilibre  stable,  et  quon  y  intror 
duitf  en  Qutre,  de  nouvelles  forces  constantes  et  très^ 
petites,  le  mouvement  de  cluwun  de  ces  points  par  rapport 
à  sa  nouvelle  position  d'équilibre  sous  rinflaence  des  pre- 
mières et  des  secondes  forces  réunies,  est  le  même  que  celui 
que  Von  observerait  par  rapport  à  la  première  position 
it  équilibre  y  si  Von  donnait  au  système  tin  état  initial  qui 
Jût  le  même  y  par  rapport  à  cette  position ,  que  F  état  initial 
proposé  est  par  rapport  à  la  seconde  position  d'équilibre. 
Ce  théorème,  étaot  indépendant  du  nombre  et  des  dis- 
tances mutuelles  des  pointe,  subsiste  encore  lorsque  leur 
système  peut  être  regardé  comme  continu.  D  aura  donc  lien 
dans  tous  les  petits  déplacements  des  fluides  ou  des  solides 
élastiques,  et,  par  conséquent,  dans  toutes  les  questions 
que  nous  ayons  traitées  précédeolmcnt. 

223.  On  peut,  à  priori,  ^c  rendre  compte  de  cette prot 
position,  a  laquelle  un  calcul  très-simple  vient  de  nous  con- 
duire. Nous  remarquerons  d'abord  que,  le  nouvel  état  d'ér 
quilibre  du  système  aprèsFintroduction  des  nouvelles  forces, 
^tant  trcs-voisin  du  premier,  les  équations  qui  détermine- 
raient le  mouvement  résultant  d'un  dérangement  par  rap- 
port à  ce  nouvel  état,  ne  diâereraient  pas  des  équations  (6)  ; 
car  les  coefficients  ne  pourraient  avoir  varié  que  de  quanti- 
tés de  Tordre  de  a,  6,...,  et  ces  variations  ne  produiraient 
dans  les  équations  que  des  termes  de  Tordre  de  ceux  qui 
ont  été  négligés.  De  sorte  qu'un  même  dérangement  des 
points  relativement  à  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  posi- 
tions d'équilibre  donnerait  lieu ,  par  rapport  à  elles ,  à  des 
mouvements  respectivement  identiques  pour  chaque  poin^  : 
ce  qui  démontre  le  théorème  précèdent. 

Pans  le  cas  particulier  où  il  n'y  aurait  pas  de  déranger 
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ment  initial,  le  mouvement  serait  produit  par  les  nouvelles 
forces  seulement,  et  il  serait  le  même  que  si  Ton  partait 
d'un  état  initial  où  les  déplaccmenls  seraient,  au  signe  près, 
ceux  qui  correspondent  au  nouvel  équilibre ,  et  les  vitesses 
nulles, 

224.  Superposition  des  effets.  — La  question  étant  ra- 
menée ainsi  à  la  première,  dans  laquelle  il  y  a  un  simple 
dérangement  du  système,  sans  introduction  de  nouvelles 
forces,  le  principe  de  superposition  déjà  démontré  s'y  appli- 
quera. Or,  Télal  initial  peut  être  considéré  comme  la  super- 
position de  deux  autres ,  dont  l'un  serait  le  proposé ,  et  l'au- 
Ite  consisterait  uniquement  dans  les  déplacements ,  changés 
de  signe,  qui  font  passer  de  la  première  position  d^équili- 
(»re  à  la  seconde,  et  qui  sont,  au  signe  près,  les  valeurs  de 
«M  Su  7i  V  tirées  des  équations  (9). 

D'où  l'on  voit  que  le  mouvement  cherché  résultera  de  la 
superposition  de  deux  autres  :  l'un  correspondant  à  Pétat 
initial  proposé,  sans  introduction  de  noui^elles  forces^ 
l*  autre  correspondante  l*  introduction  de  ces  forces ,  sans 
déplacement  ni  vitesse  dans  Vétat  initial. 

Quant  au  premier  de  ces  deux  mouvements,  nous  avons 
déjà  démontré  qu'il  pouvait  se  décomposer  d*une  infinité 
de  manières  ;  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  m^me  du 
second  :  car  la  forme  des  équations  (9)  montre  que  si  Ton 
partage  les  quantités  H,  K,  L,...  en  un  même  nombre  de 
parties  quelconques,  qui  pourront  être  nulles;  que  Ton  ne 
prenne  d'abord  que  les  premières  parties,  puis  les  secondes 
seulement,  et  ainsi  de  suite,  les  valeurs  de  «i,  61,...  qui 
satisferont  à  ces  systèmes  partiels  étant  respectivement 
ajoutés,  formeront  la  solution  des  équatiotis  (9).  Or,  si  Ton 
partage  les  forces  introduites  en  un  nombre  quelconque  de 
groupes,  les  termes  tout  connus  qu'ils  donneront  dans  les 
équations  d'équilibre  étant  ajoutés  entre  eux,  formeront 
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respectivement  les  quantités  H,  K,  L,.***  Donc  les  valeurs 
de  at,  61,...  qui  correspondront  à  chacun  de  ces  groupes 
étant  respectivement  ajoute^,  formeront  les  déplacements 
produits  par  les  forces  introduites.  Or,  les  effets  des  dépla- 
cements s'ajouleiil  \  donc  ceux  que  les  dii^ers  groupes  de 
forces  produiront,  se  superposeront  eux-mêmes, 

2!25.  Intégration  des  équations.  —  Intégrons  mainte- 
nant les  équations  (6)  auxquelles  tous  les  cas  se  ramènent, 
et  dont  le  nombre ,  que  nous  désignerons  par  n ,  est  égal  à 
celui  des  coordonnées  indépendantes. 

On  aura  une  solution  de  ces  équations  en  posant 

at   =:  sin  (rt  -+•  5), 

6  =  R,  sin  (rt  -h  s)y 

7  =  R,  sin(/if -h^), 

a'  r=  R3  sin  [rt  -h  5), 


Substituant  ces  expressions  dans  les  équations  (6),  Ri, 
R, ,...  n'entreront  qu'au  premier  degré,  et,  si  on  les  éli- 
mine, on  reconnaîtra  facilement  que  Téquatiôn  finale  en  r 
sera  du  degré  n  par  rapport  à  l'inconnue  /*';  on  aura 
ainsi  n  valeurs  pour  r,  en  ne  considérant  pas  les  valeurs 
négatives,  parce  que  les  solutions  qu'elles  donneraient  ren- 
treraient dans  les  autres.  Ces  valeurs  seront  toutes  réelles 
et  inégales,  sans  quoi  les  inconnues  s'exprimeraient  par  des 
exponentielles  ou  des  termes  algébriques  qui  croîtraient 
avec  le  temps,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  d'un 
équilibre  stable.  11  faut  en  excepter  toutefois  les  cas  parti- 
culiers où  les  coefficients  de  ces  termes  se  trouveraient  nuls 
d'après  Tétat  initial. 

Chaque  valeur  de  r  déterminera  un  système  unique  dv. 
valeurs  pour  R,,  R,,,..,  à  moins  qu'il  n'y  ait  indétermi* 
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nation;  et  si  Ton  multiplie  les  valeurs  de  a,  6,  y,...  par 
une  constante  arbitraire  R,  on  aura  encore  une  solution 
des  équations  (6),  et  il  entrera  dans  chaque  inconnue  les 
deux  constantes  arbitraires  R  et  s.  En  ajoutant  les  solu- 
tions obtenues  ainsi  pour  chacune  des  n  valeurs  de  r,  on 
aura  la  solution  générale  des  équations  (6) ,  puisqu'il  y  en- 
trera 2/i  constantes  arbitraires  R,  R',..'.,  J,  s\....  Elle 
sera  donnée  par  les  formules  suivantes  : 

a  =  R  sin  (rr  4-  f  )  -h  R'  sin  (r'^  -+-  j')  H- . . . , 

,     ,       .  6  =  RR,sin(/-r-h.ç)-hR'R' sinfr'f-f-/)-!-..., 

(il)       \  \  /  1        \  / 

7  =  RR,sin(rf  4-f)-l-  R'R',  sîn(r'r-f.5') +  . . ., 


Les  aw  constantes  se  détermineront  par  les  valeurs  ini- 

•  11  r*  f  fia    fi^ 

tiales  de  a ,  o ,  y ,  a^ . . . ,  — ,  —?•••• 

226.  Décomposition  du  moui^enient  en  oscillations  sim^ 
pies,  —  Les  mouvements  particuliers  du  système  qui  cor- 
respondent à  chacune  des  n  valeurs  r,  r',...  jouissent  de 
quelques  propriétés  remarquables.  Considérons,  par  exem- 
ple, la  première  :  nous  aurons 

a  =  R  sin  {rt  H-  a), 

6  =  RR,  sin(rf-i- j), 

Y  =  RRjsin  (rr  +  j), 

«'  =  RR3sin(rr-|-  jr), 


Or,  les  déplacements  a,  6,  y  étant  dans  des  rapports  con- 
stants ^  quel  que  soit  r,  il  s^ensuit  que  le  mouvement  du 
point  m  est  rcctilîgne*,  et  il  en  est  de  même  de  tous  les  au- 
tres. On  voit,  de  plus,  que  ce  mouvement  est  périodique, 

et  que  la  durée  de  la  période  est  —  •  Ainsi ,  tous  les  points 
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font  dc6  oscillations  reciilîgnes  de  même  durée  ^  ik  com- 
mencent et  finissent  ces  oscillations  en  même  temps ,  et  les 
espaces  qu'ils  parcourent  sont  dans  des  rapports  constants. 
C'est  là  ce  que  nous  appellerons  un  mouvement  simple  du 
système. 

Maintenant  la  seule  inspection  des  ^nations  (ti)  dé- 
Qiontre  la  proposition  suivante  : 

Tout  mouvement  d'un  système  de  points  en  nombre 
fini  y  qui  ont  été  dérangés  infiniment  peu  d'une  position 
d^équilibre  stable^  peut  être  considéré  comme  résultant 
de  la  composition  des  diverses  oscillations  simples  dont  il 
est  susceptible. 

Ces  oscillations  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  coordon^ 
nées  indépendantes,  à  moins  qu'il  n'y  en  ait  une  infinité, 
comme  nous  l'avons  remarqué  précédemment  :  celles  d'un 
même  système  sont  synchrones^  ou  de  même  période:  leurs 
directions  diverses  et  la  durée  de  la  période  dépendent  uni» 
quement  de  la  nature  du  système,  mais  leurs  amplitudes  et 
les  coedScients  qui  les  affectent  dans  la  solution  générale, 
dépendent  de  l'état  initial  d'où  l'on  part. 

227.  Considérons  comme  exemple  le  cas  très-simple  d'un 
point  unique,  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur,  et 
assujetti  à  rester  sur  une  surface  quelconque.  Si  on  l'é- 
carte  de  sa  position  d'équilibre  au  point  le  plus  bas  de  la 
surface,  et  qu'on  lui  imprime  une  très-petite  vitesse,  il 
peut  décrire  une  infinité  de  courbes  différentes,  dépen- 
dantes de  l'état  initial*,  mais,  comme  il  n'y  a  que  deux 
coordonnées  indépendantes,  il  n'existe  que  deux  systèmes 
di  oscillations  simples,  et  l'on  prouvera  facilement  qu'elles 
ont  lieu  suivant  les  deux  lignes  de  courbure  de  la  surface 
au  j)oint  le  plus  bas.  Tout  autre  mouvement  résultera  de 
la  combinaison  de  ces  deux-là  dans  des  proportions  convc* 
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fiaUes.  Dans  le  cas  où  tous  les  rayons  de  courbure  seraient 
égaux  en  ce  point,  toutes  les  sections  normales  pourraient 
être  le  lieu  d'oscillations  simples;  et  il  y  eu  aurait  alor» 
nne  infinité. 

228.  Si  les  différentes  racines  r,  r',.«»  sont  commensu- 
râbles  entre  elles,  le  système  repassera  périodiquement 
par  les  mêmes  étals;  car  soit  ^  leur  plus  grande  commune 
mesure,  on  aura 

/i,  A',...  étant  des  nombres  entiers  qui  n'ont  pas  de  fac- 
teur commun.  Or,  pour  que  le9\aleurs  de  a,  6,...  se  re- 
produisent périodiquement  après  un  intervalfe  de  temps  d, 
il  faut  que  les  produit» /t|:x0,  h^ fiO^,,.  soient  des  multiples 
de  a  /r,  c'est-à-dire  que  l'on  ait,  en  désignant  par/  ,  A',... 
des  nombres  entiers , 

On  voit  facilement  que  les  nombres  A,  A',,.,  ayant  entre 
eux  les  mêmes  rapports  que  A,  /i',.*«  qui  sont  premiers 
entre  eux,  les  plus  petites  valeurs  de  fc,  A',...  seront  A, 
A',.-?  €tiFon  aura 

Telle  sera  la  durée  de  la  période;  elle  serait  infinie  si  l'on 
avait  [1  =  0^  c'est-à-dire  s'il  n'y  avait  pas  de  commune  me- 
sure entre  r,  /*',....  Dans  ce  cas,  le  mouvement  ne  serait 
donc  pas  périodique;  et  même  le  système  ne  passerait  ja- 
mais par  deux  états  identiques  quant  aux  positions  et  aux 
vitesses;  car,  si  cela  était,  tous  les  étals  suivants  se  repro- 
duiraient identiquement,  et  le  mouvement  serait  pério- 
dique. 

Le  principe  de  la  décomposition  de  tout  mouvement  in- 
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finiiueut  petit  d'un  système  de  points,  dans  les  iiioUvenients 
simples  dont  il  est  susceptible,  étant  indépendant  du  nombre 
des  points,  s'applique  à  un  gaz  ou  à  un  liquide  renfermé 
dans  un  vase  fermé  de  tous  côtés,  ou  à  un  corps  solide 
élastique.  Dans  ces  divers  cas,  le  nombre  des  points  est  im- 
mense, mais  nécessairement  fini .  Cependant,  pour  la  facilité 
des  calculs,  il  sera  bon  de  considérer  la  matière  comme 
continue,  et,  par  conséquent,  le  nombre  des  points  maté'^ 
riels  comme  infini.  Les  mouvements  simples  seront  alors 
en  nombre  infini.  Les  déplacements  de  tous  les  points,  cor- 
respondants à  un  quelconque  de  ces  mouvements ,  seront 
toujours  le  produit  d'une  même  fonction  du  temps  repré- 
sentée par  un  sinus  et  un  cosinus,  par  une  fonction  des 
coordonnées  de  ces  points.  Et  le  mouvement  le  plus  général 
du  système  pourra  être  représenté  par  une  série  composée 
d'un  nombre  infini  de  termes ,  correspondants  chacun  à 
l'un  des  mouvements  simples  dont  le  système  est  suscep- 
tible. 
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